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微分 方程 不 仅 在 纯粹 数学 而 且 在 应 用 数学 中 都 起 到 了 中 心 的 作用 , 对 它 的 
研究 已 经 提供 了 具有 重大 理论 和 实践 价值 的 结果 . 这 些 方 程 , 例如 以 直接 的 方式 
表示 了 Newton (牛顿 ) 的 动力 学 运动 基本 定律 (17 世纪 !), 并 且 使 得 对 行星 运动 
的 第 一 次 定量 描述 成 为 可 能 . 随后 , 陈述 有 关 流 体 和 带电 粒子 的 运动 、 热 和 质量 
的 传递 、 地 震 和 大 和 气 的 运动 以 及 无 数 物理 、 化 学 、 工 程 现象 的 基本 定律 的 微分 
方程 的 建立 和 得 到 认同 显示 了 微分 方程 的 崇高 地 位 ， 科学 各 领域 的 研究 的 开创 
阶段 往往 是 比较 短 的 , 把 所 考虑 问题 的 描述 性 变量 联系 起 来 用 一 个 或 者 多 个 微 
分 方程 的 详细 阅 述 是 这 个 阶段 的 特色 ; 而 在 随后 时 间 要 更 长 一 点 的 发 展 阶 段 ， 中 
心 问题 是 对 上 述 方程 求解 (解析 或 数值 的 )， 为 了 从 原来 的 微分 方程 已 有 的 无 穷 
多 个 解 当 中 挑选 出 一 个 特定 的 解 , 就 需要 补充 的 方程 或 条 件 ; 为 确保 整个 方程 组 
(它们 中 的 每 个 方程 都 可 以 包含 导数 ) 有 唯一 解 ， 充 分 考虑 这 些 条 件 就 成 为 必要 
的 了 . 

通过 引进 新 的 概念 (在 那个 时 代 !), 以 适 定 问 题 为 特征 的 求解 方程 组 的 巨大 
进步 来 临 了 , 从 此 这 个 新 概念 被 认为 是 数学 推理 发 展 中 的 一 个 里 程 碑 . 值得 注意 
的 是 两 位 新 道路 的 开拓 者 , Fourier ( 傅 里 叶 , 1768 一 1830) 和 Heaviside ( 赫 维 额 
德 , 1850 一 1925) 所 依靠 的 是 猜测 性 推理 , 他 们 把 为 他 们 的 建议 提供 坚实 数学 基 
础 的 必要 工作 留 给 了 其 他 人 去 做 . 借助 于 微分 方程 的 公式 化 表述 而 得 到 满意 解 
决 的 方程 的 数量 以 及 大 量 可 以 应 用 的 理论 都 在 稳定 地 增长 ; 近年 来 人 们 亲眼 目 
睹 了 选 今 还 是 难以 完全 解决 的 微分 方程 , 即 非 线 性 微分 方程 研究 中 取得 的 惊人 
的 进步 , 这 反映 了 对 理论 分 析 和 数值 分 析 两 者 的 精巧 的 应 用 . 

本 书 主题 主要 涉及 比较 简单 的 线性 方程 ,同时 伴 有 由 于 通常 需要 求 得 满足 
事先 规定 的 条 件 的 解 而 引起 的 复杂 性 ; 本 书 旨 在 给 读者 一 个 在 经 典 框架 内 的 直 


. ji， : 序 


接 方法 以 及 相关 理论 的 广泛 的 概述 . 为 此 , 本 书 讨论 了 大 量 的 例子 而 且 在 每 章 末 
提出 了 更 多 的 例子 让 读者 去 求解 . 作者 相信 和 数值 方法 毫 无 疑问 具有 重大 价值 , 不 
过 可 以 在 熟 亚 了 微分 方程 问题 的 公式 化 表述 、 总 的 概貌 以 及 精妙 之 处 之 后 再 去 
学 习 . 我 受 囊 于 无 数 的 图 书 和 论文 是 显然 的 , 或 许 我 为 寻求 能 够 传递 公式 化 表述 
的 精美 和 强健 的 各 种 例子 的 努力 也 是 清 清楚 楚 的 . 

我 要 感谢 Isolde Field 和 Vladimir Frenkel 为 加 工 处 理 打 印 好 的 文本 所 给 予 
的 帮助 . 


Harold Levine 
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偏 微分 方程 (PDE) 学 科 (从 18 世纪 算 起 ) 有 很 长 历史 而 且 有 一 个 活跃 的 
当代 发 展 阶段 ; 早期 阶段 (分 别 集中 注意 于 拉 紧 弦 的 振动 和 通过 固体 的 热流 ) 促 
进 了 数学 分 析 的 具有 重大 意义 的 发 展 (如 函数 和 积分 更 广 的 概念 , 三角 级 数 或 
Fourier 级 数 表示 式 的 存在 性 ), 同时 仿 微 分 方程 与 各 式 各 样 的 数学 、 物 理 和 技术 
问题 的 直接 相关 性 在 继续 发 展 . 本 书 的 已 的 下 于吉 本 于 的 过 当 | 的 引 王 竹 陈 
述 , 同时 充分 关注 分 析 细 节 、 应 用 和 历史 渊源 . 

正如 偏 微分 方程 这 个 名 称 所 列 洱 的 含义 ， 它 包含 且 确 定 多 于 一个 自 变量 的 
函数 ,而 包含 一 个 自 变 量 函 数 的 微分 方程 称 为 常 微 分 方程 (ODE). 这 样 , 设 zx,y 
表示 一 对 自 变量 而 ww(z,y) 是 依赖 于 x,y 的 函数 , 那么 采用 记号 

Ow Ow 
= -Wy = Bi 


后 , 具有 形 为 


F(z, Uy WwW, Wr Wyy Wrry Wyyy Wryy  ) 一 0 


的 关系 式 就 称 它 为 对 函数 w(z,y) 的 偶 微 分 方程 . 偏 微分 方程 的 阶 是 指 该 方程 中 
出 现 的 最 高 阶 导 数 的 阶 . 线性 偏 微 分 方程 是 其 生成 函数 下 线性 地 依赖 于 除 zx,y 
以 外 的 它 的 所 有 目 变 量 ; 因此 , 两 个 目 变 量 z,y 的 一 阶 和 二 阶 线性 侦 微 分 方程 的 
一 般 形 去 分 别 是 


Lilw] = a(zx,Y) wz 十 DZ,V)ty + C(x,Yy)w = g(r,Y) 


.2 . 侦 徽 分 方程 


了 2 四 = a(zx, y) wzrz + 20(T,Y) wry + C(T,Y) Wyy 
td(z,y) ws 十 el wy + f(r, YW = gr, Y), 


分 别 带 有 不 同 的 系数 函数 a(z,y),… , f(x,y) 和 男 一 个 不 包含 w 的 项 g(z, 切 . 称 
gz I 二 0 的 线性 方程 
Liw=0 


为 齐 次 线性 方程 ; 且 非 齐 次 线性 方程 Llw] = g(z,g 的 任何 两 个 不 同 解 的 差 也 是 
Llw] = 0 的 一 个 解 . 

拟 线性 偏 微 分 方程 是 其 中 最 高 阶 导数 线性 地 出 现 的 方程 , 可 用 以 下 特殊 方 
程 作 例 子 / 


(1 + w wr + wy = 2 


如 果 一 个 拟 线 性 偏 微 分 方程 中 最 高 阶 导数 的 系数 只 是 自 变量 的 函数 , 该 方程 称 
为 几乎 线性 的 或 半 线性 的 , 例如 


对 多 于 两 个 自 变 量 的 偏 微分 方程 , 可 用 类 似 的 定义 和 特性 插 述 . 

”其 解决 依赖 于 求解 偏 微分 方程 有 实际 和 理论 意义 的 问题 不 胜 枚 举 ; 所 以 只 
需 提 到 在 一 般 情形 下 偏 微分 方程 的 中 心 作 用 就 是 够 了 , 如 扩散 和 波 现 象 的 基体 
分 析 、 连 同 声 暴 的 特殊 分 析 、 非 正则 粒子 (或 布 明 (Brown)) 运动 、 过 给 定 曲 线 
的 极 小 面积 曲面 、 电 话 交 换 机 上 的 呼叫 .……… . 线性 偏 微 分 方程 的 相对 简单 性 ， 
就 像 线 性 常 微分 方程 那样 , 在 理论 和 应 用 两 方面 都 有 大 量 文献 . 某 些 流体 表面 上 
孤立 波 模型 的 典型 非 线 性 偏 微分 方程 和 其 他 有 物理 意义 的 方程 组 在 最 近 几 十 年 
激 起 了 令 人 鼓舞 的 值得 注意 的 发 展 , 而 且 没 有 任何 发 展 减 慢 的 迹象 ; 因此 偶 微 分 
方程 一 直 是 一 个 重要 而 且 活 路 的 学 科 . 


第 一 草 


仿 微 分 法 


在 直接 讨论 偶 微 分 方程 之 前 目 然 先 对 偶 微 分 法 作 简 单 的 复习 . 当 依 赖 于 两 
个 目 变 量 z 和 的 函数 w(x,y) 时 , 可 以 考虑 将 y 作为 第 数 求 w 对 z 的 导数 , 或 


者 将 x 作为 常数 而 求 w 对 y 的 导数 ; 它们 分 别 有 习 惯 上 常用 的 记号 2 和 2 
其 中 用 符号 9 而 不 用 d 表明 所 涉及 的 是 偏 导数 . 例如 , 设 


一 了 2 十 222 十 ZU 


则 


一 27 十 外 一 多 + 
、 pk 、 _ Ow Ow Ow 
类 似 的 记号 可 用 于 二 阶 导 数 : Em 对 z 的 导数 表 为 Ba Br 对 y 的 导数 表 


为 也 如， 如 此 等 等 从 上 面 的 例子 中 得 出 
yOT 


2 2 
ow _ 34 
DZ Oy* 
且 
Ow Ow 


Bor™ dry ™ 


.4. 仿 微 分 方程 


这 里 后 面 的 关系 式 表 明 , 当 这 两 个 偏 导 数 连续 时 , 可 以 交换 求 偏 导数 次 序 有 可 能 
普遍 成 立 . 

在 一 元 情形 , 即 当 w = w(z), 有 两 个 
不 同 的 量 ( 见 图 1) w(x) 


At = wzo t+ h) — wro) 


和 


dw | 
dy 一 (县 ) dzx 1 


的 形式 , 称 为 w 在 xo 处 的 微分 . 显然 , 最 后 的 式 子 提供 了 与 x 的 小 改变 量 相关 
联 的 w 的 改变 量 的 一 个 近似 值 , 而 且 是 基于 将 曲线 w = w(x) 用 其 在 x = zo 处 
的 切线 来 代替 . 

如 果 自 变量 z 的 改变 量 为 无 穷 小 的 量 dz, 而 y 保持 不 变 , 那么 w 的 成 比例 

的 改变 量 dw 表 成 


dw = Ow 


DT 
“类 似 地 , z 保持 不 变 时 , 由 自 变 量 y 的 无 穷 小 改变 量 dy 产生 的 w 的 改变 量 表 为 


OW 


dw = 一 一 
Ww py 


dy. 


由 4 


称 为 全 微分 ; 这 代表 由 无 穷 小 改变 量 dz 和 dy 引起 而 其 平方 项 和 积 忽略 不 计时 
的 w 的 纯 改 变量 ， 如果 ww 具有 早先 给 出 的 明显 的 多 项 式 形 式 , 容易 验证 (1.1) 
式 ; 一 般 形 式 的 严格 证 明 不 必 在 此 详 述 . 

一 个 重要 的 技巧 是 自 变量 的 任意 代 换 或 变换 所 引起 的 函数 的 偏 导 数 的 变化 
结果 . 设 原 来 的 自 变 量 z,y 代 换 成 新 的 一 对 ww 从 而 函数 w(z,y) 变 成 (一 般 地 ) 
另 一 个 变换 变量 后 的 函数 w(wu,v); 如 何 得 到 w 关于 新 自 变 量 的 偏 导数 ?” 为 简单 
起 见 , 从 变量 的 线性 变换 


T=UuUtv, 1 一 让 一 也 


第 一 草 ” 仿 微分 法 .5. 


以 及 相关 的 表示 式 
dx = dut+dv, dy= au 一 cd 


开始 , 则 (1.1) 变 成 


Ow Ow 
dw 一 Fr (Adu 十 Co) 十 (de — dv) 


(1.2) 
OwW Ow OW Ow 
一 ( 莹 + 她 ) 和 + ( 丑 - 侨 ) 
一 开始 考虑 w 作为 变量 uv 的 函数 的 话 , 得 出 
OW OW 
dw 一 万 du 十 By dv (1.3) 
由 此 比较 (1.2),(1.3) 得 出 
Ow Ow Ow Ow Ow Ow (1.4) 


而 二 页 + 责 ， 责 = 页 页， 
这 些 方程 可 用 以 由 w 对 原 变量 z,y 的 一 阶 偏 导 数 确 定 w 对 新 变量 wv 的 一 阶 
偏 导数 . 对 2 和 学 解 (1.4) 得 到 道 关 系 式 


Ow _1 Ow _ Ow Ow 1 Ow Ow T 
这 = 了 (这 到 )， 到 = 了 (至 -党 ) (1.5) 
以 下 假设 变量 x,y 和 uv 之 间 的 关系 是 一 般 情 形 , 即 

T= ou,v), Y= Yu,v), (1.6) 


p, 几 是 两 个 非 线性 且 可 微 的 函数 . 这 两 个 方程 定义 一 个 正常 的 变量 替换 如果 
它们 也 可 由 z,y 唯一 确定 wv; 而 且 一 一 对 应 的 适当 条 件 是 要 求 变 换 的 雅 可 比 
(Jacobi) 行列 式 不 为 零 , 即 


Op 0 
Be bl OpO% ppp 
“一 Oy | Ou Bbv By Bio (1.7) 
Ou Ov 
由 了 0 0 OY Ov 
0 of — hd 
dx Fr du 十 5 dv, dy 有 ou 十 5 dv, 
办 而 
OWw Ow 
dw = Fd 十 BR 


_ /wo0p Boy Ow op Ow ov 
- (有 Ou Oy 过 ) +t (Se t+) 


. 6 ， 偏 微分 方程 


(1.4) 式 的 推广 是 | 
Ow _ ouwop Ow Ow ou Op Ow Ov 


Ou ru Oyo WW (1.8) 
举 一 个 例子 , 考虑 变换 
Z 一 (2 — vs), Y= uv, (1.9) 
对 此 , J = ， | = 好 + 好 关 0, 只 要 wu 两 者 不 同时 等 于 零 . 关系 式 (1.9) 可 
1 
逆 , 得 到 


U 一 士 VVZ2 十 扫 2 十 2，1= 士 VVZ 十 咏 一 2 (1.10) 


且 对 wv 平面 上 不 含 原 点 的 任何 区 域 , (x,y) 与 (u,v) 之 间 一 一 对 应 . 
用 (1.8) 导出 


ov -2 (1.11) 
Bu Bz “By By 2 “Ov 
Ow 09 A 
且 对 一 , 二 求解 , 得 出 
Dr DY 
dw _ 1 (o_ow ow _ 1 /ov 0 (1.12) 
Ox ?22 十 12 Ou Du/ Oy w+ Ou Ov 


关系 式 (1.12) 的 算 子 形式 由 略 去 任意 函数 的 明显 标记 得 到 , 即 


0 1 0 0 0 1 O 0 
Br 一 ND 12 十 1 (六 一 "元 ， Oy 一 yp] 十 72 (六 rus ) ， (1.13) 
在 马上 就 会 详细 讲述 的 高 阶 导数 的 计算 中 , 将 证 明 这 种 算 子 表 示 是 有 用 的 . 
当 涉 及 二 阶 或 更 高 阶 偏 导数 时 , 与 一 阶 偏 导数 的 表示 式 (1.8) 比较 , 有 复杂 
得 多 的 形式 ; 因此 我 们 仅 在 两 个 自 变量 和 二 阶 导数 情况 下 建立 几 个 表示 式 作为 
代表 . 首先 , 考虑 (1.8) 式 对 w 微分 , 事先 要 指出 , 右边 两 项 中 每 一 项 是 乘积 形式 ， 


其 中 每 项 中 的 一 个 因子 (例如 到) 表示 为 z,y 的 函数 , 而 另 一 因子 (例如 3) 
表示 为 wv 的 函数 .第 一 因子 对 v 的 导数 是 经 过 交换 微分 次 序 和 应 用 (1.8) 后 


得 出 的 ; 这 样 
0 (9u\ afaoNy_ afansp , wow 
Bu \Or) dr\Ou), Or\OrOu Ov pu 
_ Pwdp, Orw Oy 
O77?Ou Or0y Ou 
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而 从 右边 不 难 确定 组 成 5 = 的 所 有 项 , 得 


(1.8) 式 左边 微分 直接 得 出 结果 各 ， 
出 


Ow /wap Ow OPN ar au O20 
Ou? | (起 录 OxoOy 到) 寻 Bu Or Ow 
Ow Op DuyN an OwoOy 
人 De Bu + By Bs 
_Pw /op) ,Ow pow Pw {ovY 
~ Or? (¥) Or0Oy Ou Ou “yi Ovy* 和 (到 
Ow Ow Ow Ow 
Or Du2 多 Ou2 


在 上 式 中 将 v 代 换 成 v， 得 出 对 与 光 = 的 类 似 表示 式 , 且 用 类 似 方法 得 到 以 下 结 
果 


(1.14) 


Ow Du Op Op O*w 全 Op Op 2 ) 
DUODY?) 和 avpv ar6y\ au Ov Ou 
Ow Ow Op Ow Ow 
By Oud OrOu0v By OuOv 
与 (1.11) 比较 , (1.14),(1.15) 的 相对 复杂 性 显而易见 . 
相继 应 用 (1.13) 中 出 现 的 一 阶 微分 算 子 , 得 到 对 z,y 和 wu 的 二 阶 偶 导 数 


之 间 的 联系 , 即 


-9e- 1 0 9 _ 1 fa ，2 
和 “十 也 “Bu “ho U2 + vs Ou “Bw 


(1.15) 


| 6 8 
(au2 十 v2)2 rT (法 -， 坟 ) Du vi ) 
0 1 0 
a Er [GE 元 ) | a -vo ) 
DO O° O O 
rp 1 ( 叶 2 -2 “Bud “Ow C33) 
2(u  —v)/ 0 0 
人 + v2)3 (ue vo 
6 6 82 ,8 8 
- ph 区 BB Bd + Bo to 坟 | 
2(u 2( 一 2 ) 0 
0 + v2)3 CE 芳 )， 
0” » 0 O° 0 » 0” 0 
Oy? CR 6 Bu wi 1 | 


O 
rs v2)3 ( 哇 十 2 。 


.8 . 偏 微分 方程 


从 而 
O* oO” 1 0 0” 
Or Oy + \Ou Do 
2 2 du 10 
(Ww 二 02)2 (w+0)3 (2 二 20) Ou 
站 2 站 2v(u* 一 ) 4u2v 0 
To) (ro) (+ Ov 


1 /9 6 
+ (B+) 
由 此 得 出 , 如 果 w(x,y) 满足 偏 微分 方程 
Ow Ow 
5 
则 由 (1.9),(1.10) 表示 的 自 变 量 z,y 一 wv 之 间 的 变换 不 改变 w 满足 的 微分 方 
程 的 形式 , 即 ， ， 
“+5 =0, wu 十 v 关 0. 


根据 复 变 函数 理论 可 以 预料 到 这 个 结果 , 因为 有 关 的 变换 联系 看 复 变 量 z = z+iy 
入 = 十 iv, 即 z= w?/2, 且 一 般 地 


Pw Pw | 到 | (Pw Fw 
Or? Oy? ldz Qu? Do2 
dw 


“ Ou \” Dv\” 
| -= (总) +( 交 ) 

研究 偏 微 分 方程 常常 需要 复合 微分 法 , 而 有 些 相关 细节 值得 注意 . 先 考虑 一 
元 函数 f(&), 其 性 质 由 一 平面 曲线 ( 见 图 2 a) 所 揭示 ; 再 假设 


€ = yp(r,Y) 
定义 一 个 两 个 月 变量 的 函数 则 表达 式 
wz,Yy) = pz = FL, Y) 


在 x,y,w 三 维 宝 间 中 表示 一 个 开 或 闭 曲 面 ( 见 图 2 b), 依赖 于 z,y 的 范围 和 函 
数 2,j 的 特殊 形式 . 
借助 于 两 函数 和 w, 的 微分 规则 包括 
Ow _ Yf op ef () df Op 
Or dior’ Or? dé? \Or dé Or? 
Ow dap Fw dfovpop df Op 


Oy day droy dorpy dé oroy 
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f(é€) w 
5 》 
a b 
2 
其 中 和 5 ,.… 表示 f 对 其 单 自 变量 的 常 导数 ; 而 且 理解 为 这 样 微分 后 & 换 成 
p(T,Y). 
例 1: 给 定 
wW =e, €=- 或 者 (X,Yy)=€ 
可 得 
Ow lo Ov_ _T ,zy 
Or YY 6y y? 
入 2 2 
ow 一 _1 or/y _ Ter/y 一 Ow 
OTOY 01 13 OyOr 


由 此 可 知 w 满足 一 阶 偏 微 分 方程 
Ttz + ywy = 0 
是 显然 的 


例 2: 给 定 wtz, 切 = -万 ee >0, 则 


OW 洒 2 Ow 1 2 化 2 
-x /Ay -pr /yy 一 Z /4y 
Or7 2y572 ”Oy 2y3/2" 十 47572 
且 
O21w 1 一 站 一 22/43/ 
一 二 一 一 一 6 e 
Or2 213/2 4y5/2 
所 以 函数 w 满足 二 阶 线性 常 系数 偶 短 分 方程 
Bw Bw 


ry 


Drz2 Ov 


. 10 ， 仿 微 分 方程 


对 任意 固定 的 y 值 , w 的 剖面 作为 x 的 w 
函数 ,如 图 3 所 示 , 在 x = 0 处 有 极 大 值 ， 即 
w(0,y) = 声 当 y 一 0 时 此 峰值 无 限 上 升 , 其 
宽度 在 中 点 x = 0 附近 变 狭 , 与 此 相 一 致 的 事 
实 是 表示 面积 的 积分 


人 1 人 2 
(Zadz = =| ez7 /yar 
/. (7»Y) VYJ ww 


-2 | eco do = 2V 到 3 
一 OO 


与 y 无 关 . 即 在 沿 x 轴 放 置 的 一 无 穷 长 细 杆 中 的 非 定常 扩散 或 热传导 问题 中 , 给 
上 述 函 数 一 种 物理 解释 是 可 能 的 , y 作为 时 间 变 量 , w(z,y) 表示 温度 分 布 从 一 开 
始 的 局 部 形式 (在 z = 0 附近 ) 的 演变 (在 时 刻 y = 0 后 ). 上 面 指出 的 ww 对 z 的 
积分 值 的 不 变 性 简单 地 表示 呈现 在 该 村 上 的 热 的 总 量 不 随时 间 而 改变 , 扩散 只 
是 带 来 关于 温度 和 热量 的 重新 分 布 . 


习 臣 1 
1. 方程 工 二 rcos9,y 一 rsinb, 分别 在 整个 区 域 一 00 <ZV< coco,0 乏 7r< co;0 忒 
9 < 27 中 把 平面 上 的 Descates ( 笛 卡 儿 ) 坐标 和 极 坐 标 联系 起 来 . 求 一 阶 于 


赦 .和 @ .9 之 间 的 关系 然后 用 此 简化 并 求解 一 阶 偏 微分 方程 


Or’Oy Or’00 


— ywzr = 0. 


求 二 阶 偏 导数 之 间 的 关系 并 由 此 变换 命名 的 Laplace ( 拉 普 拉 斯 ) 方程 


Ow Ow 


Bit " 


sR 小 __ 
之 。 UT 二 二 万 确定 了 一 组 变量 替换 , 对 函数 山 确定 zz 十 由 gg 
和 Wn 十 Woyw 之 间 的 对 应 关系 . 
3. 验证 经 自 变量 变换 
T=e :cosyv, Y=e€ sinv 
或 按 复 形式 


z=X+iy = et 
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[22 二) (2 Ow\ Ow Ow 
J O07 Ow? | Ou? Ov? 


] 
T= 3(u+v), y= Vu, U0,v 之 0, 


它 冀 涵 工 之 y 之 0, 因此 变换 到 zy 平面 上 第 一 人 象限 中 正 工 轴 与 分 角 线 Y= 二 工 
之 间 的 部 分 . 这 区 域 中 的 每 一 点 对 应 于 两 对 u,v 的 非 负 值 , 它们 可 由 二 次 方 
程 

A*—2rA+y =0 
求 得 ; 如 果 4 之 wv, 则 得 到 (z,y) 与 (4,v) 之 间 的 一 一 对 应 , 因此 (u,v) 平面 
上 的 这 个 区 域 确切 地 镜面 反射 成 (7,y) 平面 上 区 域 ; 其 北 变 换 为 


uU=T+ Vr yy v=7T— Vr yy. 


aw _ 2 (ow ow) Ow_ 2Vm (ow ou 
dr uo\ Bu BB) Oy uv\O pu 


0 0 du +o Ow 4v(u tv) Ow i6uv O02w 
( ) (Uv? Ow (uo)? ao2 (uv)? Ou 
wv +6uwOw w+ + 6uv Ow 

(uv)3 Ou ( -ao2 Ov 


Ce 


. 设 zo(s),yo(s) 表示 一 光滑 曲线 上 一 任意 点 的 坐标 , 用 其 上 某 点 作 起 始点 的 
缴 长 s 来 表示 ; 则 


r=Zzo0(s)— nsing, y= yols)+ncosg (*) 


确定 了 一 个 点 也 的 位 置 , PP 与 曲线 的 法 线 距离 为 n, 而 该 曲线 的 切线 与 Z 方 
向 的 夹 角 为 纺 即 


To(s) = cos 9, y0(s) = sin 9. 


如 采 


. 12 . 偏 微 分 方程 


xo(s), yo(s) 


定义 了 C 的 局 部 曲率 半径 7(s), 由 关系 式 (*) 得 到 
dx 一 《 — -) cos pds 一 Sin pdn, 
T 


NN , 
dy = 《 一 一) sin pds 十 cos padn. 


推导 出 关系 式 
0 oO 
Dr 一 1 页 C080 Dr 一 Sn ga 
了 
O 1 , ,0 0 
Bo = 7 sin 9 十 cos $a 
了 
并 证 明 
2 
0 8 1 8 O* 1 90 
V2— 一 一 一 十 一 一 一 | 一 1 
Or* Oy’ 1_ .90s Bn? 7T(s)}~—-nean 
T(s) 


这 里 微分 算 子 的 办 记号 表示 重复 次 数 . Laplace 牙 子 的 上 述 形 式 在 分 析 偏 微 
分 方程 
(V*—a)y=0 
的 解 时 是 有 用 的 , 其 中 ( 正 ) 参数 wa 六 - 且 少 是 活该 曲线 给 定 的 
6. 用 显 式 微分 法 验证 


d(z,y) = ~ tanr1 ( ny ) 


sinh zx 
是 Laplace 方程 
Prr 十 Pyy 二 0 


的 一 个 解 . 考虑 半 无 限 带 形 区 域 


Oz<%, Ug&YyET, 
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9(0,9), 9(z,0), 9(z, TT), 9(o00,y) 的 值 分 别 是 什么 ? 求 原点 附近 (7 之 1,y < 和 


1)G(z,y) 的 一 个 近似 且 证 明 它 满足 有 关 的 边界 条 件 ， (回忆 tan-!1z - 


Cosh?” z ~ sinh?x = 1.) 
. 验证 两 个 自 变 量 z,t 和 一 个 参数 c 的 函数 


w{(z,t;c) = 5 sech” (3 Vc(z 一 四 


满足 非 线性 偏 微分 方程 


zu | 600 OL 
Ot Or Ozx3 


这 是 著名 的 孤立 ( 且 不 变 ) 波形 式 , 它 沿 工 方向 以 速度 c 随时 间 的 推移 而 前 
进 , 在 19 世纪 确实 被 亲眼 目睹 到 的 一 种 扰动 (如 在 一 运河 中 水 的 局 部 隆起 )， 
在 19 世纪 60 年 代 其 理论 发 现 对 非 线 性 波 现象 的 研究 给 予 巨 大 推动 . 


: 考虑 非 齐 次 非 线性 偏 微分 方程 
Bit Bi ae” a>0,8>0 (*) 


和 由 


2 dz 1 dz 
“TO Fal 0 8 "la 
1l, dz 1, dz . 
一 -万 下 疝 一 5 = Fl(ut+iv) — F(u — iv), 


这 里 上 划 线 表示 复 共 斩 (z= 工 一 记 ,2Z 二 2 十 洲 ) 且 注意 关系 式 


0? O* 
(Fz+ oz ) Plu tiv) = 


“， 14 . 


上 10. 


偏 微分 方程 


导出 另 一 个 关系 式 , 即 


0 O° 
(Bw 二 Do ) € in 


证 明 几 满足 偏 微分 方程 


且 由 此 断定 其 解 为 


b= F100) -hm (tay)} 


对 应 的 (*) 的 解 是 什么 ? 


. 在 非 线 性 偏 微分 方程 


O06 ~» .0¢ 00 . 
7 40 十 B72 (i) 
中 适当 变换 函数 少 可 得 出 它 的 解 ; 为 此 引入 部 数 由 (TZ,t), 其 一 阶 偏 导数 表 成 
0 
2 =, i) 
0 0 
A = G 十 5 ) y, (ji 
从 而 断定 要 求 两 个 混合 二 阶 偏 导 数 
Oy O“ 
Orot Otorx 


方程 . 
假设 流体 中 任 一 质点 的 位 置 坐标 表示 成 形式 
Z 一 T(abcti y= vy(a,b,c,t), z = z(a, b,c,t) (*) 


这 里 上 表示 时 间 变 量 ， 而 (a,b,c) 确定 一 参照 点 (如 在 七 三 0) 的 位 置 ; 用 
T,Y,Z,t 表示 a,b,c 的 互 反 关 系 式 ， 即 


a = a(x,y,2,t), b= b(7x,Y,2,t), c= elr,Yy,2,t). 


函数 F(x,Yy,2,t) 可 表示 温度 或 速度 的 Descates 分 重 ， 应 用 表示 式 (*) 后 ， 变 
成 一 个 (不 同 的 ) 函数 


Ci 


F(a,b,c,t)= F(z(a,b,c,t),y(a, b,c,t),z(a, b,c,t),t). 
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求 关 于 时 间 的 导数 

OF OF 

Ot” 6 
之 间 的 关系 , 这 里 自 变量 (a,b,c) 在 第 一 式 中 保持 固定 , 而 (X,Yy,z) 在 第 二 式 
中 国定 ; 前 者 给 出 与 一 个 个 别 质点 相 联系 的 适当 的 变化 , 而 后 者 涉及 流体 中 
任 一 指定 位 置 处 质点 的 变化 (不 美 心 该 瞬时 在 该 处 的 质点 是 否 是 变化 前 在 
该 处 的 质点 ). 因为 压力 和 和 外力 (如 引力 ) 直接 作用 于 诸 质 点 上 , 这 是 一 开始 
就 在 动力 学 偏 微分 方程 中 固定 点 (a,b,c) 处 速度 分 量 关 于 时 间 的 导数 , 该 动 
力学 方程 和 质量 守恒 以 及 热效应 方程 一 起 构成 了 支配 一 般 流 体 运 动 规律 的 
基本 方程 组 . / 


一 < 工 王 


第 


偏 微分 方程 的 解 及 其 具体 确定 


一 个 或 多 个 任意 常数 出 现 于 第 微分 方程 的 通 解 中 (有 赖 于 方程 的 阶 数 ); 与 此 
相对 照 , 偏 微分 方程 解 中 所 得 到 的 一 般 性 要 用 任意 函数 来 提供 , 且 确 定 特 解 (或 
函数 ) 这 件 事 一 开始 就 需要 注意 . 

回顾 平面 曲线 族 

{xX,Yy;C) 一 0，c 是 任意 参数 
描述 了 一 阶 常 微分 方程 
了 = F(z,Y) 
的 通 解 (如 果 函 数 FF 非 线 性 依赖 于 y, 则 不 恒 同 于 由 参数 c 的 个 别 值 给 出 的 解 
的 奇 解 是 可 能 的 ); 且 常 微分 方程 的 特 解 通 第 可 由 在 z = x, 处 选取 y = yp 的 值 ， 
或 在 解 曲线 上 固定 一 点 P ( 见 图 4) 而 挑选 出 来 . 


具有 两 个 自 变量 的 一 阶 线性 偏 徽 分 方程 的 最 简单 代表 , = 0, 有 解 


z= f(y) 


其 中 f/ 表示 任意 函数 . 如 何 确定 /? | 

画 一 族 平行 于 z 方向 的 直线 后 (如 图 5 所 示 ), 我 们 可 在 每 条 直线 上 的 一 个 
点 上 指定 z 的 值 , 则 z 在 同一 直线 的 所 有 其 余 点 已 知 , 我 们 可 以 沿 一 直线 段 PP 
或 曲线 段 PB 选取 z 的 值 ; 于 是 在 位 于 Pl 和 及 或 玉 的 纵 坐 标 之 间 的 所 有 
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}P PP FP, Bb, 
I/ 
11/ 
| 
nh 
Xp x 
图 4 图 5 


直线 上 z 就 确定 了 . 此 外 在 已 ( 马 ) 之 上 或 Pi 之 下 的 任何 直线 (该 平面 上 的 扩 ) 
上 , z 仍 未 知 . 但 是 , 在 y = 常数 的 单条 直线 上 , 我 们 不 能 在 多 于 一 个 上 上 国定 z 
的 值 , 因为 如 果 两 个 值 不 等 , 会 得 出 巴 盾 . 
以 下 考虑 一 阶 齐 次 偶 微 分 方程 
Oz Oz 


-~ 上- 一 一 0 2. 
Br By (2.1) 


且 引 入 自 变 量变 换 (zy) 下 (1 天 一 了 十 三 宙 一 2 则 
Oz Oz Oz Oz Oz Oz 


Or Ou OO’ Oy Ou bu 
且 (2.1) 变 成 一 个 单项 方程 


因此 z = f(v) 或 
z= f(r—Y) (2.2) 


表示 一 个 易 验证 的 (2.1) 的 带 一 个 任意 的 可 微 函数 f 通 解 . 为 了 具体 确定 f, 画 
一 族 斜 率 1 的 平行 直线 ( 见 图 6) 且 在 曲线 或 弧 7 上 的 所 有 点 处 指定 z 的 值 ; 则 
在 与 y 相交 的 每 条 直线 的 每 一 点 上 z 等 于 > 与 该 直线 交点 处 的 指定 值 , 因而 在 
zx,y 平面 上 直线 族 y = zx 十 c 中 过 7 端点 的 两 直线 之 间 的 区 域内 确定 了 (2.1) 的 
一 个 解 . 显然 z 在 具有 单位 斜率 的 任 一 直线 上 不 能 任意 指定 , 所 以 弧 7 与 每 一 条 
这 样 的 直线 只 能 有 一 个 交 乓 . 

例如 : 如 果 > 在 正 虚 轴 上 (y > 0,x = 0) 且 在 该 处 选取 z(0,y) = e-Y, 代入 
(2.2) 给 出 

e =f(-y), Yy>d0, 


. 18 . 含 微分 方程 


(xo, 》 0) 


f(£) = es， 5 <0, 
所 以 


z(T,Yy)=eE 


描述 了 在 区 域 y > x 中 的 特 解 . 
以 下 合乎 逻辑 地 考虑 一 阶 偏 微分 方程 


Oz Oz 
QZ YT + DZ， WB = F(z,y, 2) (2.3) 


的 一 个 解 是 否 能 用 在 z,y 平面 中 一 条 曲线 y 上 规定 它 的 值 来 确定 ( 见 图 7), 即 
用 在 y 上 和 狼 长 s 的 给 定 函 数 
z = f(s) (2.4) 


来 确定 (2.3) 的 解 ; 设 s,n 分 别 表 示 曲 线 y 的 切 向 和 法 向 单位 向 量 , 且 注 意 到 这 
两 癌 量 的 方 同 余弦 由 J py 
z y Y 也 
ds Ws 各 一 J | (2.5) 
给 定 . 不 需 偏 微分 方程 (2.3) 的 解 的 任何 先 验 细 节 , 只 要 假设 z(x,y) 对 7 上 菜 操 
P(xo, yo) 的 Taylor (泰勒 ) 级 数 展开 式 存 在 , 即 


ss 0) = so) + -a0) (FE) + -w) (站 ) 
2 0? 
+ 一 7Z0) ( 索 ) 十 (zZ ~ Zo)(y 一 Yo) 全) 


2z 
+3(y — vo) (3 ) + . 。. (2.6 
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这 里 所 有 偏 导 数 在 P 点 取 值 . 第 一 项 z(zo,w) 由 假设 取 规 定 值 , 而 且 利 用 该 偏 
微分 方程 和 y 上 的 条 件 (2.4), 在 原则 上 可 以 求 出 在 P 点 的 所 有 偏 导数 ， 微 分 


(2.4) 得 
dz Ozdr Oz dy df 


ds Ords Ys ds 


其 中 给 出 的 三 个 量 全 dr 名 和 人 [表示 y 上 字 2 和 字 2 之 间 的 线性 关系 . 偏 微分 
方程 (2.3) 本身 提供 了 另 个 线性 关系 只 要 


(2.7) 


QT dy 
ds ds |#0 
a(x,y) b(T,Y) 
要 dy d 
a(z,Y) 7 — bz,Y) #0 
即 De 
TY 
jr a (2.8) 


则 学 ， 3 能 唯一 分 别 地 确定 . 


什么 是 求 z 的 三 个 二 阶 偏 导数 的 类 似 方 法 ? 由 (2.7) 对 s 微分 得 出 其 中 的 
一 个 关系 式 ; 这 给 出 
dz d /dz\dr QOzdr d’'/Oz\Ndy ezd27 
ds ds (¥) ds Hrd ds (元 号 ds By dsY 
-+ O*z | dr Ozd 7 
Or2ds BzrOydsl ds Oz ds’ 
| D2z dr 8 和 dy Ozd’ dy 


OrOy ds Oy?2 ds ds Oy ds? 


602 ( 空 ) +: Oz dzdy O22 :9 3 
DZ2 \ds OrOy ds ds Oy? \ds 

_ 

= 了 


该 偏 微分 方程 分 别 对 x 和 y 微分 , 结果 是 


(2.9) 


Oz Oa Oz Ob Oz 


Oz oO 
一 人 一 二 一 + 一 一 一 一 下 2.10 
a(x,Y) 3 十 以 Z， 2 BLO + a ta By Bz (X,Y,u) (2.10) 


22z ， 2 2 DaaDz Ob Oz _ 
~ 一 二 一 一 2.11 


.20 . 偏 微分 方程 


这 样 ,由 > 2 < 在 y 上 的 参照 点 P 处 的 已 知 结果 ， 三 个 方程 (2.8),(2.9),(2.10) 
唯一 确定 z 的 二 阶 人 篇 导数 , 只 要 假设 


de) sy (oy) 
ds ds ds ds 
az blzy) 0 


0 a(z,Yy) bX,Y) 
Bh 2 2 
p2 (2) ( 鱼 ) — 2a(z, bm) EY + oso, ) (并 “ £0, 
或 
(le) ole, De) £0, 

它 与 前 面 计 算 z 的 一 阶 偏 导 数 的 条 件 一 致 , 因此 确定 了 Tavilor 展开 式 (2.6) 中 
的 (关于 zx,y) 线性 项 . 为 了 确定 泰勒 展 式 中 的 高 次 项 , 同样 的 条 件 也 对 类 似 程序 
(包括 重复 微分 (2.9) 一 (2.11)) 成 立 ， 在 这 样 的 情况 下 , 我 们 得 出 结论 , 偏 微分 方 


程 (2.3) 有 一 个 解 , 它 沿 z,y 平面 的 一 条 曲线 具有 连续 指定 的 z 值 , 该 曲线 处 处 


不 平行 于 由 常 微分 方程 
dy _ b(zx,Y) 
dr a(x,y) 
定义 的 ( 单 参数 ) 曲线 族 中 的 任 一 条 曲线 ， 这 族 曲线 称 为 该 偏 微 分 方程 的 特征 线 
由 确定 常 微分 方程 的 一 个 解 所 需 条 件 的 个 数 和 阶 数 之 间 的 相等 关系 的 提示 ， 


当 z 及 其 法 向 导数 两 者 沿 一 平面 曲线 y 独立 地 被 指定 时 , 二 阶 候 微 分 方程 


(2.12) 


O22 Oz Oz Oz 
oe) + be +) sa) 219 
的 解 有 可 能 找到 . 现在 
Oz Oz dz Oz dy 
Os 一 Ox ds " Oy ds 
Oz Ozdy 0zdz 
Bn 2 ?= Oxrds Ovyds 


用 区 和 区 表示 z 的 切 向 和 法 向 导数 , 其 中 右边 式 子 的 系数 恰好 是 (2.5) 中 给 


出 的 7 的 单位 切 向 量 和 法 向 量 的 分 量 . 为 了 确定 Taylor 展 式 (2.6) 的 线性 项 , 反 
解 上 述 两 关系 式 即 得 


Oz Ozdy Ozdzr 

07 Bnds dsds (2.14) 
Oz Ozar Vzay | 
Oy Bnds - Os ds (2.15) 
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两 方程 式 


d (¥ Ozdx Oz dy 

(并 )= 和 + 

d /Oz\ _ Oz dr Ozdy 

ds (元 ”Bray ds 892 ds 

当 和 偏 微分 方程 (2.13) 联合 在 一 起 时 , 可 分 别 确 定 z 的 所 有 三 个 一 阶 偏 导 数 , 只 
要 假设 


dx dy 
a de 
oz dy | #0, 
1 ds ds 
a(z,y) 2b(7,y) c(z,Y) 
由 2 2 
QZ 1 (9 — 2b(z, ) + c(x,y) ( 旦  ) 0. (2.16) 
如 果 ?7 与 由 常 微分 方程 : 
dy _ b(z,y) 1 


dz a(x,Y) a(x,y) 0* (2,Y) atZ, y)c(z, Y) (2.17) 


定义 的 该 偏 微 分 方程 的 平面 特征 线 之 一 不 同 , 则 7 上 的 数据 , 即 z 及 其 法 同 导数 
的 值 , 就 可 以 延 拓 并 且 在 y 附近 求 得 一 个 解 (允许 应 用 条 件 (2.16) 以 显 式 决定 
(2.6) 中 的 后 继 项 ). 

一 阶 或 二 阶 线性 偏 微分 方程 (2.3),(2.13) 被 z,y 平面 上 沿 曲 线 y 的 给 定数 
据 所 确定 的 解 的 存在 性 的 各 目的 条 件 (2.12);(2.17) 可 作 一 对 比 ， (2.12) 定义 一 个 
( 实 ) 单 参数 曲线 族 , 而 (2.17) 定义 了 两 族 曲 线 


2 = f+(z,y), oy = f- (x, y), (2.18) 
其 中 fy 和 f_ 分 别 对 应 (2.17) 右 端 式 子 中 的 正 号 和 人 负 号 . 如 果实 图 数 a(z,y)， 


b(x,y) 和 c(x,y) 满足 呈 一 ac > 0, 则 上 面 两 个 常 微分 方程 上 朋 两 族 解 
EX,Y) = C+, NT,Y) = ei 
如 果 妒 一 ac = 0, 则 只 有 一 族 解 
(2,Yy) 一 ci 


最 后 , 如 果 刀 ~ ac < 0, 则 方程 (2.18) 无 实 解 . 在 以 上 三 种 情况 下 , 人 们 分 别称 之 
为 具有 两 族 实 特征 线 , 一 族 实 特征 线 和 “ 虚 ” 特 征 线 , 而 对 应 的 偏 微分 方程 分 别 
称 为 双 曲 型 、 抛 物 型 或 椭圆 型 . 


. 22 ， 偶 微 分 方程 


当然 , 也 有 这 样 的 情形 , 二 阶 偏 微 分 方程 的 型 在 所 考虑 的 自 变 量 区 域 中 发 生 
改变 , 例如 当 方 程 为 


“2 “22 

4 v3 一 0 (2.19) 
而 y 容许 取 正 、 负 两 种 值 . 首先 设 y > 0, 则 方程 (2.18) 变 成 
对 特征 线 导 出 复 关系 式 

Z 土 27VY = ci. (2.20) 
引入 目 变 量变 换 

€=7x, 7=2Vy, (2.21) 
从 而 


az Oz 8z 1 O02 


Or? 02’ Oy yOn 
Oz 181(16N 10z2 1909z90 /2 
By? Vy On () -而 VY On On (5) 
1 Oz 10z 
-1 
因此 , (2.19) 变换 后 的 形式 为 


D2z 0:z2 10z z / 
一 ~ 二 二 ~ ~ 一 一 0 2.22 
5 十 5 一 0 (2.22) 


比 (2.19) 有 高 阶 导 数 的 系数 为 常数 的 优 扣 . (2.22) 的 特征 线 由 党 微分 方程 
de _ 


一 于? 
dn 

得 到 , 有 具体 表示 式 

£ 一 干 27 十 C+， 
依据 变量 ,7 的 定义 , (2.21) 与 早先 的 式 子 (2.20) 是 一 致 的 . 

如 果 wy < 0, 则 

dy 一 士 V 一 Y/ 

dr y 
的 解 表 示 两 族 抛物 线 

Z 十 2 一 Y 一 人 十， (2.23) 

选取 自 变 量变 换 | 


E£=7X+2V-y, 7=7X—2V-y (2.24) 
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后 , 方程 (2.19) 变 成 


107 + 一 (过 -区 ) = (2.25) 
OE0n €-n\0  D1 


(2.25) 的 特征 线 由 (2.16) 得 出 , 具有 形式 dtdn = 0, 因而 
£ Cl, N= C2, 


由 于 (2.24), 与 原 偏 微 分 方程 的 特征 线 的 一 致 性 显而易见 . 
更 一 般 地 , 选取 特征 上 自 变量 可 把 二 阶 线性 偏 微 分 方程 化 为 三 种 不 同 标准 形 
式 之 一 , 即 


92 Oz ) 

日 “2 + Oz Oz | | 
G2 = se, 人 ,之 ， De， 本 ’ 桶 加 型 ， 
5, _ Bz Oz | 

O72 一 FP (gms Be 村 、 扼 物 型 . 


这 些 方程 与 不 同 的 物理 现象 ( 波 运动 , 平稳 或 瞬 态 扩散 过 程 ) 有 关 . 包括 分 析 的 
各 种 不 同方 面 以 及 附带 的 特征 在 内 的 更 多 的 细节 将 留待 以 后 讨论 . 

这 里 我 们 将 就 确定 解 的 问题 , 特别 是 沿 特征 线 指 定数 据 的 问题 做 一 些 附 加 
的 说 明 . 考虑 (抛物 型 ) 方程 


ZIT 二 XYy) 


其 特征 线 是 (单独 的 ; 一 族 直线 y = c. 如 沿 特征 线 y = 0 取 一 对 条 件 , 例如 说 
z(z,0) = p(t), Bs(e,0) = blo) 
则 水 数 op,w 不 能 独立 地 指定 , 因为 该 偏 微 分 方程 要 求 
dp _ 
S$ = ov(z) = yz) 
此 外 , 当 y =0 时 , z 关于 vy 肌 每 个 融 阶 守 数 是 可 以 用 2 对 z 的 偶数 阶 导数 来 表 
示 的 , 即 
A 一 人 (z)， 


因为 关系 式 
Oz Oz Oz Otz 


php. 


By Bydri? OriBy Oz4 


.24 - 仿 微 分 方程 
显然 成 立 , 从 而 各 阶 导 数 的 公式 也 是 显然 的 . 因此 提出 一 个 级 数 表示 


z(Z,Y) = 》 © 


n=0 


(2n) (x 


即使 在 y > 0 区 域内 它 是 一 个 发 散 级 数 . 这 样 一 特例 就 揭示 沿 一 特征 线 指定 数 
据 是 有 限制 的 . 


习 是 2 
1. 求 以 下 两 个 偏 微分 方程 的 标准 形式 并 证 明 它 们 是 相同 的 


Oz Oz Oz 0z 
2 yy — — 
(1+2)s2 +(lty ) 5 t+ ?Hr + YD 0 (i) 
Oz Oz » Oz Oz 
-一 一 -一 一 一 一 一 一 ] oo— 1 -人 人 . 11 
5 十 2cosz BLO sin zx Dr sin x 元 (ii) 


2. 两 函数 z(Z,y) 和 zi(X,y) 具有 Jacobi ( 雅 可 比 ) 行列 式 为 霉 


8z 0 
OT Oy| 
9a 9a| 
OT Ov 
即 由 关系 式 
Oz Oz1 Oz Oz1 
Or Oy Oy Dr 
联系 着 ,如果 2 给 定 , 则 上 式 表 示 关 于 z 的 一 一 阶 偏 微 分 方程 . 
证 实 


z(x,y) = F(zi(z, Y)) (*) 
满足 该 偏 微分 方程 , 这 里 下 表示 一 任意 函数 , 且 注 意 到 这 剖 涵 z 是 函数 依赖 
于 zi 的 . 证 明和 如 果 信 微分 方程 


a(z, > + b(z, Y) = 0 


的 一 个 解 z(x,y) 已 知 , 则 该 方程 所 有 其 他 的 解 均 可 用 (*) 表示 . 
3. 用 由 


妈 一 站 ， 7 = Z1(T, 1) 
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定义 的 自 变量 变换 分 析 上 述 问 题 中 的 偏 微分 方程 , 且 验 证 以 上 步骤 也 适用 于 
非 齐 次 偏 微 分 方程 
Oz Oz 
Q(T,Y) A 十 六 DZ， 力 丽 一 c(Z， y). 
由 此 解 以 下 特定 的 一 对 方程 
2z 十 Oz% _ 0 
“ 87 /By 1 
. 设 常 微分 方程 
a(7x, dz + b(z, ydy = 0， (#) 
其 中 微分 组 合 不 是 恰当 的 , 即 
adz + bdy 天 dB (zx,y), 
求解 此 方程 的 一 种 方法 就 是 寻找 积分 因子 j(7X,y), 即使 得 
nu(adz + bdy) = d®, 
于 是 (*) 的 解 就 可 以 表 成 轩 (T,y) = 常数 ; 这 要 求 几 满足 一 阶 偏 微分 方程 
0 0 
By Wo) = 37 (Hb) 


在 解 上 面 的 方程 中 , 关于 特征 线 的 作用 一 般 有 什么 结论 ? 
. 给 定 联 立 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 


Ozt) Oztl) Oz(2) O22) 

— 十 —— 一 -一 -一 - 一 -一 一 一 

Bz ; Oz) Oz(2) Oz(2) 
or By Mar Ty 


其 中 Q1, 2,b1, 02,* ,C1 C2 是 自 变量 L,Y 的 函数 . 假设 在 TY 平面 的 一 条 
曲线 Y 上 独立 地 指定 了 z( 了 ),z(2)， 即 


z0) = f(s), 2 = f(s), 


其 中 s 表示 从 某 参 照 点 起 的 弧 长 . 求 出 能 沿 曲 线 7 分别 确定 


Hz) Oz 822 8z(2) 
Ox Oy Ox Ov 


的 条 件 , 即 一 个 特征 线 类 型 的 方程 . 


.026 ， 


仿 微 分 方程 


.将 单个 的 二 阶 偏 微 分 方程 


Oz Oz Oz Oz Oz 
人 一 一 一 -一 一 一 -一 ~ 一 -一 
a(z, y) O72 十 b(z, y) OrOvy 十 c(Z， y) Ovy? Fr @ y， 心 ) Or 3 


替换 成 四 个 一 阶 方 程 


2 
Or Ov 
Ou Ou Ov Ov 
一 (一 + 一 -Ff 
a 十 (+ ) cH (X,Y,Z, u,v) 
和 
bu an 
By Dr | 


最 后 的 方程 是 第 一 对 方程 所 必需 的 相 容 性 要 求 ， 证 明 这 方程 组 与 前 面 建立 
的 关于 该 二 阶 偏 微分 方程 的 特征 方程 是 相同 的 。 


. 一 阶 和 二 阶 偏 微分 方程 (2.3),(2.13) 的 平面 特征 曲线 已 由 一 阶 常 微分 方程 所 


确定 , 其 中 YY 是 Z 的 函数 , 且 后 者 的 解 描 出 了 一 个 单 参数 曲线 族 Y = y(z,c). 
这 样 的 族 可 以 有 隐 式 表示 ， 即 


p(X,Yy) 二 c，C 为 任意 常数 ， 


并 且 就 特征 方程 的 相应 形式 提出 了 一 个 问题 . 
证 明 对 (2.3),(2.13) 9 分 别 满足 偏 微分 方程 


a(z, 由 号 十 DZ， 3 = 0 (*) 
或 
a(x,Yy) (有 ¥ ) + 2b{7, y) 2 3 Fe(y, y) (5 BR ) = 0. (**) 
写 出 


y — yr) = p(x, Yy), 
注意 到 它 将 常 微分 方程 的 解 y 一 y(X) 与 偏 微 分 方程 的 解 p(X,y) = 二 0 联系 起 


来, 且 把 FC = 型， 一 1 代入 (+),(**x) 中 , 这 样 从 上 面 的 偏 微分 方程 又 
恢复 成 常 微分 方程 


设 和 1, 入 2 表示 二 次 方程 


aa — 2bA+c=0 
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的 根 , 然后 验证 (**) 代 换 成 一 对 一 阶 偏 微分 方程 


由 此 推出 (如果 和 1 关 和 2) 就 有 与 以 前 观察 到 的 相同 的 两 个 分 离 的 特征 线 族 . 
. 考虑 二 阶 线性 第 系数 偏 微分 方程 
azzz 十 20zzy + Czyy + dzr + ezy + fz = F(x,Yy), 
其 特征 线 属于 两 直线 族 
y— MT=c, Yy—Mr= ce 
之 一 . 这 里 按照 多 项 式 方程 
a 和 A* — 2bA+c=0 


的 根 的 性 质 , 对 和 1, 和 2, 包括 两 不 同 实数 值 , 相等 实数 值 和 共 罗 复 数值 三 种 情 
形 (参照 前 面 ). 引入 由 


E=ar+pBy, n=7Yr+oy (*) 
描述 的 自 变量 的 线性 (或 仿 射 ) 变换 (zx,y) 一 (&,n), 并 找 出 偏 微分 方程 作为 
结果 所 得 的 形式 ; 原 偏 徽 分 方程 和 变换 后 方程 的 特征 线 之 间 有 什么 关系 ?如 
果 (*) 取 特 殊 形 式 

£ 一 1 一 人 1 1 = Y 一 和 人 22， 

即 zx,y 原来 的 特征 组 合 定义 新 的 坐标 变量 时 ,确定 给 定 偏 微分 方程 的 标准 
(或 正规 ) 形式 . 


第 三 章 


含 微分 方程 和 有 关 的 任意 函数 


偏 微分 方程 的 解 可 以 包含 任意 函数 的 特殊 的 例子 揭示 : 偏 微 分 方程 的 解 非 
常 之 多 (对 于 大 多 数 偏 微 分 方程 而 言 , 它们 的 解 远 超过 已 经 实际 确定 的 解 的 个 
数 ). 作为 例子 , 下 面 的 不 包含 z 对 y 的 导数 的 方程 


zz + p(T,Yy)z=0 (3.1) 


是 关于 z 的 一 个 常 微分 方程 , 但 是 与 p(x,y) = 常数 的 常 微分 方程 有 显 着 的 不 同 ， 
即 , 在 它们 的 解 的 表达 式 中 可 以 用 任意 函数 来 替换 任意 积分 常数 , 具体 地 说 , 使 


和 exp (f pc jd 

可 把 (3.1) 重 写 成 

的 于 ( exp ( | | P(2Z ， our ) ) = 0， 
因而 


xz) = f(y) exp 全 / ‘plz jdr } (3.2) 
vy 
用 一 个 任意 函数 f(y) 来 表示 (3.1) 的 解 
以 下 考虑 (名 副 其 实 ) 二 阶 偏 微分 方程 


Oz Oz OZ 
一 一 -一 二 4- 一 十 af 十 一 为 常 3.3 
OroOvy ~ Oz y Dy Qa(l+7xYy)z=0, a 数 (3.3) 
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及 其 变形 
0 /0z ) Oz _0 a 4 
均 ( 守 +oaz ry (+arz) = , 39 . 
由 此 推断 出 一 对 一 阶 方程 
Oz 
By 十 QZZ 一 Ww, (3.5) 
OW 
Bz + yw 一 (3.6) 
按照 (3.2),(3.6) 的 解 由 
w= f(ye “ 


给 出 , 这 样 (3.5) 变 成 


zy 十 azZ2 一 f(y)e ™Y. 
其 积分 因子 是 ex*y, 且 
Bo (se) = fly)elo Ne, 
因此 | 
z(T,Yy)=e {sl + | f(y ee ay | (3.7) 


用 两 个 任意 函数 f,g 表示 (3.3) 的 解 . 我 们 注意 到 , (3.3) 的 顺利 解 出 是 依赖 于 一 
种 特殊 情形 , 即 变 形 (3.4) 不 包含 与 z 成 比例 的 附加 项 . 
特别 地 , 如 果 a = 1, (3.7) 简化 成 


z(T,Yy) =e€ “1g(7)+ f(y)}, (3.8) 


其 中 对 y 的 任意 函数 作 了 明显 的 重新 定义 ; 考虑 到 它 是 线性 的 ; (3.8) 的 每 一 项 
分 别 满足 此 偏 微分 方程 . 单独 考虑 第 一 项 , 微分 后 得 


OZ Oz 
一 一 一 一 一 YU/ 一 一 一 一 
Or YZ 十 人 vy (Z)， Oy 小 之 ， 
且 
Oz -_ sr 一 一 z 十 XUVZ 一 Ce “Yqg'(y) 
roy 一 Br 一 7 2 
由 此 得 出 所 要 求 的 
D2z Oz OZ 
bi 一 一 wo 一 ZHI 
dro + ar ty +t (+ 2y)? ZTYyZ— re “Yq (rT)— TY 


十 Ze “Yqg (rz) — ryz+ (1l+ zxy)z= 0. 


- 30 . 候 微 分 方程 

为 了 从 包含 月 变量 和 因 变 量 的 一 个 关系 式 ( 显 式 或 隐 式 ) 中 消去 任意 庙 数 ， 
然后 得 到 一 个 偶 微 分 方程 , 通常 需要 一 系列 运算 . 作为 例子 , 给 定 隐 式 关 系 式 

z= f(r + +2’), (3.9) 
其 中 f 是 一 元 函数 , 求 导 结果 为 
Oz ， Oz Oz Oz 

其 中 f' 表示 常 导数 (一 元 函数 的 导数 ), 以 上 两 式 相 除 结果 得 出 与 f 无 关 的 关系 
式 


Zz 人 十 ZZzx 
Zy VY + ZZy 


简化 成 (线性 ) 偏 微分 方程 
OZ Oz 


4 5 一 ”By 

一 阶 偏 微 分 方程 与 曲面 族 有 自然 的 联系 且 
某 些 现成 的 例子 值得 注意 . 首先 , 考虑 当 一 条 称 
为 母线 的 曲线 C 绕 一 固定 直线 4B ( 见 图 8) 旋 


转 时 所 形成 的 旋转 曲面 ， 将 直角 坐标 系 zy 
的 原点 放 在 旋转 轴 4B 上 且 注 意 到 母线 上 每 一 7 
点 描绘 出 一 个 贺 了 , 其 中 心 在 4B 上 且 所 在 平 


—0. (3.10) 


面 垂直 于 4B; 而 所 考虑 的 曲面 由 这 样 的 圆 的 
全 体形 成 . 
加 的 方程 为 4 
T YY 7Z 8 
而 此 轴 的 法 平面 是 
QZ 十 [0 十 Az 一 0 (3.12) 


每 一 个 圆 了 是 一 个 法 平面 和 一 个 中 心 在 O 的 球面 的 交 线 , 因此 由 联 立 方程 组 
az+ By+ Mz=0, 7 十 yy 十 2 一 p (3.13) 


所 确定 . 为 了 保证 圆 上 每 一 点 与 一 母线 或 曲线 C 相 接 触 , 三 个 方程 , 即 (3.13) 
加 上 C 的 方程 必须 相 容 , 且 在 消去 z,yz 后 可 以 建立 关系 陈 


F{(o,p)=0 
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或 
0 = f(p). (3.14) 
所 以 , 回顾 (3.13),(3.14), 围绕 直线 (3.11) 的 旋转 曲面 的 一 般 方程 变 成 


Qari+pBy+Az= f(r +y +2), (3.15) 


其 中 f 表示 一 任意 函数 , 在 选取 曲线 C 后 确定 . 
(3.15) 式 对 z 和 yy 分 别 求 偏 导数 , 而 将 z 作为 其 函数 , 得 
Bz OZ 


OZ ， Oz 


以 上 两 式 相 除 消去 f' 表示 为 一 阶 偏 微分 方程 
(Ay 一 pz) 十 (Qz 一 Ma) 守 = Br 一 Qay, z (3.16) 


它 描述 了 旋转 曲面 ， 注意 偏 微分 方程 (3.10) 是 
(3.16) 的 特殊 情形 , 适用 于 旋转 轴 沿 z 方向 . 

本 身 包 含 一 任意 函数 的 一 个 偏 微分 方程 描述 了 
每 个 或 每 一 族 平行 曲面 或 平面 曲线 , 其 中 沿 着 一 个 
特殊 曲面 (或 曲线 ) 的 所 有 点 处 的 法 方向 的 一 个 一 
致 法 位 移 生 成 族 中 另 一 曲面 (或 曲线 ). 为 导出 此 偏 
微分 方程 , 考虑 一 个 曲面 $ 具有 单位 法 向 量 和 该 
法 方 同 的 一 个 无 穷 小 位 移 ( 见 图 9) 


使 点 P 变 成 邻近 点 P'. 如 果 5S 的 方程 是 
P(r) = 0, 
则 


p(T) = (r+ en)= $7r)+en: Ve 
.0 .0 0 
= (7) + En: ( 远 二 + 由 


= P+e {esase + COS 5 了 十 cos hg | 


. 32 ， 偏 微分 方程 


给 出 了 4 的 对 应 近似 , 其 中 a 6, 和 是 n 的 方向 余弦 且 5 % =? 是 向 量 v9 
的 zx,y,z 分 量 : 月 

gr =¢ 
定义 了 这 邻近 的 平行 曲面 . 因 


由 此 推导 出 
“=v (%) + (%) +(¥) 和 


pi + + = f(9), (3.17) 


由 于 参数 的 变化 w - c = Ac 仅 依赖 于 函数 $. 非 线性 偏 微分 方程 (3.17) 有 三 个 
自 变量 , 而 对 平行 平面 曲线 的 对 应 方程 


或 


pz + 82 = f(9) (3.18) 

有 两 个 自 变 量 . 

容易 验证 右边 为 常数 项 时 的 方程 

p+p=1 (3.19) 

有 双 参 数 解 族 
$bT,Yy, 0,B) = VT—o) + 一 有 (3.20) 

或 男 一 个 双 参 数 解 族 

p(T,Y,0,P) =ar+VvVl— aytph, (3.21) 


后 者 的 自 变 量 处 于 分 离 的 项 . 表示 式 (3.20),(3.21) 称 为 偏 微 分 方程 (3.19) 的 完全 
积分 , 已 被 Lagrange ( 拉 格 朗 日 ) 所 证 明 , 可 用 参数 形式 表示 其 通 解 . 这 个 方法 依 
赖 于 对 一 个 参数 (6) 作为 另 一 参数 (a) 的 任意 函数 的 可 容许 表示 


B= f(a) (3.22) 


和 联 立 方程 对 gp 96 
¢ 一 $7, yO, 8), Baw 十 B87 (® 一 0， (3.23) 
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第 二 个 方程 由 第 一 个 方程 对 a 微分 后 得 出 . 这 对 方程 联合 地 刻 划 了 单 参数 曲线 
族 包 络 的 特征 , 提供 了 偏 微分 方程 (3.19) 的 通 解 . 这 样 ，(3.20) 的 完全 积分 具体 
确定 了 一 个 通 解 , 其 几何 解释 是 其 圆心 描绘 一 条 任意 轨迹 的 圆 族 的 包 络 . 

上 述 表 明 偏 微分 方程 的 解 是 多 得 不 可 胜 数 的 , 因此 求 其 解 有 很 大 目 由 , 如 考 
虑 它们 的 初始 指定 条 件 . 


习 起 3 
1. 从 表示 式 
z =z(T,Yy) = 7 f(y/7) 
中 消去 任意 函数 , 求 得 出 的 偏 微分 方程 . 
2. 求 三 阶 信 微分 方程 
Zryy 一 Zrxz = 0 
的 包含 三 个 任意 函数 的 解 
3. 在 表示 式 
z(x,yYy) = f(r)g(Y) 
中 消去 任意 函数 确定 一 个 二 阶 偏 微分 方程 ,再 直接 解 此 方程 
4. 构造 非 齐 次 线性 偏 微 分 方程 
18z 16z 


2 ，，2 

T Ox yOy ~ 3 

5. 对 绕 z 轴 的 旋转 曲面 的 一 阶 偏 微分 方程 , 是 否 可 能 通过 规定 函数 z(Z,y) 党 
7,Yy 平面 的 加 xXx? 十 y? 一 R* 上 的 值 而 确定 它 的 一 个 解 ? 求 满足 条 件 


z(x,0) = e*, TX>0 


的 解 . 
6. 一 个 锥 面 是 由 过 固定 点 (ay B, 入 ) ( 称 为 顶点 ) 的 一 条 无 限 直 线 4B ( 称 为 母 
线 ) 没 给 定 曲线 C ( 称 为 准 线 ) 移动 生成 的 轨迹 曲面 ( 见 图 10). 
设 方程 
r—-a=p(z—N), y-B=o(z—A) 
表示 母线 , 其 中 p,a 是 两 个 (方向 ) 参数 . 保证 母线 与 准 线 之 间 的 接触 , 然后 
建立 以 (Qa, 8, 入 ) 为 顶点 的 锥 面 的 一 般 表 示 式 和 描述 所 有 这 些 曲面 的 一 阶 偶 
微分 方程 


.34 . 


10， 


侦 微 分 方程 


(c, 有 7) 


图 10 


. 指出 偏 微分 方程 


G+ = 
怎样 转换 成 下 式 
2 十 多 三 1 


. 求 出 容许 带 两 个 参数 的 完全 积分 或 解 


02 一 oa) 三 (z 二 有) 


满足 的 偏 微 分 方程 


,考虑 一 个 分 离 型 偏 微 分 方程 


pL, Zz ) 一 Vp{(Y, zy) (*) 
并 设 
p(T,zzr) = ce, YY, Zy) 一 C 
具有 公共 的 任意 常数 c; 记 zz = f(zx,c),zy = 9(y,c), 构造 (*) 的 完全 积分 . 
在 第 8 题 中 的 偏 微分 方程 中 应 用 这 个 方法 
不 相交 曲面 族 $(r) = c 称 为 等 势 面 , 如 果 其 上 有 一 个 正则 调和 函数 凡 ， 即 
Laplace 方程 Wrz 十 Wyy t+ Wzz = 0 的 解 取 (不 同 的 7 ) 常数 值 . 给 定 隐 式 表示 
由 二 f(c) 和 对 外 的 上 述 要 求 , 证 明 将 c 看 成 了 ,pz 的 通 数 时 , 一 族 等 势 面 的 
条 件 有 形式 


2 
Vice _ Czrz + Cyy + Czz 


Ved? Ive 
检验 在 同心 球面 的 情形 这 一 条 件 是 成 立 的 . 


= F(c). 


第 四 章 
含 微分 方程 的 特 解 


偏 微分 方程 有 通 解 的 情形 是 罕见 的 , 例如 , 对 相对 简单 的 常 系数 线性 方程 


DBz2 By 


而 言 , 甚至 不 存在 包罗 一 切 形式 的 解 , 即 通过 特定 任意 函数 可 产生 所 有 其 他 的 解 . 
可 以 得 到 (4.1) 的 显 式 解 的 期 望 是 有 道理 的 , 确实 , 这 些 解 包括 带 有 任意 参数 的 
整 族 解 (所 以 达到 了 高 度 一 般 性 ). 

在 两 个 日 变量 的 情形 , 构造 特 解 作为 两 个 单 变量 函数 的 积 , 即 


(4.1) 


z(x,y) = X(T)Y (y) (4.2) 
在 很 多 情况 下 是 可 行 的 . 把 (4.2) 代入 (4.1) 并 把 结果 写作 
1 dX 1 dr 


IPT 
mr 


X(z) dz2 YY(y) dy 
因为 zx,y 是 日 变量 , 上 式 中 等 式 左右 两 个 部 分 必须 有 一 个 不 依赖 于 x,y 的 公共 
量 , 称 为 A, 它 可 以 是 实数 或 复数 . 这 就 是 说 , 分 别 满足 常 微分 方程 
PX 
QZ“ 


的 两 函数 X(z) 和 了 (yy) 之 积 X(x)Y(y) 表示 (4.1) 的 一 个 解 . 


adY 
—AX=0 一 一 一 人 Ay 一 . 
、 0 (4 3) 


. 36. 偶 微 分 方程 


按照 分 离 常 数 入 的 不 同 选取 , 这 梓 定 义 的 分 离 变 量 解 取 不 同形 式 . 与 入 不 
同 的 可 能 情况 对 应 的 解 是 : 
1. 入 = Q?2 > 0, 为 正 实数 ， 


eur .ey cosh azea % 
2z(Z; 2) = ， 2Zz(Z) 功 一 


2 , 党 
eca7 .eayY sinh wxeca Y. 


2. 入 二 -82 < 0, 为 负 实 数 ， 


. COS Bre-By 
z(T,Y) = 


2 
sin Bzre-A Y. 


3. 入 =0, 
z(x,yYy) = A+t+ Bx. 


4. 入 二 iw,4 > 0, 只 有 正 虚 部 


€ J cos { /Ge + py +5 1 141 
(- 志 ) 


站 Vcos {fs — py ol v2 


所 有 上 面 这 些 解 当 -oo < z,y < ceo 时 都 是 有 限 的 , 虽然 某 些 解 在 |x| 和 /或 
y| 一 00 时 包含 无 界 因 子 , 这 些 因子 在 考虑 要 求 有 界 解 的 问题 中 将 被 除去 . 
考虑 到 偏 微分 方程 (4.1) 的 线性 性 质 , 特 解 


z(x,y,0) 一 cos Bre-B'y 
可 对 任意 参数 6 积分 , 由 此 推出 
w(z,y) = 志 间 cos Bre-8 yd (4.4) 


也 可 能 是 解 , 为 了 保证 这 是 一 个 收敛 的 积分 , 限制 y > 0 是 必要 的 . 对 w 求偶 导 
数 并 分 部 积分 后 得 到 
Ow 


2 
Or Vi 


2 f/f d /eB'y 
一 | sin Dr 6 dl 
I 


| cosBre- tdp = -Hu 
= 一 一 一 cos Bzxe = 一 一 Ww. 
Vy Jo 2Y 


sin Br . Be-3 yd 
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因此 w 满足 一 阶 微分 方程 


~ 十 区 也 一 或 (wer’/%) 一 0， 
日 由 此 
w(z,Yy) = F(y)e-® /名 
带 有 任意 函数 F(y). 这 里 用 x = 0 代入 且 注 意 到 (4.4), 由 此 
w(0W)= 庆 | "48= = Py) 
所 以 
_ 1 /4y 
w!{z, y) 四 Vy 》 1 > 0， (4.5) 


这 正 是 第 一 章 例 2 中 所 讨论 的 函数 , 可 直接 证 明 它 是 (4.1) 的 一 个 解 . 此 外 必须 
注意 w(x,y) 对 变量 x,y, 不 具有 分 离 形 式 , 虽然 它 是 由 这 样 形式 的 浪 数 集成 的 . 
以 下 提出 是 否 存 在 形 如 : 


:cg 要 = 了 (三 ) —o0<X<o00, yy>0 (4.6) 


的 (4.1) 的 特 解 的 问题 , 其 中 FE) 是 其 自 变 量 & 的 可 微 尔 数 . 由 于 
oz ur 1 oz dj/ 1 


ee 
He ii rr ee 


Br det Vy” Or dy 
| Z 了 


Oy dé 
(4.6) 式 满足 (4.1), 只 要 


df 1 lz 8 df Eof _, 
dE2 yy 2y3/2 dt det2 2d€ | 


f 的 这 个 常 微分 方程 有 男 一 种 形式 


-3 ) 4 é 二 Vy 


df &€ df 1. 
+ 二 0 从 而 n= As 十 C1， 


所 以 
: df 1 


2 


dé 


& | ,2 
f(é) = 4| ei ge 4 B, 


. 38 . 偏 微 分 方程 


带 有 一 对 任意 常数 4, B. 
回 到 原来 的 自 变 量 z,y, 显然 有 


rT/2VY » 
z{X,Y) = 4 上 erdu+t+B (4.7) 
0 


刻画 了 偏 微 分 方程 (4.1) 的 一 个 解 . 引入 所 谓 的 误差 函数 


erf(x) = 元 人 er dp, (4.8) 
它 具 有 性 质 
erf(0) = 0, erf(00) = 1, erf(—7x) = ~erf(7z), 


且 考 虑 解 (4.7) 的 一 个 特殊 代表 


5 ) 十 (w+ + ww-)， ” (4.9) 


2VY 
其 中 w+ ,tw 表示 正 的 任意 常数 (例如 说 w > w-). 
按照 误差 函数 的 性 质 , 对 任意 固定 的 y > 
0,w(zx,y) 在 两 极限 值 w_(x = -oo) 和 
w+(z = 十 oo0) 之 间 连 续 地 变化 ; 当 y 取 大 
的 数量 时 ,w 是 渐变 的 , 当 y 取 小 的 数量 时 ， 
11). 此 外 , (4.9) 式 还 预示 当 y 一 0 的 极限 
情况 下 从 w-_ ( 当 x<0) 到 wi ( 当 z>0) 
有 不 连续 的 变化 . 这 种 函数 被 Kelvin ( 开 
尔 文 ), 用 于 根据 测 得 的 地 壳 下 温度 梯度 来 
估计 地 球 的 年 龄 (z 是 从 地 过 起 的 法 向 距 
离 而 y 与 时 间 成 比例 ). 

当 偏 微分 方程 与 连续 介质 力学 问题 的 关系 变 得 清楚 时 , 这 些 方 程 获得 了 非 
常 重要 的 地 位 ; 不 论 是 流体 还 是 膜 或 绷 紧 的 弦 的 运动 , 介质 或 系统 的 状态 是 袍 一 
个 或 几 个 满足 偏 微 分 方程 的 位 置 和 时 间 的 函数 所 支配 的 . 定常 的 , 或 与 时 间 无 关 
的 物理 现象 也 由 偏 微分 方程 描述 , 例如 薄板 平面 上 的 温度 分 布 . 表示 一 物理 定律 
的 有 关 偏 微分 方程 的 形式 不 应 受 坐 标 轴 的 特定 指向 的 影响 这 一 事实 , 对 于 所 述 
的 方程 的 结构 有 确定 的 影 啊 . 

为 盖 明 该 论点 , 考虑 坐标 变换 


ww 人 (Z,2) = (w+ — WwW )erf ( 


xT’ =7rcos9+ysind, y= -rsindi+ycosvd (4.10) 
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这 说 的 是 具有 公共 原点 的 一 对 坐标 轴 (x,y)， 
(z',Y) ( 见 图 12) 和 一 个 任意 的 分 离 角 93. 相 
关 函 数 z 的 一 阶 偏 导数 之 间 的 相互 关系 , 即 


Oz Oz | Oz 
二 COS UY 7 一 sin 
和 0 0 0 
Z Z Z 
-一 Sin 人 一 一 好 一 一 
By sin D7 十 COS By 。 
12 
显然 由 相继 的 微分 式 推 导出 ， 
OZ OZ 
i vvZ 1 
dz(Z ,yy )= Dr dT 十 Bm 
Oz Oz ， 
= = (cosddzr + sin dy) + —— (— sin ddz vd 
D7 (cos Ddz 十 sin dy) 十 Br sin dz + cos Vdy) 
Oz ”Oz ”0z Oz 
一 (es 中 一 sin9 5 ) az 十 (sm V7 十 COS 0 ) dy 
= dz(x,y). 
一 阶 常 系 数 仿 微分 方程 , 3 
Z Z 
一 - 一 4.11 
A + ?3 1 
因此 变 成 3 3 
(Acosd + Bsin®d)S + (~Asind + Beosy)F, 一 0 (4.12) 


且 与 原 方程 有 同样 形式 , 如 果 (4.11) 和 (4.12) 中 各 导数 的 相应 系数 成 比例 , 即 
Acosy+ Bsin9=AA, —Asin9+ Becos9= AB (4.13) 


只 相差 一 个 数字 因子 . 要 使 保持 假设 4, B 关 0 成立, 就 要 求 线性 方程 组 (4.13) 
4, 的 系数 行列 式 为 零 , 即 


(cos9 — A)* +sin29 = 0， 
由 此 得 出 
coOSVY = A, siny=0. 
由 于 上 面 两 方程 对 所 有 不 能 同时 成 立 , 所 以 


Oz Oz 
A + 机/ 0 


. 40 . 偏 微 分 方程 


且 偏 微分 方程 式 (4.11) 关于 坐标 轴 旋 转 的 形式 不 变性 被 排除 . 因此 推断 出 在 用 
空间 坐标 系 描述 的 问题 中 一 阶 偏 微 分 方程 没有 重要 意义 . 相反 地 二 阶 Laplace 方 
程 
Oz Oz 
B77 Byi 
按 (4.10) 经 自 变 量变 换 (xz,y) 一 (xz', wy) 后 保持 同样 形式 , 即 
Oz Oz 
B77 Oy? 


偏 微分 方程 (4.14) 适用 于 均匀 物质 薄板 的 定常 温度 分 布 , 且 另 一 个 二 阶 方程 


(4.14) 


= 0. 


适用 于 平板 沿 z,y 方向 分 别 有 不 相等 的 常 热 传导 系数 的 情形 
在 描述 物理 性 质 的 连续 或 宏观 模型 的 偏 微分 方程 式 中 , 二 维 或 三 维 Laplace 


算 子 
02 92 


2_ — 
Vv = gr + By 


或 

O° O* 0* 

Bi By B22 

的 突出 地 位 容易 追溯 到 基本 的 空间 对 称 性 . 作为 例子 考虑 位 置 函数 g(r) 及 其 沿 
单位 向 量 n 的 方向 导数 , 即 


N+V9= Br 一 -( +b + ) ; 
其 中 a,b,c 是 n 的 方 问 余弦 且 满 足 关系 式 
a*+b +c =1; (4.15) 


此 外 , $ 对 n 的 二 阶 导 数 表 成 


O29 0 0 9 0 9 
Fs (e Bz ty cj)(。 E+ + 


V“ = 


2 4 D D 0 
2 2 2 
= 0 有 +b D3 十 C 5 
O°*¢ et Op 
2bc 
十 “00 By 十 Sac sD 十 Buoz 


因为 a, b,c 的 值 均匀 分 布 于 (-1,1) 的 范围 内 且 平 均值 等 于 零 , 即 


a=b=6=—0, 
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由 此 推断 出 


pe 


(6098/0n) = 0. 
方 问 余弦 的 平方 以 及 交叉 乘积 的 平均 值 (按照 (4.15)) 是 


和 


因此 AAD 2 2 2 

Op 118628 Op 0\ 1 

5 = 了 |( 天 Bo 3 ) = jy? / 
昌 6 的 Laplace 算 子 与 在 任意 点 (z,vy,z) 处 在 所 有 可 能 的 方向 ( 即 沿 过 此 点 的 所 
有 直线 方 同 ) 所 取 的 $ 的 二 阶 导 数 的 平均 值 成 比例 . Laplace 算 子 还 参与 另 一 关 
系 式 , 对 函数 6 的 两 个 值 之 差 , 其 中 一 个 是 具有 无 穷 小 半径 > 的 球面 的 中 心 处 的 
取 值 $, 另 一 个 5 则 定义 为 该 球面 上 所 有 点 的 平均 值 ; 显然 有 


6 
V’¢ = -2(9 — @), 
因而 Laplace 算 子 与 热 问题 有 自然 联系 , 其 中 温度 差 与 热流 量 有 关 . 
习 题 4 
1. 给 定 偏 微 分 方程 


求 分 离 变 量 形 式 的 特 解 和 通 解 . 求 满足 条 件 z(z,0) = sinz 的 解 . 
2. 证 明 含有 参数 入 的 函数 


| _1i 一 Ag 
= 放血 (W fnzj。 ， TX>0 
满足 二 阶 偏 微分 方程 
0 / »0z Oz 
— [x27 Yo 7 
Or Ox OY 


试 判 断 z 能 否 满 足 一 对 条 件 


z(1,y) = 0, z(2,y)=0. 
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SP 


偏 微分 方程 


建立 具有 非 线性 特征 线 的 变 系 数 偏 微分 方程 
Oz Oz 
2 2 加 
5 
的 标准 形式 , 并 证 明 可 以 按照 易于 构造 通 解 的 方式 进行 因 式 分 解 来 完成 . 直 
接 代 入 该 偏 微分 方程 来 验证 其 正确 性 . 求 分 离 变 量 的 解 , 然后 进行 推广 以 再 
次 得 到 已 知 的 结果 . 


. 求 偏 微 分 方程 


的 解 使 得 当 和 ?1 一 co 时 有 堆 极 限 . 


.讨论 在 柱 空 间 坐 标 六 9z 下 三 维 Laplace 方程 即 


G2:¢ 16060 100 8680 

Or? 7 页 r2002 Dz2 
的 乘积 形式 的 解 ,乘积 的 因子 只 是 每 个 坐标 变量 的 函数 , 特别 地 , 求 在 ?= 二 0 
有 界 且 关于 9 以 27 为 周期 的 解 . 


0, 0<r<oo0<&V<27,0&z<o0 


,给 定 四 阶 偏 微 分 方程 


?18 10][0 ,10 ,10 
Dr2 rer rr2082|1 10r2 rer 720D0 


它 与 平面 不 可 压缩 黏 性 流体 运动 有 关 . 证 实 带 有 任意 常数 A, B,C,D 的 形 如 


w=0, 


wr,9) = [Ar?s + Brlnr + Cr + Dr-!|sind 


的 特殊 分 离 变 量 解 的 存在 性 . 


. 考虑 偏 微分 方程 


oo Pw ow 
Br? Oy? Dr 
连同 如 下 页 图 所 示 的 边界 人 条件. 


用 变量 u,v 替换 7,y, 其 中 
C= (wu 和 v”)/2, 4 一 UV, 


是 早先 在 方程 (1.9) 中 所 描述 的 一 个 变换 , 从 而 得 出 该 偏 微 分 方程 的 对 应 形 
式 . 验证 变换 后 的 边界 条 件 是 
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S 

| 

一 

心 

Vv 

| 
一 一 一 -一 ~ 一 一 一 一 3 一 
b= 


且 证 明 单 变量 vv 的 函数 


Ww 二 ; ( 
满足 所 有 的 要 求 . 出 洛 正 实 轴 的 值 是 什么 ? (u,v 变量 的 有 用 性 是 基于 这 样 
的 事实 : 从 变换 关系 式 中 消去 所 得 的 抛物 线 族 中 , 负 实 轴 2=0z<0 对 
应 于 参数 值 4 二 0; 显然 , 所 得 结果 


yy 一 一 2XtU2 十 1 
描述 了 关于 x 轴 对 称 的 抛物 线 族 , 开口 向 左 ， 且 顶点 在 工 = 14212.) 
两 个 自 变 量 的 函数 

2 一 人 2 
wm) -去 | 1 (vy- Fi)e adh, Tr,Yy>0 

在 工 二 0 简化 成 

2 ~ 2 

w(0,y) = 去/ fl(We * dp = fy), 

即 任意 的 一 元 函数 f. 用 关系 式 


一 二 ,d= dy, VY <Y 
4 一 Ty, Ho= ) 一 
4 2Vy —Yy 4(y — Y)3/2 


I 9 
I 禾 WW 
且 证 实在 z>0um 满足 偏 微 分 方程 
O22w Ow 
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10, 


11., 


偏 微 分 方程 


因此 表示 式 (*) 在 > 0 确定 了 ww 作为 该 偏 微分 方程 的 一 个 解 , 取 极 限 
z 一 十 0, 它 有 所 规定 的 形式 f(y). (注意 lime .06-3/2e-1/s = 0). (*) 的 一 种 
变形 包含 以 零 为 下 限 的 类 似 积分 
Tx2 
p{ -io 万 | 7 


人 y eX 
w(x,Y) = ;#4 | fo) 一 72 史 (**) 
当 考 虑 w 的 性 质 时 , 它 与 前 者 (*) 是 不 同 的 , 现在 有 
w(x,0) = 0. 


表示 式 (**) 可 解释 成 沿 一 根 从 zz = 0 扩展 到 zz = oo 的 细 杆 上 的 线性 非 定 
常 热流 ; 即 当 (在 t> 0),(x >0) 处 的 初始 温度 为 零 , 在 端点 (Z=0) 处 以 后 
时 刻 (t > 0) 的 温度 取 指 定 值 f(t) 时 ,w(z,t) 表示 该 杆 在 任意 位 置 x 和 时 刻 
t 的 温度 (不 考虑 材料 参数 和 量 纲 ). 


， 设 要 求解 方程 组 


D2z Oz Oz 
-- 一 -一 一 一 一 - b > 
ro + ar t oa 0,0 二 x,y < 00,a,b 为 常数 


和 
z(0,y) =e "Y, Zz(7x,0)=1; 
引入 关系 式 


> 一 e 一 03 一 DZ d 


UU= QT, v= by, 


然后 评述 其 有 效 性 . 
时 间 t 为 自 变量 的 偏 微分 方程 的 行 波 型 解 具 有 形式 
z = a(T)f V(r) —t), : 

其 中 f 是 一 个 任意 函数 而 一 对 函数 a(7),b(XT) 满足 适当 的 常 微分 方程 . 求 偏 
微分 方程 组 ) 

rr 一 tt T Zr 十 4 一 <tt 
的 这 种 形式 的 解 . 
考虑 非 线性 偏 微 分 方程 


第 四 章 ” 偏 微 分 方程 的 特 解 。 . 45 . 


和 解 山 二 f (ZX 一 尼 ), 它 刻 画 了 一 个 以 党 速度 v 行进 的 波形 式 . 证 明 可 以 得 到 
漳 数 f 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 


第 五 章 
相似 解 


利用 和 目 变 量 的 组 合 而 非 分 离 目 变量 来 进一步 精心 构造 偏 微分 方程 的 特 解 是 
有 好 处 的 ; 在 前 面 的 章节 中 已 经 指出 , 式 子 


: =/ 与 ) y > 0 (5.1) 
与 偏 微分 方程 jy 2 
: Llz] = 一 可 = (5.2) 
是 相 容 的 , 只 要 函数 f 满足 其 自 变 量 为 & = xz/y 的 一 个 常 微分 方程 , 即 
df Ed 
7 十 2 dE = 0, (5.3) 


这 样 就 可 以 有 效 地 减少 一 个 积分 变量 . 
如 果 系 数 或 参数 a(> 0) 在 该 方程 中 出 现 , 例如 


Oz Oz 
By 一 必 有 7 (5.4) 


比 -i 是 无 量 纲 的 , 而 且 这 个 特点 使 得 存在 形 如 


- 击 
z=f (高) (5.5) 
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的 解 似 乎 是 合理 的 . 再 假设 (5.4) 的 一 个 解 通过 条 件 


/ zadr 一 已 


具体 确定 , 从 而 比 
ZVAY 
CG 
也 是 无 量 纲 的 量 . 从 这 两 个 不 同 的 比 之 间 的 隐 式 关系 , 即 
Z2Voag XT \_ 
FU 襄 ) , 
可 推断 出 
/|( 襄 ) 
OC “*\vay/ 
因此 , 
人 
-而 人 高) 
是 解 的 预期 形式 . 
将 最 后 的 式 子 代 入 (5.4), 得 出 一 个 对 了 的 常 微分 方程 , 即 
df Eadf 1 
di tg tad = 
它 可 以 改写 成 jj 
1 
拓 | 拓 + =0 
因此 jy 
ae + 3€f =B 
或 


ee /4f| = Bee/4 
接着 就 得 到 带 有 一 对 任意 常数 4, B 的 完全 确定 的 表示 式 
f(é) = Ae™é / 12/ oie Ma, 
0 


可 直接 证 实 函 数 


0 
2(T 1 三 一 一 exp | 一 一 一 -一 -一 exp 1 一 一 1 一 一 
77 4cy/ ay Jo 4 \ay 


.47 . 


(5.6) 


.48 . 偏 微分 方程 


满足 偏 微 分 方程 (5.4). 这 里 第 一 项 的 男 一 个 变形 


1 0 T 
z(x,yY) = ovV"™As-et (高 ) ， 
等 同 于 (5.4) 的 一 个 已 知 解 的 导数 . 

从 常 微分 方程 的 解 得 到 偏 微 分 方程 解 的 一 个 系统 的 方法 是 要 考虑 使 偏 微分 
方程 形式 不 改变 (或 不 变量 ) 的 自 变 量 / 因 变量 的 特殊 变换 ; 且 类 似 不 变量 的 变 
量 的 特殊 组 合 的 应 用 能 把 该 偏 微 分 方程 转换 成 一 个 常 微分 方程 ,就 偏 微分 方程 
(5.4) 而 言 , 考虑 变换 


r=éer yy = ey, 2 = ez, (5.7) 


它 描述 各 变量 的 缩小 或 伸 长 ; 参数 (> 0) 对 (5.7) 的 所 有 关系 式 是 同样 的 , 而 
B,7Y,6 是 可 自由 处 置 的 . 由 于 


Oz — LT OZ 
Oy! DY/ 
和 和 } 2 2 
Oz _ sp802 0% _ 3-280% 
. Ox! Or 07x? Dz2 
得 出 , 如 果 
20 = 7, (5.8) 
有 


Oz OZ! Oz Oz 
/ 5-702Z ,6-280% _ ,5-7 
Llz "| Qe 5 二 Llz|. 


By "B72 “ Oy 
所 以 对 联合 变换 (5.7) 不 论 5 取 何 值 , 只 要 (5.8) 成 立 , 偏 微 分 方程 (5.4) 就 
保持 不 变 ; 特别 地 , 选取 6 = 1,Y = 2 且 注 意 到 比 


X ET 工 


Vay \V GeE27/ Vay 
也 是 一 个 不 变量 . 由 显 式 常 微分 方程 决定 的 单个 自 变 量 6 = - 书 的 函数 构成 该 
偏 微分 方程 的 一 个 解 . 


以 下 考虑 变 系数 偏 微分 方程 
oz ao 1/ .0z Oz 20z 
By € ) 医 2 这 |， Z>0Q>0 (5.9 
且 注 意 相互 关系 
2 D22z/ Oz! 
i= + | -ez 加 
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只 要 

0 一 了 = 三 0 一 20， 
这 要 求 y = a6 且 6 为 任意 的 ; 变换 参数 8, ,6 遵从 这 些 规定 , 该 但 微分 方程 的 
不 变性 就 得 以 实现 . 


选取 这 一 组 三 个 数 
从 而 对 应 的 变换 
T=er, Y=eEY, 2 = 
有 不 同 的 不 变量 
2 
而 
可 以 假设 最 后 两 个 量 之 间 是 有 联系 的 , 即 
_ Z » 7 
zy /2=f (二 或 z= (各) . (5.10) 
且 当 f 满足 常 微分 方程 
df [2 Ed 5 Zz 
+ 高 可 


时 , (5.10) 就 有 资格 成 为 (5.9) 的 一 个 解 z(x,y). 在 6 = -3 的 特殊 情形 , (5.11) 的 
一 个 可 证 实 的 解 


f(€) =e /4 
通过 (5.10) 导出 偏 微 分 方程 (5.9) 的 一 个 解 , 即 
2 
z(x,yY) = rn exp -六 ， X,Y > 0, : (5.12) 
且 对 y 的 任何 值 有 性 质 
CO 1 cc _ 2 
| rz(x, Ydz = mn | 0“e ”do = 2VT. (5.13) 


显 式 (5.12) 和 性 质 (5.13) 揭示 了 对 不 同 的 y 值 作为 z(0 < x < %) 的 函数 
z(x,y) 的 轮廓 线 中 的 相似 性 ; 当 y 小 时 , 在 xz = 0 的 邻 域 存在 狭 宕 的 轮廓 线 , 且 
当 y 增 大 时 轮廓 线 逐 渐变 宽 , 在 x = 0 处 达到 的 极 大 值 有 一 个 下 降 . 这 样 的 特征 
正 是 所 谓 的 偏 微分 方程 相似 解 的 一 般 特 征 , 而 不 变量 x/ Yay 称 为 相似 变量 . 
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与 量 纲 、 对 称 性 、 变 换 和 不 变性 的 密切 关系 构成 寻求 非 线 性 偏 微分 方程 相 
似 性 解 的 基础 . 以 下 给 出 一 个 例子 , 考虑 一 阶 方程 
Oz Oz 


和 单 参 数 变 换 
2 =e* (r+1)—1,y =e(y+1)—1, z= ez, (5.15) 
它 由 两 个 不 变量 
y+) (y+1) 
x1 z+1l1 i 
?一 y' 十 1 y+1 
刻画 
令 
v= f(é) (5.16) 
或 2 
(wg) = Wt DF 
且 将 后 面 的 式 子 代 入 偏 微分 方程 (5.14) 中 , 得 到 f 的 一 个 非 线 性 常 微分 方程 , 即 
df df 
f+ 2 一 § fi = 0. (5.17) 
引入 另 一 变量 , 即 
7 = In(y 十 1), 
且 三 元 组 


£=é(Yy,7), 17=n(Y), P= (2,y) 
关于 由 (5.15) 定义 的 变换 (zx,y,z) 一 (x',yy,z') 有 特殊 地 位 ; 这 样 
=E,N 一 站 十 6 从 = 


上 且 只 有 变量 w 按 相 加 形式 改变 . 容易 得 到 用 变量 (€,n, w(t,n)) 来 表示 该 偏 微 分 
方程 的 对 应 形式 ; 由 于 


2 一切 十 人 十 了 


| 

Oy Ot Oy On Oy 
y+lov 1 ov ow ,ov 
-+G@+D| 2 守 + 
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和 | 

Oz Ovo von| (y+1) ov 

dr D | 英 划 + 太史 | 一- 导 信 区 
| Bz 0 By Ow By 

Z 2 Ov Ow% .2,0% 
所 以 该 偏 微 分 方程 受 欢迎 的 变形 是 
OW Ov OW 加 
2 (5.18) 


而 且 由 于 7 不 明显 地 出 现 , 所 以 仅 依 赖 于 & 的 解 的 存在 性 变 得 显然 ; 记 = (8)， 
由 (5.18) 导出 的 f 的 常 微 分 方程 与 前 面 给 出 的 (5.17) 相同 . 
方程 组 (5.15) 定义 一 个 单 参数 (e) 变换 群 , 其 无 穷 小 (e 一 0) 表示 式 


T’ 一 2 十 2e(z 十 1 十 ofe)， 
y =Y+e(y+1)+o(e’), (5.19) 


Zz’ =z++€z+o(e’) 


包含 对 恒 等 变 换 的 小 的 校正 . 按 群 论语 言 , 坐标 6,n, 少 只 不 过 是 描述 群 作用 的 典 
范 坐标 , 即 现在 情形 中 的 一 个 平移 . 基于 给 定 群 的 无 穷 小 表示 , 为 决定 典范 坐标 
从 而 推动 构造 相似 解 的 明确 定义 的 程序 是 可 用 的 

在 流体 流 过 平板 的 经 典 分 析 中 , 就 会 产生 相似 解 : 设 z 轴 位 于 平板 的 前 沿 而 
半 直 线 x > 0,y = 0 等 同 于 在 (z,g 平面 上 平板 的 迹 @. 现在 要 详细 说 明 具 有 多 
速 和 在 垂直 于 前 沿 方向 上 (或 平行 于 迹 的 方向 , 见 图 13) 出 现 的 定常 流 如 何 
由 于 平板 的 存在 而 受到 影响 . 如 果 流 体 黏 性 和 平板 厚度 两 者 忽略 不 计 , 则 在 到 达 
流 上 无 效应 ; 然而 , 只 要 有 (即使 稍 许 的 ) 黏 性 就 会 导致 切 向 流速 在 固定 平板 处 必 
须 为 零 (假定 的 平板 的 不 可 入 性 , 从 而 在 所 有 情形 都 迫使 法 向 速度 为 零 ), 因而 平 
板 使 均匀 流动 模式 发 生 畸 变 . 特别 地 , 流 的 接近 平板 的 那些 部 分 由 前 沿 通过 后 经 
历 速度 的 立即 减 小 , 而 这 种 在 所 谓 的 边界 层 内 的 减速 当 与 前 沿 的 法 向 距离 增加 
时 继续 扩展 到 远离 平板 的 地 方 . 如 图 13 所 示 , 平行 于 平板 的 速度 分 量 的 轮廓 线 
在 任 一 对 下 流 位 置 处 , 除了 沿 模 截 (或 纵 轴 ) 方向 相对 伸 长 外 是 相似 的 ， | 

如 果 wv 分 别 表示 z,y 方向 的 速度 分 量 , 且 ” 是 夭 性 参数 , 在 现在 情况 下 不 
可 压缩 流体 的 定常 态 方程 组 包括 


(5.20) 


” @ 平 板 是 垂直 于 > - y 平面 穿 过 正 x 轴 放 置 的 . ”校注 
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各 


Ou Dr 


其 中 第 二 个 方程 称 为 连续 性 方程 , 反映 了 在 非 均 匀 流 中 局 部 质量 守恒 . 考虑 到 统 
过 平板 时 流动 模式 的 明显 对 称 性 ,只 需 考虑 y > 0 的 区 域 , 还 有 对 (5.20),(5.21) 
的 合适 边界 条 件 


入 一 六 一 有 2 一 0 十 ， > 0, 


(5.22) 
UU, ym 
就 足够 了 . 
4 的 相似 性 表达 式 是 
3 
这 里 
€ = 
且 长 度 6 作为 x 的 函数 是 衡量 边界 层 厚度 的 尺度 ; 因此 这 里 只 需 引用 一 个 估计 
就 足够 了 ， , 
yx! 
5~ (FF) 
然后 写 出 : 
8 动 
"7 
观察 到 连续 性 方程 (5.21) 可 以 满足 . 
因此 y 去 
p= | wiv= DVR) 
0 Q | 
其 中 
1 = 安 
而 
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直接 微分 得 出 
Gu 6 (vo 虹 )-= 1 y (© “qd2F 
ar Or\ dj) 2 2) dé2 
Ou © dr U dF 
| RE)- vr dé? 
Ou U2 dSF 
Oy? vr dé3 
日 
ow 1 /Crv UydF 
“TT ar 9D (€) 27 dc， 
将 最 后 的 表示 式 代 入 (5.20) 后 , 获得 对 FF(&) 的 党 微分 方程 , 即 
dF dF _0 
di dE 
且 由 (5.22) 推出 合适 的 边界 条 件 是 
dF 
r= dé 一 0， & = U， 
dF 


.53. 


(5.23) 


FF 的 这 些 方程 站 先 由 Blasius 于 1908 年 建立 ， 他 接着 成 功 地 估计 了 解 的 级 数 


形式 
F(E€) = co + e1€ + 


中 的 系数 co; 现在 , 数值 分 析 能 很 轻易 地 提供 很 高 的 精确 度 . 


习 题 5 
1 讨论 偏 微分 方程 
D2v Ou 
一 一 一 一 (一 一- 
Ox Oy? 


的 变换 , 它 由 自 变 量变 换 (X,Yy) 一 《7 


化 
= 了 7 一 ]ny，2>D0O 


得 出 ; 且 求 用 相似 变量 上 =Z/y 表示 的 解 . 


*。 日 4 ， 


偏 微 分 方程 


: 证 明 依 微分 方程 


Ou Ou 
5 By (1) 


u(x,y) = (2) 


的 解 , 且 断 定 这 可 以 用 变量 (7,9) 改写 〈i) 后 简单 地 找到 ,其 中 (7,3) 由 


有 形 如 


T=rcosy, y=7sind 


u(z,y)= ZT"f (2) 


的 解 , 如 果 f 满足 常 微分 方程 


确定 . 验证 (i) 有 形 如 


(1 二 5 人 + 和 TYO-DT=0 6= 了， 
在 7Y=1 的 情形 , /和 的 显 式 是 什么 ? 
,考虑 变 系数 偏 微分 方程 
Ou Ou lOOu 4 


=v 二- sl, t>0rv>0 i 
ot “ Or2 + ror 7? “ 2) 


和 所 有 变量 的 伸缩 变换 , 即 


r 一 Eayr， 才 二 ect v= ey 


证 明 : 如 果 
b= 20， 任意 ， 
Bu’ 18uw ww 
_ yl | -Bb 
He]= BW “| B77 一 Or’ rr?2 = Llu. 
证 明 : 指定 无 重 纲 量 
fA 

ya 

作为 相似 变量 是 正确 的 , 且 记 
4 = f(é), 


当 了 满足 常 微分 方程 


+ + 3 -ef = 人) 


时 , Llu] = 0. 


如 果 采 纳 表 达 式 | 
也 一 一 人 
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作为 (i) 的 一 个 解 , 推导 出 必须 满足 的 常 微分 方程 为 


dF 1 lV adF 
和 +- 和 =0 


且 注 意 (与 (这 对 照 ) (证 ) 中 不 包含 本身 的 项 . 证 明 


F(E£) = ciexp[~é*/4+c2 


c 六 
u(r,t) = > 1 一 exp -未 ) 


(i) 的 解 (iv) 在 7 二 0 保持 有 限 . 
检验 


和 


Or ror 


Tr 
9 V0 (io 
Ot roOr "Or 


0 = wt = QE) 
与 (v) 相 容 , 只 要 0 满足 常 微分 方程 


CU 


满足 偏 微分 方程 


dé? 


给 定 (vi) 的 一 个 特 解 


£ 2 


与 前 面 (iv) 中 的 以 是 相 容 的 . 


按照 (iv), 当 t 一 0,ru 一 Cc (例如 说 ,Cc 是 固定 的 ) 由 此 


量 纲 量 , 且 可 以 假设 


uv vit ~ 7 
6 -了 


2 ] 人 
+ (t+o=0 


» 


相似 解 


uvVut 


C 


(ii 


(iv) 


(Vi 


是 一 个 无 
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偏 微 分 方程 


电 
或 


_ 方 i( 语 ) 
Vvt” \vrt) 
如 果 以 表示 偏 微分 方程 (i) 的 一 个 解 , 那么 满足 什么 方程 ? 
. 证 明 非 线性 偏 微分 方程 
Oz OZ _p 
By "Br (i) 
有 隐 式 通 解 
z= f(r — zy), ( 订 


其 中 FE) 是 单 变量 的 任意 可 徽 函 数 . 关于 重 岗 的 考虑 提示 它 有 一 个 相似 


解 

:=P(z)， (ii 
显 式 地 描述 后 者 , 且 断 定 当 f(&) = 6 且 2 六 工时 与 从 (ii) 得 到 的 那个 解 是 
一 致 的 . 


. 为 了 分 析 重 力作 用 下 吉 性 流体 薄膜 在 一 斜面 下 降 的 运动 , 可 推导 出 一 个 一 阶 


偏 微分 方程 . 设 7 轴 沿 着 一 均匀 倾斜 的 方向 , Y 轴 方 向 为 其 法 向 (如 草图 所 


示 ), 且 当选 取 二 维 描述 时 用 h(x,t) 表示 薄膜 的 厚度 . 在 薄膜 的 近似 表示 中 ， 
使 ~ 之 1, 有关 的 偏 微分 方程 成 为 


oh Sin ,Oh , 

ot y h Fz = 1 
其 中 重力 常数 g9、 流 体 夭 性 v 和 斜面 倾斜 角 名 作为 参数 . 证 明 非 线性 偏 微 
分 方程 (i) 有 形 为 

p=/ (a ~ sr pet) | (i) 


的 通 解 . 求 满 足 初 始 条 件 


h(x,0)=azx, 0O0<7z<L,a>0 (iii) 
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的 特 解 , 且 由 此 导出 渐 近 轮廓 曲线 ， 
1/2 x\ 1/2 
nnd [a (PD) = 
它 有 相似 性 形式 . 通过 直接 研究 典型 相似 解 


h(x,t) = cr t 


米 证 实 上 面 的 (iv) 式 .. 
. 给 定 偏 微分 方程 


以 及 规定 条 件 | 
=A, y=0,.>0, 
z= PB, 3 一 00, 
z= BbB, z=0, 
定义 函数 » 
2 一 
f= /1(6) = Hs 
这 里 


然后 证 明 当 f 满足 常 微分 方程 


df 2 中 _ 
7 


时 z 满足 (让 . 验证 表示 式 
5 
Fe = Ci + Cs 上 exp[_o3]do 
0 
且 确 定 Ci, Ca 的 值 使 得 能 推出 (i)-(iv) 要 求 的 
f(0)=1, Joco) = 0. 


(iv) 


(Vv) 


(ii) 


(iii) 


(iv) 
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7. 考虑 偏 微分 方程 
Ou Ou 


且 在 端点 Z=0 具有 指定 的 性 状 , 即 
u(0 昌 二 DolL+atel，t> 0 (ii) 
验证 形 如 
u = Uol[l + at” FS (iii) 
的 相似 解 满 足 (i),(ii, 其 中 
化 . 
€ 一 2V/ 了 (iv) 
且 f 由 常 微分 方程 : 
: df df 
得 到 , 并 假设 取 规 定 值 
f(0)= 1. 


验证 在 8 二 0 情形 下 (v) 的 通 解 表 示 是 
f(€) = Cierté + Co, 
且 给 出 满足 要 求 
u(0,t) = Vo(l1 + a), +t>0, 
u(x,t | 0) = Uo, rT>0 
的 特 解 . 在 86 = 二 一 1/2 和 (Vv) 的 通 解 表 成 
2 也 8 2 
f(€) = C1e-é + Cae- | edA 
0 
的 情况 下 对 应 的 4 的 细节 是 什么 ? 
8. 偏 微 分 方程 
et “Or Ox 


与 分 析 (一 维 , 具有 单个 位 置 坐 标 了 情况 下 的 ) 热传导 (假设 有 一 个 非 线 性 
热流 量 ) 和 渗流 (有 关 和 气流 通过 多 孔 介 质 ) 的 某 些 模型 有 关 . 考 启 (i) 的 当 
t= 二 0 时 除了 原点 工 =0 的 紧 接 邻 域外 都 为 零 且 服从 积分 关系 式 


/ Wdz = Q@ (@ 为 常数 ) Gi) 


dd | "去 ) ft > 0 一 oo <Z< oo (i) 
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的 解 . 参照 (i 可 以 确认 自 变 量 、 因 变量 和 一 参数 的 无 量 岗 组 合 , 即 
kt Vkt 


xW” 和 —— WW" (iii) 
其 次 援引 ( 记 ), 证 明 
和 
€ = x(Q" Rt) =H (V) 


是 无 量 纲 量 . 由 (证 ),(iv) 提示 , 证 明 (i) 有 一 个 形 为 


W = 的 f(é), (VW) 
的 解 , 其 中 f 满足 常 微 分 方程 
(n+ 三 A + 和 +f=0. (vii) 
(vii) 的 合适 解 是 一 个 偶 通 数 
帮 = f(-é&), 


且 | 一 00 时 其 极限 值 为 零 ; 进一步 证 明 在 利用 (Vv),(vi) 后 就 可 以 从 (ii) 得 
到 规范 化 积分 


| sd=1 Cvii 
对 n 二 十 1, 一 1, 检验 特 解 
ce2 £2 
fF(E) = 1 £2)/6, |é| < oo, 


0, [a > C， 


f(é) 


一 B+ —00 <£< Oo 

的 正确 性 , 其 中 c 表示 一 个 积分 常数 ; 且 应 用 (viii) 确定 c 的 对 应 值 . 值得 注 
意 的 是 : 第 一 个 解 (n = 1) 在 无 量 纲 变量 上 的 一 个 限定 范围 内 异 于 零 ， 同时 
位 置 变 量 z 的 相伴 范围 当时 间 变 量 t+ 增加 时 稳定 地 加 宽 , 由 (V) 导出 给 定 的 
联系 

T= 二 常数 .41/3. 
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分 别 对 n= 二 土 ] 情况 , 导出 显 式 解 


1/@? 1/3 [ fo\ 2/3 ， 
W (7,t) = | 全 9 —T (kt) | < (9Qkt/2) /3 


0， 1z| > (9Qkt/2)13 
kt 
(27kt)? 十 (@z)2 
注意 当 上 一 0, 函数 W(z,t) 的 剖面 曲线 相对 于 x 二 0 的 位 置 变 得 较 狭 窜 , 这 

正好 符合 假设 的 要 求 ; 证 实 不 论 t> 0) 的 值 如 何 有 积分 性 质 


W (zx,t) = 28° 一 co < 之 TX < oo， 


|_wa=@. 


设 a,B 表示 一 对 常数 (8 > 0), 再 证 明 命 题 : 如 果 W(x,t) 表示 偏 微分 方程 
(i) 的 一 个 解 ， 则 
(So?) M/W(az, Bt) 


也 是 一 个 解 . 


偏 微分 方程 解 中 任意 函数 的 出 现 必然 产生 解 的 各 种 差异 , 考虑 到 几乎 不 知 
道 这 些 解 的 详情 , 在 大 多 数 问题 中 惯常 的 目标 是 找 满足 合适 的 和 确定 的 条 件 ( 例 
如 在 空间 的 边界 处 和 某 固定 时 刻 ) 的 那些 解 . 要 求 这 些 条 件 可 以 确定 唯一 的 解 是 
自然 的 要 求 ; 而 且 还 有 更 进一步 的 考虑 , 即 这 些 条 件 的 大 小 或 量 的 微小 改变 在 解 
本 身 也 带 来 相应 地 小 的 改变 . 法 国 数学 家 Hadamard (阿达 马 , 1850 一 1945) 强调 
后 一 方面 , 当 解 不 连续 地 依赖 于 原始 数据 变化 时 , 称 此 问题 是 不 适 定 的 或 提 得 不 
正确 的 . 

不 适 定 问题 的 经 典 例子 涉及 两 个 变量 的 Laplace 方程 


+0 —o0<T<o0,y>0, (6.1) 
沿 x 轴 或 半 平 面 y > 0 的 边界 处 满足 一 对 边界 条 件 , 即 
z(x,0) = 0, Te = ~ cosnz, 一 co < Z < co. (6.2) 
这 里 切 题 的 解 | 
z(x,y) = 3 sinh ny cos nz, (6.3) 


当 参 数 n 趋 于 无 穷 大 时 其 数据 , 在 y = 0 处 > 和 这 的 指定 值 趋 于 零 , 而 解 
z(z,y) 的 值 却 在 无 限 增 大 的 范围 内 振荡 .该 偏 微分 方程 的 零 解 或 平凡 解 确 实 与 
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z 轴 上 > 与 其 法 向 (或 yy 方向 ) 导数 处 处 取 零 值 一 致 ; 这 样 一 来 , (6.3) 的 非 平凡 
解 对 原 数 据 的 连续 依赖 性 的 要 求 就 不 满足 了 , 因此 由 (6.1),(6.2) 规定 的 问题 就 是 
一 个 提 得 不 正确 的 问题 . 沿 zx 轴 给 一 个 单独 的 边界 条 件 且 当 y 一 oo 的 极限 下 男 
加 一 个 条 件 足 以 恢复 连续 依赖 性 的 要 求 ; 如 果 认 为 函数 z 表示 定常 热 分 布 , 上 面 


的 论述 表明 在 半 平 面 的 边界 上 温度 (z) 和 热流 量 ( 计 ) 不 能 同时 指定 . 在 适 定 
问题 中 已 知 这 两 个 量 之 一 就 可 确定 另 一 个 . 
第 二 个 不 适 定 问 题 与 方程 


= —00<T<o0,Yy>0 (6.4) 
和 
z(T,0)}=1, ~o0<X<o0 (6.5) 
有 关 , 它 有 非 平 凡 解 
z(7,Yy) = 1; 
满足 规定 条 件 ) 
z(7X,0)= 二 1 十 73 COSNT, 一 90 < 2 < oo, (6.6) 


尽管 当 n 取 很 大 时 (6.6) 与 (6.5) 相差 微小 , 这 个 解 , 即 
z(x,y) 一 工 十 cos miTen Y, (6.7) 


在 n 一 oo(y > 0) 的 极限 情形 下 包含 一 无 界 因子 en" Y, 因而 不 显示 对 原 数据 的 连 
如 果 偏 微分 方程 (6.4) 换 成 一 个 右边 系数 有 不 同 符 号 的 方程 , 即 


D2z Oz 
满足 前 面条 件 (6.6) 的 解 
z(T,Yy)=1+ 本 COS me Y, (6.9) 


在 n 一 oo 的 极限 情形 , 对 所 有 y > 0, 一 致 地 趋 于 值 1, 因而 (6.8),(6.6) 定义 了 一 
个 适 定 问 题 . 以 上 两 问题 之 间 的 不 同 在 热传导 或 热 扩 散 情 况 下 来 理解 就 很 清楚 ， 
其 中 z 作为 温度 的 度量 而 y 作为 时 间 变 量 ; 这 两 个 问题 都 假定 沿 zx 轴 有 个 初始 
的 (y = 0) 温度 分 布 , 而 它们 的 不 同 之 处 在 于 一 个 (基于 (6.8)) 能 令 人 满意 地 预 
报 随后 (y > 0) 的 温度 , 而 另 一 个 (基于 (6.4)) 与 以 前 的 (y < 0) 温度 有 关 , 这 在 
物理 上 是 不 确切 的 和 难以 描述 的 . 
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解 对 原始 数据 的 小 改变 缺乏 正则 性 可 能 反映 用 偏 微分 方程 建立 模型 的 实际 
现象 的 不 稳定 性 , 因而 提示 用 另 一 偶 微 分 方程 来 进一步 前 明 其 潜在 原因 . 当 把 解 
是 否 有 连续 依赖 性 与 边 值 条 件 式 子 中 的 数据 、 偶 微分 方程 的 系数 和 参数 及 问题 
本 身 的 几何 方面 联系 起 来 时 , 会 存在 与 不 同学 科 (数学 、 物 理学 、 工 程 、 生 物 学 ) 
有 关 的 所 有 各 种 各 样 不 适 定 问题 就 变 得 很 容易 理解 了 . 非 线性 偶 微 分 方程 解 的 
混沌 或 非 正 则 性 态 近 年 来 已 有 丰富 的 文献 记述 , 它们 突出 地 展示 了 与 这 种 方程 
有 关 的 问题 的 奥妙 之 处 . 


习 题 6 
1. 下 述 问题 
Oz _ Oz 一 oo 之 TT<o0,y>0 
Dz2 Owy2 | 4 
zz 0 一 0 22t 0 一 工 cosnz 一 co < < oo 
Ov Nn 
是 否 适 定 ? 
2. 求 偏 微分 方程 
Ow Ow 
一 和 十 一 二 二 0 
Or Ovy* 
在 半 无 限 带 形 区 域 
0<zX<%0, 0<vy<h 
内 满足 条 件 


O 1 
w(0,y) = 0, FW(0,Y) = ~ cos — n=1,2,...:.,0<y<h 


和 
元 ul 0) 一 0， 于 =0, xX>0 
的 解 相 对 于 数据 或 施加 的 边界 条 件 解 如 何 变 化 ? 
3. 在 圆 了 = 已 的 外 部 区 域 解 偏 微分 方程 
09 106 12 
Or2? rer r?206%2 
在 该 贺 上 给 定 两 个 和 要求 


=~0, 7r> R,0<n < 27n, 


pb(R,V) =0, 0<Y< 27， 
0 


] 
2 一 ~ COS TY, n= 1,2,.. 


- 64 . 偏 微 分 方程 


且 决 定 该 解 是 否 显示 对 原 数 据 的 连续 依赖 性 . 讨论 类 似 的 内 部 问题 , 这 里 
Ox<r<R, O09 < 27n, 


边界 条 件 分 别 是 
pb(R,Y)=0 


nm 
—9(R,V) = — OHV<27 
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依赖 于 常 微分 方程 且 在 两 个 目 变 量 情形 有 容易 的 几何 描述 的 一 阶 候 微 分 方 
程 的 分 析 , 是 全 面 和 精确 的 . 而 且 , 为 处 理 各 种 线性 、 拟 线性 和 非 线性 典型 问题 ， 
这 种 分 析 提 供 了 清晰 的 榜样 . 

在 介绍 系统 的 方法 之 前 , 值得 指出 的 是 用 一 阶 常 微分 方程 改写 线性 偏 微 分 
方程 


Oz Oz 
a(Z， y) a + bz y)B + C(x,Yy)z = g(x,Y) (7.1) 


的 一 种 形式 方法 , 这 种 方法 一 定 会 增加 求解 的 希望 ; 这 样 做 的 方法 涉及 把 一 个 自 
变量 , 例如 说 y 表 为 男 一 目 变 量 z 的 函数 的 一 个 函数 z(x,y(x)) 的 导数 的 表示 式 
d Oz dy oz 
2(T, YL) -57 dr Ov 

关于 (7.1), 如 果 y 是 由 为 一 个 常 微分 方程 
dy _ blz,y) 


dr a(lx,y) (72) 
给 出 的 z 的 函数 , 则 由 (7.1) 推导 出 
alz,W) + elz,Y)z = g(7,W) (7.3) 


这 样 , 偏 微分 方程 (7.1) 实际 上 就 是 沿 着 从 (7.2) 求 得 的 平面 曲线 族 的 一 个 常 微 
分 方程 , (7.3) 是 确定 特征 迹 线 的 方程 (回顾 (2.12)), 而 特征 迹 线 在 证 明 (7.1 的 


,66 ， 侦 微 分 方程 


解 的 存在 性 中 起 决定 作用 , 援引 (7.2) 和 关系 式 
d ds d 
dr dxdsi 
这 里 
d dy \” 
ds = Vv (dr)? + (dy)? 和 7 二 4/1 十 (EY) ; 
使 得 用 沿 一 条 迹 线 的 弧 长 s 可 将 (7.1) 重 写 成 


d 
Q2 十 02— 十 cz 一 9. (7.4) 


如 果 在 一 条 迹 线 的 非 奇 异 点 (a 关 0) 处 z 的 值 被 指定 , 则 常 微分 方程 (7.3) 在 该 
迹 线 的 其 他 处 唯一 确定 了 z; 因此 , 设 有 一 条 曲线 7, 过 ?7 的 每 一 版 有 单独 一 条 
迹 线 通过 , 沿 曲线 7 指定 了 z 的 值 , 则 由 那些 与 7 相交 的 迹 线 所 和 窗 部 的 xz,y 平 
面 的 整个 区 域 上 都 可 以 确定 z ( 见 图 14). 


迹 线 
图 14 15 
作为 例子 , 考虑 侦 微 分 方程 
Oz OZ 
且 带 有 条 件 
z(0,y) =1+y, 1l1<y<%, (7.6) 


当 迹 线 已 知 时 , 就 在 z,y 平面 的 一 个 区 域 中 精确 地 确定 一 个 解 . 迹 线 方程 (7.2) 
有 表达 式 
dy/dz = 27, 
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且 描 出 了 一 族 抛物 线 ( 见 图 15) 


y 一 22 十 c， -oo < c < oo0: 


(7.7) 
因此 在 每 一 条 抛物 线 上 (7.5) 简化 成 党 微分 方程 


dz/dr =y= 7 +e 
且 合 适 的 解 是 


] 
2 二 a7 十 czZ 十 f(c), 


(7.8) 
这 里 f 表示 一 个 任意 函数 , 它 随 不 同 的 迹 线 而 不 同 
加 条 件 (7.6) 以 确定 f, 即 


z(0,y) = f(y) =1+y, 


1 < 2 << 2， 
因此 该 解 (在 阴影 区 域 D 中 ) 在 两 抛物 线 


y 二 xX* 二 1 和 yy=2Z 十 2 


之 间 . 参数 c 现在 可 从 关系 式 (7.7),(7.8) 消去 , 用 了 刚才 找到 的 /的 特殊 形式 
后 , 满足 所 有 上 述 要 求 的 特 解 化 成 


z(x,y) = 5 十 (一 22)7 十 11 二 (一 2 
9 (7.9) 
一 2 一 aT 十 2 一 27 YHY 十 二 (x,y) ED. 
如 果 在 y 轴 上 关于 z 的 信息 扩展 到 1 < vy <2 这 范围 之 外 , 则 可 以 在 z,y 平面 
上 更 大 的 区 域 中 确定 该 依 微 分 方程 的 解 . 
继续 讨论 偶 微 分 方程 (7.5), 现在 提出 要 求 摘 述 两 个 解 z1,z2 使 得 


z1(0, y) =Yy’,0 < < co, z2(Z,0) 一 Z2,0 <T< CO; 


这 样 由 (7.7),(7.8) 推出 通 解 为 


zz 由 二 3 az 二 ao) (7.10) 
当 f(y) = 访 ,y > 0 时 在 vy 轴 上 取 规 定 值 且 / 


ZTY) = T+ Yr) Yr) ,yy>r ,0<7T<%. 
(7.10) 的 等 价 形式 


1 
z(x,yY) = 37 +(y—7z)r+ g(r 一切 


68 . 偏 微分 方程 


当 还 未 明确 给 出 的 函数 g 使 得 
g(x*) = 2 十 S73 rT>0 
时 , 满足 沿 正 x 轴 的 边界 条 件 , 因此 
(zy) = 73+ 人 一 zz 上 (2 一切 
二 (2 -111302，y<2zZ20<z<oo， 
(注意 ; 如 果 选 取 通 解 的 原来 形式 (7.10), 函数 f 在 其 自 变量 的 负 值 上 被 确定 , 这 
样 找 到 的 该 偏 微分 方程 最 终 的 解 与 上 述 的 解 是 完全 一 样 的 .) 
zi 和 zz 的 公共 部 分 , 即 3 + (yz2yz 满足 非 齐 次 偏 微分 方程 (7.5), 而 剩 
下 部 分 
Z1(T,Y) 一 区 一 7 
和 2 
Zz2(X,Y) = XT 一 3 十 了 ( 一 0)373? 


是 对 应 齐 次 侦 微 分 方程 


的 解 . z 和 z。 两 者 在 它们 各 自 且 互补 的 区 域内 , 即 在 第 一 象限 中 抛物 线 y = 2 
上 面 和 下 面 , 是 z,y 的 连续 函数 , 且 沿 此 抛物 线 它们 取 同 样 的 值 


3 一 


1 
Zz1 (x, LT<) = aT z2 (x, 1”). 


已 面 0 O 0 Oz 
Br Br By 天 By 在 vy 二 2 
就 导出 结论 : 偏 微分 方程 (7.5) 的 一 个 连续 合成 解 的 一 阶 偏 导 数 沿 特征 曲线 y = 
z2 产生 间断 (不 连续 性 ), 间断 在 其 他 例子 中 可 能 是 显然 的 特征 . 
特征 迹 线 在 将 偏 微 分 方程 用 一 个 较 简 单 的 常 微分 方程 来 代替 中 起 着 关键 作 


用 , 这 在 自 变 量变 换 中 也 能 体会 到 . 设 变换 (zx,y) 一 (&,n), 这 里 
é = é(7,Yy), 7 = n(x,Y); 


则 (7.1) 中 包含 的 > 对 z,y 的 偏 导数 的 那些 项 转换 成 对 ,7 的 偏 导 数 的 项 , 即 


OZ Oz OE OE \ Oz On OnNN Oz . 
一 Tb 芝 =1c 一 +5 全 | 二 pt) 7.11 
naz + "By Ge 一 pe ) 7 Ge Dy ) Bn (7.11) 


第 七 章 ”一 阶 线性 偏 微分 方程 的 一 些 预备 知识 .69. 


而 且 , 如 果 迹 线 方程 dy /dz = ya 的 解 是 一 族 曲 线 E(x,y) = c, 也 就 是 说 


3 0O€ , | O€ dyoét\ dr/ 0 
区 如 十 守 四 = 如 (其 + 到 下 oa Br oy 


包含 9z/65 的 项 从 (7.11) 的 右 端 消失 , 因此 变换 后 的 微分 方程 本 质 上 是 一 个 常 
微分 方程 . 特殊 的 变换 
¢ =é€(7,Yy), N=7 (于 天 0 


Ov 
将 (7.1) 直接 变 成 (7.3) 的 形式 . 


习 题 7 
1. 依靠 特征 迹 线 族 , 求 偏 微 分 方程 
Oz 


Oz 
(z+) + =2z 


满足 条 件 
z(—1,y) = Vy, y>0 
的 特 解 . 这 个 解 在 什么 区 域 上 成 立 ? 
2. 给 定常 系数 齐 次 偏 微分 方程 
Qo 十 bo = C2， (*) 


自 变量 (7,y) 用 另外 的 变量 (&,m) 代 换 , 使 得 
€ 一 了 cosy 十 2Sin ty 


7 = —X Sind + Yeosvd, 


且 选 取 参 数 3 使 之 简化 所 得 的 偏 微分 方程 .直接 积分 所 得 方程 并 论证 这 样 
从 (*) 推导 出 的 这 种 解法 的 一 般 性 . 证 明 这 个 解 和 用 特征 迹 线 法 找 出 的 解 之 
间 的 等 价 性 . 


3， 讨论 偏 微 分 方程 


带 有 不 同 规定 条 件 
Zi(0,y) =y, y>0 和 zolz;0) = 一 ez，Z>0 


的 解 2 和 z2 之 间 的 联系 . 与 本 书 中 所 讨论 的 一 对 解 作 对 比 . 


.70 . 仿 微 分 方程 


4. 解 偏 微分 方程 / 
0z 0 1 
yar “By 
服从 人 条件 
z(0,y)=e Y, y>0 
且 精 确 作 出 解 成 立 的 区 域 . 用 由 工 =7rcos 和 Y= 二 7sin0 定义 的 极 坐 标 7,4 
未 表示 这 个 解 ， 且 计算 当 一 0 时 z(r,g) 和 5 两 者 的 极限 . 评述 这 些 极限 


对 于 角 变 量 的 变化 情况 . 
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两 个 自 变 量 的 一 阶 线性 偏 微 分 万 程 


现在 有 需要 来 说 明 求 解 一 阶 线性 偏 微分 方程 的 更 具 概括 性 的 观点 和 方法 并 
且 提 出 处 理 更 复杂 的 ( 拟 线性 、 非 线性 ) 方程 的 类 似 方法 . 开始 之 前 , 回顾 一 阶 
常 微分 方程 有 关 性 质 是 合适 的 , 常 微分 方程 
一 f(z,y) (8.D) 
将 平面 上 每 一 个 点 (z,y) 与 有 确定 斜率 的 线 元 联系 起 来 , 而 且 任 一 曲线 上 每 一 点 
处 的 切线 与 此 局 部 线 元 有 相同 的 方向 , 则 该 曲线 表示 一 个 解 
两 个 自 变量 的 线性 偏 微分 方程 


a y) FE + hlsY) Be = cw, (8.2) 


的 解 有 特别 简单 的 几何 解释 , 即 函 数 z = z(x,y) 使 (8.2) 按 (z,y) 成 为 恒等式 , 且 
在 三 维 (xz,y,z) 空间 描 出 蝎 面 首先 在 任意 上 后 P(x,y,z) 定义 一 个 线 元 PP', 它 
在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 a(z, 四 ,bz 四 cz, 四, 则 包含 线 元 PP' 的 直线 工 


由 方程 组 
Xx 了 上 一 YY LOL 一 :2 


QZ a(z,Y) ~ b(x,y) y) Cc(ZX, Y) 
确定 ,其 中 X,Y,2Z 是 直线 上 的 动 坐标 ( 见 图 16)， 其 次 , 注意 到 给 定 曲 面 z = 
z(z,y) 在 一 点 P(xz,y,z) 处 的 志平 面 的 方程 为 


ze (EE) 0 (E) on Ba 


(8.3) 


‘72. 偏 微 分 方程 


这 里 X,Y, 2Z 表示 该 切 平 面 上 的 动 坐标 . 偏 
微分 方程 本 身 只 是 使 z 关于 z,y 的 俩 导数 
联系 起 来 , 并 不 确定 过 P 的 一 个 唯一 的 平 
面 ; 虽然 与 常 微分 方程 (8.1) 相 联 系 的 解 曲 
线 在 固定 一 点 (x,y) 后 是 唯一 确定 的 , 单个 
的 则 面 或 偏 微分 方程 (8.2) 的 解 不 能 由 选取 
位 于 该 曲面 上 的 (x,y,z) 空间 中 的 一 个 点 
确定 . 
如 果 方 向 线 元 PP' 位 于 P 点 的 切 平 16 

面 上 且 辣 样 的 坐标 出 现 于 (8.3),(8.4), 消去 

它们 就 精确 地 得 到 给 定 的 偏 微 分 方程 ; 或 者 , 由 于 该 偏 微分 方程 意味 着 方 同 场 问 
量 (a,bc) 与 曲面 


F(T,Yy, 2) 一 z(T,Y) 一 2 一 (0 
的 单位 法 回 量 


Zr Zy 一 | 
[和 z2+22+1 万 二 | 
的 标量 积 为 零 , 由 此 得 出 向 量 (a,b,c) 与 解 曲面 总 相 切 . 
因此 , 其 切线 与 该 偏 微分 方程 的 系数 ,bc 所 确定 的 同 量 位 于 同一 方向 的 那 
些 空间 曲线 与 该 微分 方程 的 分 析 有 直接 的 重大 关系 , 它们 称 为 该 偏 微分 方程 的 
特征 线 , 而 它们 在 xz,y 平面 上 的 投影 是 前 面 确定 和 用 到 的 特征 迹 线 . 特征 线 服从 


方程 组 
dz dy dz 


oy) bd) zy) (9.5) 
或 记 dt 为 公共 比 , 即 各 自 看 合 的 方程 组 
d d 
ogy), Y=b(,W), =e(ry) (8.6) 


其 中 + 表示 参 变量 .一 族 特 征 线 生 成 一 个 解 曲面 , 参见 图 17, 反之 , 每 一 解 曲面 
或 积分 曲面 由 特征 线 构成 或 生成 ; 注意 由 方程 组 


dz day 
at 一 a{(x,Y), at 一 六 y) 


在 t 二 0 有 初始 值 zo,wo 求解 得 到 的 函数 z = z(z(t),y(t)), 考虑 到 该 偏 微分 方程 


有 导数 
dt Brdt Odt por OQ 9 
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图 17 


确实 如 方程 组 (8.6) 的 第 三 个 方程 所 要 求 的 那样 . 该 偏 微分 方程 的 积分 能 够 通过 
对 特征 线 的 党 微分 方程 组 (8.6) 的 求解 而 得 到 

现 用 一 个 特殊 例子 来 阐明 用 第 七 章 中 描述 的 方法 来 得 到 偏 微 分 方程 的 解 , 这 
依赖 于 非 参 数 化 的 特征 迹 线 , 另外 不 同 地 也 用 包括 空间 中 参数 化 的 特征 线 来 求 
解 , 考虑 方程 
二 一 十 rz = 27y, (8.7) 


连带 条 件 : 解 曲面 包含 圆周 zz + y? = 2,z = 1. 在 迹 曲 线 上 重 写 (8.7) 成 常 微分 
方程 形式 1 于 
Z 
yr = ry 或 7 7, 
而 迹 曲 线 由 另 一 常 微分 方程 dy /dz = z/y 给 出 , 它们 属于 曲线 族 


y -2 =o (8.8) 
积分 前 面 的 关于 z 的 方程 得 到 
z= 7 + f(o), 
因此 
z =z(T,Yy) = 7 + f(y 7°) (8.9) 


表示 (8.7) 的 通 解 . 由 加 在 解 上 的 条 件 就 可 以 确定 任意 函数 f, 即 
1 二 2 十 f(2(1 一 2))， 或 f(2(1 -7x2))=1- 2， 
且 由 此 可 知 单 自 变量 函数 f(&) 是 
f(€) = 5€ (8.10) 


. 74 . 俩 微分 方程 


代入 (8.9) 中 , 即 得 特 解 


z= 22 二 (2 2) 一 es + ), (8.11) 
且 可 直接 验证 其 正确 性 . 
其 次 , 对 特征 曲线 的 前 两 个 方程 即 
dz dy 
= ?7， J = 7 (8.12) 


构造 其 线性 组 合 , 发 现 
d d 
T+Y) = T+Y, (LY) = (ry 
因此 , 如 果 在 t=0 时 z= zo,y = yo, 则 
十 4 一 (zo 十 yo)e ， Ty 二 (zo V0)e 一 ， (8.13) 


于 是 特征 线 方程 组 (8.6) 的 第 三 个 方程 变 成 


dz 1 1 
—9 _ 二 2 一 2 
7 = 27Y 5 (T+Y) 5 (T y) 


1 1 _ 
一 5 (70 十 go) e 一 5 (TO 一 yo) e 全 


积分 后 得 到 表示 式 
z(t) = T(z0 + yo)?2e* 二 了 (zo 一 0)2e- 
十 Z0 一 (zo 十 yo)” 一 7(z0 一 yo) (8.14) 
它 满足 初始 条 件 : t = 0 时 z = zo， 最 后 的 表示 式 与 方程 组 (8.13) 相 加 、 减 后 
得 到 : 
T(t) = ; (20 十 yo)e 十 (70 — yo)e (8.15) 
y(t) = 5 (zo + yo)e! 一 3(zo — bo)e™, 


提供 了 特征 曲线 的 单 参数 ( 表示 .(8.13) 中 的 关系 式 相 乘 后 消去 t, 这 样 就 证 明 
了 特征 迹 线 方程 


-r=%—70 (8.16) 


: 与 (8.8) 一 致 
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借助 于 (8.13) 从 (8.14) 消去 参数 t, 得 到 
z(X,Yy) = 人 十 从“ 十 (7 一 y)* 十 zo 一 > (7 + yo) (8.17) 
1 
且 可 证 明 这 些 积分 曲面 是 绕 z 轴 的 旋转 抛物 面 , 彼此 不 同 的 是 沿 z 轴 的 一 个 平 
移 . 满足 za =1lz+ 妇 = 2 的 点 处 的 特征 线 位 于 解 曲 面 要 求 通过 的 圆 上 , 按 
(8.17) 此 解 曲面 有 方程 
z(X,Y) = > (2 +y), 


它 和 (8.11) 一 致 . 
关系 式 (8.16) 和 (8.17) 定义 了 带 两 个 参数 


2 


a = 如一 20 
和 
b=2%0— (2 + 6) 
的 特征 线 族 ， 如 果 假设 其 中 一 个 参数 是 另 一 个 参数 的 任意 函数 即 
万 一 fla), 
则 把 这 些 代 入 (8.17) 后 得 到 的 
z= (r+) + -28) = 3 +t) + fy? 2) 
1 
= x ?+ f(y — 7 ) 


就 确定 了 该 偏 微分 方程 的 通 解 ， 
偏 微分 方程 (8.2) 的 基本 初 值 问题 是 关于 包含 空间 曲线 工 : 


T= zo0(s), Yy = yo(s), 2 = z0(s) 
的 一 个 积分 曲面 或 解 的 存在 样式 , 这 里 参数 表示 式 
t= x0(s), Y = yo(s) 


确定 一 条 光滑 平面 曲线 y (具有 连续 可 微 的 x,y) 且 z(s) 的 值 即 zo(s) 也 就 被 确 
定 了 ( 见 图 18). 基于 不 等 式 


a(zo(s), yo(s)) Se ~ bzo(s), yo(s)) Te #0, (8.18) 


偏 微分 方程 


一 个 确定 的 回答 把 曲线 7 从 迹 线 族 中 排除 且 肯 定 了 存在 定义 在 初始 曲线 的 某 个 
邻 域内 且 和 规定 条 件 
z(Zo(s), yo(s)) = zo(s)， 在 Y 上 (8.19) 


完全 一 致 的 唯一 解 z(x,y). 


乙 


xX 一 xo(S) y=yo(s) 


图 18 图 19 


其 证 明 依赖 于 对 常 微分 方程 的 一 个 定理 , 此 定理 保证 有 唯一 的 一 族 特征 线 
或 方程 组 (8.6) 的 解 


Z 一 IT(Zo;yo,t = rx(s,t), 
y 一 y (Xo, yo, t) 一 y(s, t), (8.20) 


“4 二 2z(Z0， yo,t) 一 z{s, t), 
满足 初始 条 位 
rl(s, 0) 一 xo(s), y(s, 0) = yo(s), 2(3， 0) = zo(s), 


这 里 参数 值 t = 0 对 应 于 一 条 特征 线 和 包含 z 的 给 定 值 的 空间 曲线 工 之 间 的 接 
触 点 ( 见 图 19). 

由 于 (8.18) 成 立 , 方程 组 (8.20) 的 前 两 个 方程 用 x,y (邻近 前 面 提 到 的 空间 
曲线 ) 来 决定 参 变 量 s,t, 而 第 三 个 方程 提供 了 所 提问 题 的 解 


z= Zz(s(r,Yy),t(z,y)). 


显然 上 面 的 表示 式 满足 在 上 = 0 的 初始 条 件 (8.19); 此 外 , 利用 特征 方程 组 和 表 
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示 式 s = s(x,y) 及 t=t(z,y) 对 t 微分 的 结果 后 ， 


(| 
DZ Oy 0Osor OtoOrx OsoOy Ot ov 
Oz / Os Os Oz Ot Ot 
=- 守 (oE+0 字 )+ 守 (0 总 +5 了 3 ) 
-名 (如 昭和 虹 1 2 ( 问 归 + 瑞生) 
Os \Ordt Ovdt Ot \ordt Ov dt 


ozd dd , 

Os dt Ot dt at | 
因此 , 函数 z(s(zx,y),t(zx,y)) 满足 该 偶 微 分 方程 , 而 且 是 与 给 定 初 始 条 件 一 致 的 
唯一 解 ; 后 一 论断 的 证 明 依 赖 于 以 下 事实 : 具有 一 个 点 在 积分 曲面 上 的 一 条 特征 
曲线 完全 位 于 该 曲面 上 . 因此 , 与 初始 曲线 相交 于 某 点 的 第 二 个 解 z 的 特征 曲 

线 必定 也 位 于 第 一 个 解 z 的 积分 曲面 上 , 也 就 是 说 函数 z 和 z* 是 同一 个 . 

为 了 在 特定 例子 中 冰 明 参 变量 s,t 的 用 处 , 再 次 考虑 偏 微分 方程 (8.7) 和 在 

73 十 刀 = 2 上 的 条 件 zo = 1 以 确定 一 个 解 . 记 


zo = V2cosd, yo = V2sind, 0 < < 27， (8.21) 


这 里 角 举 标 3 是 参 变量 (以 前 称 为 s), 且 注 意 到 由 (8.13) 知 (zo 十 yo) = V2(cos9+ 
sin 9), (Xo — Yo) = V2(cos 人 一 sin 人 ) 


(zt +Yy) = V2(cosd + sind)et 
(T—Yy)= V2(cosd — sin de: 
所 以 


(T+Y)* = 2(cosd + sind)?e2t, 


8.22 
(7 —Yy)? = 2(cosy — sin 9)2e-2, (8.22) 


代入 (8.14) 得 
z = i(z + 9)? + 7(z ~)?+ 


1 ] 
20 一 4(cosd + sin 9)* — A (Cos 一 sin 人) 


T2 二 + 2(cos?2 9 + sin 9) 
= 一 一 十 而 一 一 一 一 一 
2 2 
因为 za 上 + 一 2 cos2 9 十 sin 多) 时 zo 二 1, 所 以 有 
0 0 


(8.23) 


z+ 


?= 一 (8.24) 


. 78 . 偏 微 分 方程 


与 前 面 的 (8.11) 一 致 
一 般 一 阶 线 性 偏 微 分 方程 组 (7.1) 


a + b(n) + cz = ge 
的 特征 方程 组 
TF =a(0y), Y=be), SP +sW)z=9m) (8.25) 
中 只 有 第 三 个 方程 不 同 于 以 前 的 形式 (适用 于 该 偏 微 分 方程 中 z 项 的 系数 为 零 
的 情况 ) 初始 值 规定 在 (z,y, z) 空间 中 不 同 于 满足 上 述 方程 组 的 曲线 的 任意 曲 
线 上 , 而 参 变量 s,t 继续 起 有 用 的 作用 . 有 关 这 种 情形 的 某 些 详细 演算 是 值得 做 
的 ; 例如 考虑 方程 
92 | 0 | ,1 (8.26) 
且 首先 规定 
20 一 sin“ s 在 直线 7Z0 一 5S,V0o 三 AZ0 一 和 AAS， 一 oo 人 S<< oo 上 . (8.27) 


方程 组 (8.25) 的 积分 是 


T=t+zr0=t+s, 
y=t+yo=t+As, (8.28) 


z=1+(20—1l)e :=1— Cos” Se 一 


且 特 征 迹 线 是 一 族 斜 率 为 1 的 直线 , 即 


y—7X=y— zo = (A—1)s. 


接 看 确定 
5 一 人- (8.29 ) 
和 
:=z YT MY M1 (8.30) 


入 -1 入 -1， 
这 里 被 排除 的 值 = 1 明显 地 从 迹 线 族 的 成 员 中 去 掉 了 在 其 上 给 定数 据 的 那 条 
直线 . 因此 方程 组 (8.28) 的 最 后 一 个 式 子 和 (8.29) 一 起 , 推导 出 


_,， .2/2X—Y yy— 7 和 
2 一 工 一 CoOS (4 ) eo ( 一 人 )， (8.31) 
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这 是 zx,y 平面 上 问题 (8.26) 的 解 . 使 得 (8.31) 和 该 偏 微 分 方程 的 通 解 
z=1+ f(r— ye ” 
一 致 是 容易 的 , 只 要 注意 到 


yy 一 Z 入 YY- 一 Z+ZL 一 AZ 一 Y 
1 一 入 1 一 入 一 1 


因而 


可 以 找到 偏 微 分 方程 (8.26) 的 另 一 个 解 , 沿 单位 圆 z3 + 好 = 1 这 个 解 满足 对 z 
规定 的 变化 , 即 


0=sing (ro = cosy,vyo = sinV,0 < < 27) (8.32) 
且 % 是 与 初始 曲线 有 关 的 参 变 量 ( 见 图 20). 


特征 方程 组 
T=t+cosyv, 4 一 十 sin 他 (8.33) 


了 
pA 
i 1 NA’ 
z 一 4 一 cosy 一 sin 人 = 2cos (V+7), WW x 


因而 PP 
9 一 -7 + cos-! (2 ) (8.34) 
由 于 图 20 
Cos = — - 让 sco (2 ) = 二 工人 (一 
与 (8.34) 成 对 的 方程 取 形 式 
t= TY VI (ey) (8.35) 
由 于 
sin v = -2 2 一 (Z 一切”， 
该 问题 所 要 求 的 解 是 


2 一 1 一 (1 一 sino)e 一 


-1-|1+z= > “一 ;V3 (re- +iV2-(r-y)? (8.36) 


.80 . 偏 微 分 方程 


且 适 用 于 区 域 y - z| < V5 内 , 以 迹 线 yz = 和 V3 为 边界 . 可 注意 到 了 和 于 
两 者 在 点 畜 ,- 二 ) z (二 蕊 ) 无 界 , 在 这 两 点 解 的 限定 圆 的 切线 与 局 部 
特征 迹 线 是 平行 的 . 当 这 两 个 导数 相 加 时 , 奇 性 正好 抵消 , 因而 在 这 两 点 处 事实 
上 满足 该 偏 微分 方程 

对 于 把 有 关 的 解 和 其 他 的 解 流 形 区 别 开 来 的 给 定数 据 的 空间 曲线 或 支 集 作 
几 个 注解 是 合宜 的 . 设 自 变量 zx,y 分 别 表示 位 置 坐标 和 时 间 , 而 因 变 量 或 函数 
z(x,y) 是 某 物 理 量 的 密度 或 浓度 . 则 空间 曲线 x = 0,y = s,z = f(s) 显示 在 一 固 
定点 (z = 0) 浓度 随时 间 变 化 的 信息 . 由 x = syy = 0,z = f(s) 参数 地 定义 的 另 
一 曲线 把 初始 的 浓度 分 布 与 固定 点 x = 0 的 距离 关联 起 来 

总 而 言 之 , 线性 偏 微分 方程 


QZ VY ) zz 十 blz, V) 2g 一 ctDZ， y) 
的 积分 问题 (其 目的 在 于 确定 积分 曲面 ) 和 特征 曲线 方程 组 


TE ay) OY =n) Y= (ey) (8.37) 
的 积分 问题 是 等 价 的 : 即 特征 曲线 的 每 一 个 单 参数 族 生成 偏 微 分 方程 的 一 个 积 
分 曲面; 反之 , 每 一 个 积分 曲面 是 由 特征 曲线 的 一 个 单 参数 族 张 成 的 由 于 常生 、 
分 方程 组 (8.37) 把 + 换 成 t+ 常数 后 保持 不 变 , 三 个 相伴 的 积分 常数 中 的 一 个 在 
解 中 的 作用 是 不 重要 的 (或 只 是 附加 的 )， 该 方程 组 中 前 两 个 方程 可 分 开 求 解 且 
它们 决定 一 个 单 参数 平面 曲线 族 , 即 特征 迹 线 族 (z,y) = cl, 它们 不 依赖 于 该 人 
微分 方程 的 解 >; 那些 在 z,y 平面 上 投影 成 迹 线 的 曲线 构成 对 应 的 空间 特征 线 
族 , 特别 地 , 对 齐 次 偏 微 分 方程 


azz + bzy =0 


空间 特征 曲线 族 是 由 迹 线 沿 z 方向 平行 移动 得 到 的 , 且 该 偏 微 分 方程 的 通 解 由 
三 个 关系 式 


é(T,Y) = cl， (8.38) 
之 二 C92 


和 
c2 = cl 
组 成 . CT 和 C2 之 间 的 联系 可 以 是 一 个 隐 函 数 ， 即 f(c1,c2) 二 0, 或 用 参数 式 表示 


C1 一 ci(t), C2 二 c2(t). 
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消去 参数 Cl;C2 后 ， 该 通 解 具有 形式 


或 
P(Eé(z, 2 z) = 0. 


如 朱 要 求 确定 通过 一 给 定 空间 曲线 z = zxo(s),y = yo(s),z = zo(s) 的 积分 曲面 ， 
关系 式 


é(zo(s), yo(s)) = cl， 2z0(s) = c2 
用 s 来 确定 cl 和 cs, 然后 一 对 关系 式 
E(x,Yy)=c1(s), z= c2(s) 


一 旦 消去 s 后 就 产生 该 偏 微 分 方程 受 欢 迎 的 解 


Br,y,z) = 0. 
对 偏 微分 方程 
09s ,az _ 
“5 Oy 
特殊 表示 式 


ET,Y) = +y 


是 合适 的 , 为 了 找 包 含 直 线 
0 一 3， 0 一 SS 0 三 8 


的 解 . 即 绕 z 轴 的 旋转 积分 曲面 , 有 大 的 关系 式 是 


连同 


一 起 就 得 到 锥 面 形式 的 解 


. 82 ， 偏 微分 方程 


习 明 8 
1， 求 偏 微 分 方程 
ror ?py 


的 通 解 , 随后 验证 这 个 解 . 
2. 求 描述 锥 面 的 仿 微 分 方程 


CS A 》 


OT Oy 
的 通 解 . 
3. 求 满足 偏 微分 方程 2 3, 
(2 十 VY ) 十 22 可 一 ZZ 
且 通 过 曲线 
Z 一 al 及 十 和 = 
的 曲面 . 


4. 解 仿 微 分 方程 
( Fo) + zp) 2 
Br Oy 
5。 用 仿 微 分 方程 
9 | 9z _， 
: Yar | "By “Y 
的 通 解 去 确定 满足 条 件 


z 二 yy 在 加 xz*+y = 二 1 上 


的 特 解 , 并 和 包含 运用 参 变 量 的 本 书 中 分 析 作 比较 . 
6. 由 方程 / 


P(r,y,2) =0, 
给 出 的 曲面 的 法 向 量 的 分 量 与 
: oF 9F OF 
pr Oy Oz 


成 比例 ; 因此 由 方程 


G(T, Yy, 2) = f(x,y)—z=0 
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描述 的 另 一 曲面 ,其 法 线 方 向 与 具有 分 量 


of 0f | 
Or Ov 
的 向 量 相 同 , 如 果 
of oF ,Of OF , Of OF _,) 
Or Or OyOy OzOz 
则 正 交 于 第 一 个 曲面 . 因此 求 与 给 定 的 一 族 曲 面 (X,Yy,z) 二 Cc 的 成 员 成 正 
交 形 式 的 一 族 曲 面 中 的 那些 曲面 z = f(X,y) 的 问题 要 求解 一 阶 偏 微分 方程 
OF Oz Faz BF 


err OOy Oz 


找 出 通过 直线 Y= 二 7X,z = 二 a 且 与 球面 I“ 十 WV 十 z* 二 bz 正 交 的 那些 划 面 . 


第 九 草 
一 阶 非 线 性 仿 做 分 方程 


考虑 到 处 理 两 自 变 量 一 阶 线性 偏 微 分 方程 的 包括 特征 (空间 和 平面 的 ) 曲线 
法 在 内 的 分 析 和 几何 方法 的 有 效 结合 , 这 就 暗示 了 处 理 非 线性 偏 微 分 方程 的 类 
似 的 方法 . 回忆 以 往 对 常 微分 方程 的 经 验 , 非 线 性 是 通过 解 的 奇 点 展示 出 来 的 ， 
奇 点 的 位 置 受 初始 条 件 改 变 的 影响 , 奇 点 的 存在 性 从 方程 本 喘 看 不 是 明显 的 , 非 
线性 偏 微分 方程 解 的 类 似 性 状 是 可 以 预见 到 的 . 仅仅 数据 形式 的 改变 (例如 从 增 
函数 改 为 减 函数 ) 就 可 导致 由 相交 特征 迹 线 或 其 中 没有 迹 线 出 现 的 平面 区 域 作 
为 特征 的 非 线性 方程 的 解 的 很 不 同 的 性 状 . 现 有 的 关于 非 线 性 偏 微 分 方程 的 文 
献 极 多 , 这 里 只 试图 作 一 个 适度 的 概述 . 
为 了 领会 与 偏 微分 方程 的 非 线 性 相 联系 的 一 些 新 的 特 氮 , 一 个 可 用 物理 名 
词 解释 的 用 作 模 型 的 问题 证 明 是 有 启发 性 的 . 因此 考虑 沿 一 条 道路 的 直线 段 上 
无 超车 的 单 向 车 流 , 且 假 设 取 代 个 别 车 辆 的 离散 集合 , 车 流 可 用 连续 分 布 来 模拟 . 
设 p(z,t) 表示 在 位 置 x 和 时 刻 上 时 道路 上 每 单位 长 度 中 的 车 数 , 且 v(x,t) 表示 一 
辆 车 的 局 部 速度 ; 则 流量 , 即 单位 时 间 内 通过 一 固定 点 的 车 辆 数 等 于 j(z, = pv. 
在 时 间 dt 内 进入 或 离开 (z,z+dz) 段 的 流量 之 差 显然 必须 等 于 在 段 内 车 数 的 改 
变量 , 即 
Op 
j(z,t)dt — ij(r + dz,t) = Brdr dat 


或 当 dz 一 0 时 的 极限 情况 : 
HD0. | (9.1) 
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如 果 每 个 驾驶 员 按 照 附 近 的 车 流 密度 改变 其 速度 , 则 


v = v(p) 

且 

j= pv = J(p). (9.2) 
从 (9.1),(9.2) 消去 ;, 所 得 偏 微 分 方程 

0 + 1'(p) 2 =0, J(p)= (9.3) 

是 拟 线性 的 . 党 系数 线性 方程 

Op Op 

HD 十 “Ar 一 有 
有 通 解 

p= f(r— et). 


按照 这 个 解 , 当时 间 t 推进 时 , 量 p 沿 zx 轴 正 向 以 速度 c 传播 ; 而 且 这 表示 最 
简单 的 具有 不 变 波形 的 单 向 波 运 动 ( 见 图 21). 相反 地 , 非 线 性 方程 (9.3), 其 中 
J'(p) 起 着 变速 作用 , 容许 有 十 分 不 同 的 传播 特性 . 

在 车 流 方面 , 当 vw = 0 且 车 辆 是 停滞 不 动 的 (具有 停滞 密度 p*) 或 者 p = 0 
时 , J = 0; 而 且 在 0 < p < p* 范围 内 满足 2J/dp? <0 的 函数 J(p) 图 形 ( 见 图 
22) 有 适当 的 限定 值 , 尽管 对 小 的 p 值 它 不 是 一 个 准确 表示 . 对 J(p) 表明 的 变 
化 遵循 一 个 速度 对 密度 的 形 如 


"=e(1-£) 
p 


的 关系 式 , 其 中 常数 c 有 速度 的 量 纲 . 


J(p) 
z 
/\ /\ | 
图 21 图 22 


考虑 偏 微分 方程 (9.3) 的 一 个 特殊 形式 


二 十 2 一 一 (9.4) 


. 86 . 偏 微分 方程 


这 里 变量 z,y 的 选取 意 在 要 减少 任何 与 车流 问题 的 直接 联系 ; 奶 随 对 类似 线性 
偏 微 分 方程 所 用 的 方法 , 引入 特征 方程 组 


dz dy dz 


ar 一 之 ， pri l, a 一 0, z (9.5) 
此 外 假设 当 
yo 三 
种 
X03 
时 满足 初始 条 件 
zo = f(s), ~o00<s<o. (9.6) 


方程 组 (9.5) 的 第 三 个 方程 将 涵 2 沿 特征 线 是 常数 , 连同 由 初始 条 件 (9.6) 得 到 
的 加 在 后 者 上 的 各 个 规定 , 即 


z(t, s) = f(s); (9.7) 
且 (9.5) 的 其 他 方程 蕴含 


T(t,s) =tf(s)+ zo = tf(s)+s, (9.8) 
y(t, s) = +t. 


从 特征 迹 线 方程 组 消去 参数 后 , 其 结果 
T=Yyf(s)+s (9.9) 
或 


”f(s) 
描述 一 族 变 斜率 直线 ; 因此 , 这 族 迹 线 不 是 像 线 性 偏 微分 方程 那样 , 仅仅 由 偶 微 
he 的 系数 函数 决定 , 迹 线 的 图 式 是 受 选取 特 解 的 初始 条 件 直接 影响 的 . 接 
照 (9.9), 斜率 与 f(s) 成 反比 , 且 如 果 f(s) 是 s 的 减 函 数 , 斜率 随 s 而 增加 , 这 
标志 着 相交 迹 线 的 出 现 ; 由 于 z 在 不 同 的 迹 线 上 取 不 同 值 , 这 个 特点 破 坏 了 单 值 
解 的 假设 前 提 , 即 z 不 定义 在 整个 范围 y > 0 中 . 
例如 , 选取 连续 分 布 ( 见 图 23) 


1， sD0, | 
f(s)=41-s, 0g<s<gl1, (9.10) 
0 3 之 1. 
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它 的 曲线 图 形 有 不 变 的 和 线性 变化 的 部 分 ; 这 里 表示 式 


t 十 s, 1, s 0, 
T(t,s) = $4 (1 — s)t+s, z(s)=41—-s, Ogsg], (9.11) 


S， 0, S 之 1 


覆盖 了 各 区 间 . 从 负 zx 轴 上 的 点 引出 的 特征 迹 线 都 有 斜率 1, 从 x > 1 上 的 反 发 
出 的 迹 线 有 无 穷 的 斜率 , 而 那些 在 区 间 0 < x < 1 上 开始 的 迹 线 有 斜率 1/(1 一 s)， 
在 值 1(s = 0) 和 oo(s = 1) 之 间 变 化 ( 见 图 24). 变 斜 率 迹 线 的 方程 


=(1—s)y+s, Ox<sgl (9.12) 


清楚 地 表明 所 有 迹 线 有 一 个 公共 点 , 即 x = y = 1; 且 当 由 (9.12) 推演 出 的 表 
达 式 


rT—Yy 
5 二 一 7 (9.13) 
代入 (9.11) 中 时 , 得 到 
z(x,y) = 1 0<Zz<1. z (9.14) 


上 面 确 定 的 > 的 显 式 表 示 , 容易 验证 > 在 区 域 0 < x,y < 1 内 满足 偏 微分 方程 
(9.4); 然而 在 y = 1 存在 奇 点 这 一 事实 表明 这 个 解 在 y > 0 范围 内 的 成 立 是 受 
到 限制 的 . 此外, 由 于 从 点 xz = s < 0 出 发 的 迹 线 与 那些 出 自 s > 1 出 发 的 迹 线 
相交 , 在 区 域 x > 1,y > 1 上 没有 单 值 函数 z. 因此 解 (9.14) 适用 于 三 角形 区 域 


y<r,rT>0,y<1. 


. 88 . 偏 微 分 方程 


在 yy > 0 内 该 偏 微分 方程 的 解 对 其 沿 直 线 y = 0 的 指定 方式 的 敏感 依赖 性 
通过 用 为 一 个 f(s) 而 变 得 明显 , 即 用 


<0 
f(s)=4 1 sy0 (9.15) 


1+s 


替代 (9.10) 中 的 函数 , 这 个 函数 显示 出 当 变 量 s 增加 时 的 单调 递增 性 状 , 因而 推 
断 出 跟 它 有 紧密 联系 的 迹 线 族 有 递减 笑 率 . 表达 式 


1 l 
s=5(7-1)+taVvV(l+7) -4y 


和 
1 
2 一 一 一 -，3>b 
十 3 
一 起 定义 一 个 解 
l 
(zy) = {1+7-— GT 一 全 上 Z > 0;,Vy > 0， (9.16) 
4 - 
它 在 | 
y > 了 (十 1 (9.17) 


时 由 于 其 中 根 式 取 虚 数值 显然 失去 意义 . 对 一 个 其 他 方面 正常 且 可 核实 的 解 的 
正确 性 的 这 种 破坏 从 性 质 上 讲 不 同 于 (9.14) 中 的 解 , 于 是 需要 一 种 解释 . 这样， 
如 果 迹 线 方程 (9.9) 改写 成 形式 


D(z,Yy,5) = TT— yf(s)—s=0, 
求 该 迹 线 族 的 包 络 的 条 件 , 即 
Do (yf(s) +1) =0 


缠 含 着 

2 二 Fy (9.18) 
且 当 wy > 0 时 有 不 等 式 f'(s) < 0. 由 (9.15) 知 s>0 时 上 的 导数 等 于 -1/1(1+s)2， 
在 代入 (9.18) 后 即 得 到 (1+ s) = y 或 


8 二 一 [十 VyY，V > 上 
用 后 者 的 关系 式 从 方程 (9.9) 消去 s, 给 出 
y= (z+1— VIVY 


第 九 章 ”一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 :89 


或 
2VYy=X+1, 
即 
1 2 
回顾 (9.17), 它 把 解 (9.16) 限制 到 z,y 平面 的 第 一 象限 中 位 于 迹 线 的 抛物 包 络 线 
以 下 的 区 域 . 
另 一 方面 , 如 果 f(s) 是 s 的 连续 增 函数 , 例如 


0, sO0, 
坊 |] 一 
:9-1 0 


则 对 应 的 迹 线 ( 见 图 25) 在 y > 0 内 无 交点 , 且 在 半 平 面 y > 0 上 得 到 一 个 一 致 


有 效 的 解 , 即 
0, TX < 0, 
Zz(T,) y) 一 | 


一 一 ，20 > 
1 十 7 


了 


图 25 


最 后 , 假设 在 初始 条 件 中 出 现 一 个 不 连续 地 变化 的 函数 , 如 


0, s<0 
f(s) = 了 
(s) 1， s>0, 


通常 称 为 Heaviside 单位 阶 跃 函数 互 (9?， 现 在 对 x < 0, 迹 线 是 王 直 线 ， 其 上 
z 二 0; 而 对 x > y > 0, 迹 线 是 斜率 为 1 的 直线 , 其 上 > = 1; 剩 下 一 个 角 局 形 
zm < 1,7x,y > 0 上 无 迹 线 ( 见 图 26). 事实 上 , 在 该 扇形 内 有 可 能 把 z 解析 地 表 
示 出 来 从 而 在 整个 半 平 面 y > 0 得 到 一 个 连续 解 . 因为 消 数 


2 一 一 


. 90 . 仿 微 分 方程 


在 过 原点 的 扇形 直线 族 中 的 每 一 条 直线 上 保持 为 常数 


了 一 人 QU<A 和 把 1 


并 满足 该 偏 微 分 方程 ， 且 分 别 地 在 迹 线 x = 0 和 z = y 上 取 值 0,1, 这 样 与 
r <0,r>0 内 其 他 地 方 的 解 光 请 地 连接 起 来 . 


z 一 (0 2 一 ] 


图 26 
类 似 的 分 析 适 用 于 拟 线性 偶 微 分 方程 
Oz Oz 


它 的 变 系数 函数 推广 了 在 (9.4) 中 出 现 的 线性 系数 函数 z. 如 果 前 面 的 初始 条 件 
(9.6) 仍 保持 , 特征 方程 组 


7 — g(z), oy = 1, 2 一 0 (9.20) 
导出 表示 式 
z(t,s) = f(s), v(t,s)=t (9.21) 
和 和 
Z = g(f(s))t+i zo 
= h(s)t+s, 
这 里 
h(s) = g(f(s)) (9.22) 


是 一 个 复合 函数 . 因此 该 问题 的 解 用 一 对 方程 表 成 参数 形式 


T= Yh(s)+s, (9.23) 
z = f(s); 
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为 了 鉴别 这 些 是 与 该 偶 微 分 方程 相 容 的 , 注意 分 别 对 zx 和 y 微分 的 结果 


Os 0 
l= |!1 + yh'(s)] 地 -， 3 一 (8) 
和 1 O08 0z ,;, .Os 
0 = h(s) + [1 + yn (3 = f (机 
由 此 得 到 表示 式 
az f(s) 0: hs)f'(s) 
Br 1+yh(s)” Oy 1+vyh(s) 
结合 z = f(s) 和 定义 (9.22), 上 面 两 个 表示 式 确实 与 该 偏 敏 分 方程 相 容 . 因此 ， 
只 要 分 母 


1+yh(s)=1+th(s) #0, 


解 就 存在 , 这 要 求 与 迹 线 包 络 条 件 (9.18) 相 比 较 . 上 面 的 不 等 式 可 另 解释 如 下 : 
原 自 变量 和 参 变量 之 间 的 变换 (z,W 一 (s,t) 的 Jacobi 行列 式 


ar8y OrOy 
BB Mas tth(s) 
当 
i+th'(s)}=0 


时 为 零 , 因此 不 再 能 得 到 局 部 单 值 性 条 件 . 

偏 微分 方程 (9.19) 和 以 前 的 与 车 流 有 关 的 方程 
2 + Vp) =0, t>0 
有 共同 的 形式 , 因此 有 同样 性 质 ; 由 于 系数 函数 J'(p) 在 整个 密度 的 范围 0 < p < 
p* 内 单调 递减 , 可 能 从 初始 的 光 请 密度 曲线 经 过 一 段 时 间 后 发 展 出 一 种 不 连续 
性 . 当 自 由 运动 的 车 流 突然 到 达 道 路 的 停 沛 或 阻塞 的 一 段 时 , 车 密度 和 速度 的 突 
然 改 变 是 常见 事件 . 拟 线性 偏 微分 方程 解 的 非 均 勺 性 态 曾 促进 了 弱 解 的 研究 (能 
解 满足 的 是 积分 关系 而 不 是 微分 关系 ) 以 及 从 试图 得 到 解 的 满意 的 整体 搞 述 的 
观点 出 发 对 (发 生 不 连续 变化 处 的 ) 激 波 特征 的 详尽 阐述 . (就 像 Lax 的 评述 : “在 
连续 解 不 存在 的 地 方 会 发 生 什 么 呢 ? 毕竟 世界 还 没有 走 到 末日 . 为 求 得 答案 , 我 
们 转向 不 可 压缩 流体 的 实验 ; 这 些 实验 清楚 地 表明 了 解 中 不 连续 性 的 出 现 ”.) 

为 简单 起 见 , 考虑 拟 线 性 仿 微 分 方程 


oz yo) + bl 2) = ee) (9.24) 
且 假 设 通过 给 定 的 空间 曲线 


省 一 ro(s), 4 一 yo(s), z 一 zo(s) 


:92 ， 含 微分 方程 


的 积分 曲面 z = z(x,y). 沿 这 条 曲线 , 关系 式 
dz Oz dro 0z dyo 


ds Hrd!Byds (9.25) 


成 立 ; 从 联系 2 和 二 两 者 的 两 个 线性 关系 式 (9.24) (9.25) 可 唯一 确定 这 两 者 
只 要 


Q b 
dzo dyo | 0 
ds ds 
如 果 在 某 些 乓 
dz ay 
a(x,Y,2) b(z,Y, z) 
Oz 0 


3 元 的 对 应 值 不 能 唯一 确定 , 而 扩充 了 的 方程 组 


a dy 
a(TYy,2) bry,z) czy,z2) 


组 成 了 偏 微分 方程 (9.24) 的 特征 曲线 的 方程 组 
对 应 的 线性 偏 微 分 方程 的 主要 特 挟 , 即 变 换 


ds (9.26) 


T,Y,Z— TY,Z AzZ 


将 一 条 特征 线 的 一 个 后 变 成 男 一 特征 线 上 的 一 操 , 与 此 相对 照 , 拟 线 性 方程 的 特 
征 线 之 间 没 有 任何 简单 的 内 在 关系 , 且 一 般 地 , 特征 迹 线 不 属于 一 个 平面 曲线 的 
单 参 数 族 . 尽管 细节 上 失去 了 简单 性 , 方程 组 (9.26) 在 拟 线 性 偏 微 分 方程 的 分 析 
中 仍 有 重要 作用 . 人 们 试图 借助 于 乘 子 法 来 积分 该 方程 , 即 一 组 (最 初 是 ) 任意 
函数 (zx,y,z),v(T,y,z),o(z,y,z) 的 集合 , 特别 是 , 就 包含 微分 的 方程 


HadZ + vdy 十 adz = (Kat vb+ oc)ds (9.27) 


而 言 , 目的 就 在 于 选取 jv,o 使 jva 十 vb 十 oc 为 零 , 因此 可 以 将 jdzx 十 vdy 十 odz 
号 成 一 个 全 微分 ; 或 将 HLdZ 十 Za 十 Idz 表示 为 ( 除 一 个 芝 数 乘 子 外 ) ua+vbitoc 
的 微分 . 当然 这 种 策略 一 般 不 一 定 会 成 功 . 

作为 例子 , 考虑 侦 微 分 方程 


CA (9.28) 


其 特征 方程 组 是 
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取 1/=zv=a=1l 且 (9.27) 变 成 
dr+dy+dz=(y—-z+z—-7r+r—- yds=0. 
所 以 这 方程 组 的 第 一 个 积分 是 
z 十 yy 十 2 一 ae 
其 次 选取 = zz=V 思 oo=z 且 
radr + ydy+ zdz = {x(y— z)+yz— 7z)+z(r—y}ds=0, 
所 以 第 二 个 积分 有 形式 
r+y +2 =p. 


一 般 地 ,描述 特征 曲线 族 的 方程 组 的 完全 解决 给 出 一 对 包含 两 个 常数 a, 6 
的 关系 式 , 例如 说 
F(z,Yy,z,Q) = 0, G(x,y,z,8)= 0, 


且 原 偏 微 分 方程 的 一 族 积分 曲面 是 通过 它们 之 间 的 一 个 关系 式 , 例如 说 
Hl(a, 8) = 0， 


然后 从 所 有 三 个 式 子 中 消去 a, 6 而 确定 . 因此 偏 微 分 方程 (9.28) 的 通 解 具有 和 带 
有 两 个 目 变 量 的 任意 函数 五 (6,m) 的 隐 式 表示 


万 (zz 十 yy 二 222 十 二 2 人 =0， (9.29) 
或 为 一 种 形式 
z+r+y= fr + y+ ), (9.30) 
这 里 f(&) 表示 一 个 单 变量 的 任意 函数 ; (9.30) 是 解 的 直接 证 明 如 下 : 将 (9.30) 分 
别 对 zx 和 vy 微分 , 得 到 一 对 方程 


Dp OZ Oz OZ 
一 一 一 ~ 2f’. — 一 1 一 278. RR 
a- +1=2f (+2)， By + f (yr) 


从 这 一 对 方程 中 消去 f', 其 结果 即 是 偏 微 分 方程 (9.28). 
满足 偏 微分 方程 (9.24) 的 积分 曲面 的 每 一 点 处 的 切 平面 包含 有 分 量 为 (a, bc) 
的 局 部 特征 向 量 . 如 果 这 个 曲面 表 为 天 于 变量 z,y, z 对 称 的 函数 , 即 


p(x,Yy,z)=0 
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而 不 是 以 前 采用 的 形式 z = f(zx,y), 则 上 述 的 几何 性 质 要 求 $ 满足 带 有 三 个 月 
变量 的 齐 次 偏 微分 方程 


09 00 00 
QF 十 ?By 十 CA = 0. (9.31) 
后 一 方程 的 特征 线 用 方程 组 
dz dy dz 


de 


a(x,y,z) b(rx,Yy,2) Cc(T,Y,Z) 


描述 , 它 与 原 偏 微 分 方程 的 特征 线 完全 一 样 ; 实际 上 , 该 方程 组 的 积分 是 其 值 沿 
特征 线 不 变 的 函数 8(z,y,z), 这 就 是 说 
6 , ,09 , 84 ap ,69 9) 0 


dg = (Kw 十 By 十 Bd) 一 (oF 十 5 十 CF> 


一 dt 


重 现 了 6 的 方程 (9.31). 因此 , 如 果 g(x,y,z) 满足 (9.31), 则 关系 式 
p(x,y,z) = C，C 是 一 个 任意 常数 
用 隐 式 定义 了 (9.24) 的 一 个 解 , 设 
D1(T,Y,2) = Qa, G2(z,y,z)=b 
表示 (9.31) 的 一 对 无 天 解 . 则 
H(91,92) =0 


表示 (9.24) 的 通 解 . 
(线性 ) 偏 微 分 方程 
旋 
Ox 
提供 了 一 个 简单 例子 , 其 特征 方程 组 


dr dy dz 


0 
人 一 一 十 yD 一 2 十 时 (9.32 ) 


= —— =dt (9.33) 
并 V TTY 
有 首次 从 只 与 xz,y 有 关 的 方程 得 到 的 积分 
f(z1y) = =a (9.34) 
有 关 首 个 积分 的 知识 (这 里 和 其 他 例子 中 一 样 ) 可 使 方程 组 降 阶 , 特别 是 畜 涵 着 


dz dz 
rr 7Z2(1 十 a2) 
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因此 , 由 (9.34) 
2 
z= (+40) +8= (2+)+8 (9.35) 
表示 该 方程 组 的 第 二 个 积分 ， 如 果 (9.33) 的 积分 是 用 乘 子 法 达到 的 . 明显 的 选 
择 是 /= 一 zx,v= -=1l 且 这 些 选取 保证 了 关系 式 HUZ 十 ZU 二 clz2 十 22) = 0， 
导致 
—7zxdzrz — ydy+dz=d (: 一 5(Z 十 四) 一 0， 


或 上 面 的 积分 (9.35). 其 次 从 (9.33) 得 出 


dr _ dz 
rr 2z 一 有 8 
2 ] ] 
一 /dz 一 = V+ = Vito, 
1 
因而 : 


VY 
一 二 0， 
履 


重新 产生 前 面 的 积分 (9.34) 的 形式 . 
相应 地 , (9.32) 的 通 解 由 


] 
H (二 je? +) ) 一 0 
4 2 


或 
z= 5(7 +y)+f 后 
给 出 
习 臣 9 
1. 求 偏 微分 方程 3 
Z 
TZ 十 yz By 一 代 


的 通 解 , 然后 直接 验证 它 
2. 求 偏 微 分 方程 > > 
vy-Ba) (eo) 
的 通 解 


. 96 . 


偏 微分 方程 
. 确定 满足 偏 微分 方程 
gz bz 
“rz By 
且 通 过 曲线 
t=1, z= 
的 曲面 . 
. 求 偏 微分 方程 
(z +2) — y( 2) 一 0 
“ Ox A Oy 
且 满 足 
z= Vy, 当 z=1 
的 解 . 
. 解 仿 微 分 方程 
az gz: 
Dr Oy 
满足 初始 条 件 
z(7,0) = f (7) 
， 解 偏 微分 方程 
WA 9 _ ,0 
Oy or 
满足 初始 条 件 
2z(Z,0) 一 72. 
. 设 21i(Z,V) 和 z2(z,y) 表示 偏 微分 方程 


OZ Oz 
a(TX,Y, 2) 5 + DZ Y, 2) = C(Z， 2 2 


的 两 个 积分 曲面 . 证 明 


a b C 


Oz1 Ozo OZo OZz1 Ozo Oz1 OZ1 Ozo : 


Oy Oy Or Oz Or Oy Or Oy 


且 对 两 个 曲面 的 相交 曲线 建立 关系 式 
dz _ 和 ye 
a bb ei 


因而 它 是 偏 微分 方程 (*) 的 特征 线 . 


(*) 


8. 


10. 
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给 定 信 微 分 方程 
y+) + +) + ， 
和 方程 组 
dr dy dz 
y+z 2Z+z 7 二 7 
或 线性 偏 微 分 方程 
09 00 Oo0 _ 
y+ tr+ta + (+a = 


的 首次 积分 , 即 
Yy— 人 x 
2 一代 


确定 二 次 积分 和 偏 微分 方程 (+) 的 一 个 通 解 


p1(7, 2 2 一 二 (人 


,分析 由 偏 微分 方程 


连同 初始 条 件 : 在 直线 y = 0 上 zo(s) = s,yo(s) 一 0,20(s) = coss 所 提出 的 
问题 . 变换 (z,U) 一 (s,t) 的 Jacobi 行列 式 蕴 涵 对 解约 什么 样 的 限制 ? 这 里 
s,t 分 别 是 初始 数据 和 特征 线 的 参 变量 . 


考虑 线性 偏 微分 方程 
O O 0 
Q(z,y, 2) 二 bz 2) 3 oly 2) se =0 
和 四 d da d 
a b C 


所 确定 的 积分 曲线 ; 假设 在 相关 区 域内 c 天 0, 且 把 方程 组 (*) 换 成 一 对 第 微 
分 方程 
dr _a 到 -2 Ce 
dz 
这 里 z 作为 自 变 量 的 角色 出 现 . 对 z 一 zo0, 令 工 = Xxo (任意 ) 和 yy 二 yo ( 任 
意 )， 且 将 (x*) 的 解 表 成 形式 工 = zZ(z,zo,yo),y 二 Yy(zZ,T0,yo). 假设 从 最 后 这 
两 个 关系 式 可 解 出 TX0, 710， Bp 


0 二 f(z, Vy, 2 80 一 9(Z， V，Z)， 


这 里 f,g 是 函数 无 关 的 . 用 几何 语言 解释 上 面 所 述 的 情况 , 此 外 , 证 明 丸 一 
函数 无 关 的 积分 ,如 
| <0 一 h(x, y, z) 


11. 


12. 


偏 微 分 方程 


的 存在 性 可 被 排除 ,也 就 是 说 , 方程 组 (*) 的 所 有 其 他 积分 均 可 表 成 形式 
h = 日 (f,9). 注意 并 验证 下 述 总 结 性 的 结论 : 如 果 X,Yy,z 是 从 (*) 解 得 的 , 则 
函数 Frz;yz) 和 g(7X,Yy,z) 港 此 方程 组 的 任 一 积分 曲线 保持 为 常数 . 偏 微分 
方程 的 解 恒 等 于 (*) 的 积分 . 如 果 f,g 是 (+) 的 独立 积分 , 则 $8 = FF(f,g) 是 
该 线性 偏 微分 方程 最 一 般 的 解 . 
(X,Yy) 为 常 微分 方程 

a(zx,Yy)dr + b(z, y)dy = 0 (*) 


的 积分 因子 的 充分 必要 条 件 体 现 于 偏 微分 方程 
© O 
页 Wo = Bz (Hb) 
或 


Bp Bn /Bb Ba 
-= (六 了 2 C+) 


中 ; 只 要 知道 (*+) 的 一 个 积分 而 不 是 其 通 解 就 能 求解 (*). 给 出 特殊 的 具体 
函数 
alz,y) = 3zy + 2 b(z,Yy) = 3zy + 277, 
证 明 (**) 有 一 积分 
Pi(T,Y,H) = HVT+HY= 0, 
且 用 此 积分 解 常 微分 方程 (*), 求 得 (*) 的 通 解 . 


考虑 拟 线 性 偏 微分 方程 
oz | ,07 _0 一 Go <T< oo ?> 有 
By “Or 'Y 


和 沿 并 轴 的 初始 条 件 


z0(s) = sech ss， 一 co < s < co. 
验证 只 要 
y<Yy 
就 存在 正则 (可 微 的 ) 解 , 其 中 y* 是 函数 
cosh”s 
sinh 3 


在 y > 0 范围 内 的 最 小 值 注意 观察 , 在 所 附 草图 中 ， 当 变量 y 增加 和 通 


过 临界 值 y* 时 z(x,y) 作为 z 的 函数 形状 的 变化 情况 ; 这 样 , 一 个 初始 正 
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则 ( 且 无 穷 次 可 微 形式 的 ) 曲线 变 得 陡峭 , 在 r 处 开始 出 现 一 个 无 穷 斜 率 
(六 _ =)， 然后 变 成 工 的 多 值 另 数 

将 该 偏 微分 方程 右边 的 0 普 换 成 1, 然后 用 与 上 面 同样 的 初始 条 件 解 这 
一 方程 


0O Xx O x 
y=y™ y>y* 
~ p> 


第 十 章 
某 些 技术 问题 和 有 关 的 偏 微分 方程 


前 一 章 描述 的 单 同 车 流 的 连续 统 模型 , 在 开始 时 , 利用 了 一 个 包含 一 阶 导 数 
的 关系 式 (9.1), 它 使 车 辆 密度 的 瞬时 变化 和 车 流量 的 逐 点 变化 平衡 , 这 样 当 车 辆 
分 布 沿 这 条 道路 改变 时 车 辆 总 数 不 变 . 假设 速度 单独 地 对 密度 有 一 个 直接 的 函 
数 依赖 关系 , 守恒 方程 就 变 成 一 个 对 密度 的 一 阶 拟 线 性 偏 微 分 方程 . 如 果 速 度 对 
该 处 的 局 部 密度 及 其 在 邻近 的 变化 两 者 有 依赖 关系 , 例如 襄 


v 二 ;J(p) ~ «Fi np, kk >0 


( 按 (9.2) 的 记号 ), 则 对 应 流量 有 复合 式 
7 一 J(p) 52， 


且 一 阶 偏 微分 方程 (9.3) 替换 成 一 个 二 阶 偏 微分 方程 _ 


这 里 最 后 的 (线性 ) 项 起 着 加 宽 或 分 散 一 个 初始 密度 分 布 p(x,0) 的 作用 , 因此 抵 
消 了 拟 线 性 项 使 密度 曲线 变 陡 峭 和 扭曲 的 趋势 . 

守恒 或 所 谓 连 续 性 关系 是 分 析 不 同 模型 或 系统 的 中 心 点 , 并 且 有 些 实 例 是 
值得 许 述 的 . 行进 波 的 运动 提供 了 一 个 相关 框架 , 这 里 特别 地 可 假设 包含 关于 zx 
和 上 缓慢 变化 的 波长 入 和 ( 角 ) 频率 w 的 波 的 一 个 波 串 (train) 沿 zz 方 同行 进 ; 
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则 对 波峰 值 适 用 守恒 关系 , 它 是 这 样 达到 的 : 使 在 一 固定 的 和 狭小 的 一 段 内 该 数 
(或 波峰 值 ) 的 时 间 变 化 率 与 每 单位 时 间 内 通过 该 段 两 端 氮 处 的 波峰 数 之 差 相 平 
衡 . 使 波峰 数 密度 n 与 波长 和 的 倒数 相等 , 且 它 们 的 流量 测度 j 与 周期 7 的 倒 
数 相等 , 相关 的 关系 式 


On 07 
Bt Or 
取 形式 Ok Ow 
+ 有 -0 (10.1) 
其 中 波 数 
_ 这 (10.2) 
表示 被 容纳 进入 长 度 为 2r 的 一 个 区 间 的 流 的 数目 , 而 角 频 幸 
w 二 也 (10.3) 
等 于 2r 乘 弧 度 ( 角 ) 频率 v. 定义 波束 
c = 六 ， (10.4) 
且 (10.1) 变 成 
十 (ck) = 0. (10.5) 
如 果 有 速度 和 波长 或 频率 之 间 的 一 个 直接 关系 式 可 用 , 即 
c=c( 和)， 或 c= c(w)， 
其 结果 
Oc dcoA 
Or dar 
代入 到 (10.5) 中 , 由 此 得 出 (利用 (10.2)) 
DA D》 
Fr + co(NB = 0 z (10.6) 
这 里 
cs(A) =c— A | (10.7) 
类 似 地 , 如 果 用 (10.4) 从 (10.1) 中 消去 , 得 出 
D /w Ow 
元 (3)+ 起 =0 
到 8 0 
元 十 cg(w) 地 = 0, (10.8) 
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这 里 
22 
cg(wW) = 一 人 (10.9) 
CC— wy 

co( 和 A) 和 co(w) 的 表达 式 在 下 面 的 意义 下 是 等 价 的 : 根据 (10.4) 作 目 变量 变换 ， 
其 中 一 个 可 从 另 一 个 得 出 ; 此 外 , 一 个 紧 竣 的 和 基本 的 表达 式 
dw 
了， 
清晰 地 描述 了 , 当 w 与 (或 和) 之 间 的 关系 是 有 非 线 性 特征 时 , cy 如 何 变 化 . 


偏 微分 方程 (10.6),(10.8) 制约 了 波长 和 频率 曲线 的 演化 , 且 有 通 解 , 虽然 是 
隐 式 的 通 解 ， 


A fe -wb we cal), (10.11) 
它 蕴 涵 这 样 的 结论 : 相对 于 一 个 记录 者 或 观测 者 以 特征 速度 c 运动 时 , 这 些 描 
述 量 保持 固定 值 , <, 称 为 群 速 度 . 当 c, 是 w 的 函数 时 , 两 表示 式 


bce _ acecw Ycg _ dco IW 
Ot dw Ot’ Or dw Or 


结合 (10.9) 研 给 出 偏 微 分 方程 

2 + cy 7 -0, (10.12) 
它 有 通 积分 

co = f(z — cot). (10.13) 


cs。 对 w 或 和 的 显 式 依赖 关系 有 待 于 特定 的 波 激发 的 涉及 动力 学 行为 的 评 
细 系 统 地 前 明 ; 因为 连续 性 关系 本 身 只 有 运动 学 的 意义 . 
波 运动 包含 能 量 的 转移 , 而 且 如 果 认 为 群 速度 在 这 方面 也 起 作用 的 话 , 那么 
就 会 提出 一 个 将 乘积 c,E 与 能 量 流量 联系 起 来 的 连续 型 方程 
2 
Ht 
这 里 马 代表 能 量 密度 , 即 每 单位 长 度 (或 与 平面 波 传播 方 同 垂直 的 每 单位 面 祝 ) 
的 能 量 . 方程 (10.12),(10.14) 构成 一 个 独立 自足 的 方程 组 , 指定 它们 的 初始 值 后 
能 够 决定 cv 和 EE; 这 样 , 在 (10.13) 中 函数 f(&) 简单 地 等 同 于 cs 在 t= 0 的 形 
式 , 例如 说 记 为 cb (zx). 为 得 到 对 5 的 相应 表示 , 首先 注意 从 (10.14) 得 到 的 推 
法 | 


0 


DO 09 
b= Ox 
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这 里 函数 $ 满足 仿 微 分 方程 


OF Dd 
Br 1 Co Br 二 0， | 


因此 由 
$= V(r ct), $V (zr) = G(r,0) 


表 出 . 相应 地 ye 
E(x,t) = ( 一 : ) p(X — cot) 
和 
El(zx,0) = EW (zx) 一 小 (Z)， 
它 导 致 表示 式 
E(x,t) = ( 一 : ) EW (zx — cot). (10.15) 
将 


co(T,t) = ch) (z — Cot) 
对 z 微分 , 将 所 得 结果 , 即 


Ocg | cg) (Z 一 cat) 
Oz 1+ te (z — Cot) 


代入 (10.15) 中 , 得 出 
E(0) (x — et) 


Egt)= Cr) 
1 + te (z — cot) 


(10.16) 


当 
1 +tc0) (x — cyt)=0 

时 最 后 这 个 表示 式 显然 失效 . 因此 提示 对 特定 波 过 程 必须 作 
更 仔细 的 研究 ; 此 外 , 值得 注意 的 是 联系 w 和 上 的 函数 关系 
或 耗 散 关系 也 可 包含 变量 zx,t, 且 在 此 环境 中 一 个 观察 者 以 
群 速度 移动 能 注意 到 变化 的 频率 . 

交通 流 和 江河 中 的 洪水 运动 是 所 谓 的 运动 波 的 例子 , 这 
名 词 是 由 具有 一 阶 偏 导数 的 连续 型 基本 方程 引起 的 ; 另 一 例 
子 在 化 学 领域 中 找到 , 涉及 溶质 的 吸附 作用 或 离子 在 流体 系 
统 中 的 交换 . 一 个 色谱 吸附 分 析 法 的 实验 装置 在 图 27 中 用 
图 式 表述 , 包括 三 个 组 成 部 分 : 一 个 装 有 待 分 析 溶 液 的 贮 液 
器 (1), 溶液 被 迫 通过 的 过 滤器 (TD), 收集 浴 液 的 小 档 (HU), 溶 图 2 
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液 在 这 里 改变 了 浓度 水 平 被 测 出 . 过 滤器 是 一 个 圆柱 形 的 容器 , 包含 某 种 类 型 的 
物质 (固体 的 、 碳 状 的 、 树 脂 状 的 或 矿物 的 ), 与 流 过 它 的 溶液 交换 离子 或 原子 ; 
分 析 的 目的 是 决定 征 吸 附 涂 质 沿 该 圆柱 的 分 布 . 

设 ps 表示 溶液 中 浓度 的 适当 水 平 而 pa 表示 相应 的 被 吸附 (或 沉淀 ) 物质 的 
水 平 , 这 两 个 量 一 般 地 随 沿 圆柱 的 距离 x 和 了 时间 上 而 变化 . 由 于 psV 确定 物质 
以 速度 Y 罕 过 一 截面 的 流量 , 总 的 守恒 性 要 求 


0 0 
Bi (Ps 十 Pa) 十 Fz (Ps) = (， (10.17) 


其 中 第 二 项 与 流 的 圆柱 体 上 相 邻 截面 间 的 流量 差 相 关联 , 而 第 一 项 与 这 些 截 面 
间 总 浓度 的 相应 改变 量 相关 联 ; 如 果 有 不 同 溶质 出 现 , 一 个 类 似 方程 可 应 用 于 每 
种 不 同 的 洲 质 . 

为 继续 进行 理论 探讨 , 需要 描述 交换 过 程 的 两 个 量 ou, ps 之 间 明 确 的 关系 ; 
假设 

pa = f (ps), (10.18) 

它 表明 了 溶质 和 吸附 物质 之 间 的 瞬时 平衡 ( 因 没 有 时 间 导 数 的 介入 ), 守恒 关系 
(10.17) 变 成 


D 0 
Brps + cps) sps = 0 (10.19) 


如 果 流 速 V 是 常数 , 那么 


c(ps) = (10.20) 


yy 

1+ f°(ps) 

显然 偏 微分 方程 (10.19) 属于 第 九 章 中 所 讨论 的 拟 线性 偏 微 分 方程 . 
在 达到 平衡 态 和 吸附 物质 饱和 之 前 , 存在 一 种 由 交换 过 程 的 动态 模型 来 描 

述 的 状态 以 及 一 直 采 用 的 一 个 特殊 的 速率 定律 


Opoa 
= F (pa, ps)) 2 


其 特 后 是 有 确定 的 表示 式 
Fl(po, ps) 一 Kip0s(pn 一 pa 一 kopo(pto) 一 ps)， (10.22) 


其 中 带 有 一 对 按 相 反 意义 进行 的 反应 (在 流体 和 吸附 剂 之 间 ) 的 速率 常数 fa 上。 
以 及 初始 浓度 水 平 p89? 和 饱和 水 平 px. 

上 述 诸 方 程 的 有 用 变换 在 以 后 各 步 中 可 能 会 生效 ; 第 一 个 变换 是 用 新 目 变 
量 
C= (10.23) 
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得 到 的 , 用 这 些 新 自 变 量 , (10.17),(10.21) 一 (10.22) 取 形 式 


Ops Opa 
Be + =0 (10.24) 
i 0 
3 = Aps — Bpa — Cpaps, (10.25) 
这 里 4, B,C 是 常数 . 其 次 , 记 
oO _ 09 
Ps ar’ fe oe 


它 就 满足 (10.24), 随后 由 (10.25) 推导 出 B 的 非 线 性 方程 
O26® 96 0G OB O08 


7 = 0. 
最 后 , 也 是 决定 性 的 一 步 , 包括 引入 新 因 变 量 使 得 
l 
$= ny, (10.28) 
这 导致 亚 的 线性 偏 微 分 方程 , 即 
0“ OV Oy 
BOT 十 57 十 Ea = 0. (10.29) 


当然 , 它 是 一 种 使 线性 化 可 行 的 例外 情形 . 


习 十 10 


(10.26) 


(10.27) 


1. 在 重 液体 表面 上 的 重力 波 , 也 受 表 面 张力 影响 ， 当 其 振幅 小 时 , 可 以 简单 地 
描述 .一 种 代表 性 类 型 ,其 特点 是 沿 一 固定 的 (7T) 方向 在 有 有 限 深度 日 的 


不 可 压缩 非 黏 兆 性 液体 上 传播 ， 可 通过 方程 组 


D20 O° 

Bi +R -<r<%0<y<H, 
hb 
一 一 一 一 万 
By 0, vy 


和 
TO 86 0¢ 


p Or20y 2 9 gy 


来 说 明 , 这 里 方程 (ii) 适用 于 一 个 刚性 底 (在 其 法 线 上 液体 速度 的 分 量 


y=0 


为 零 ) 且 方程 (ii) 在 液体 平衡 (或 无 扰动 的 ) 自由 表面 上 实施 , 它 与 重力 加 
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速度 0, 液体 密度 0 和 表面 张力 有 关 . 表面 张力 引起 紧 按 着 自由 表面 上 面 
和 下 面 的 邻近 点 之 间 的 压力 差 Ap, 即 Ap 一 T/R, 其 中 R 表示 局 部 曲率 半 
径 . 称 为 液体 运动 的 速度 势 的 $ 满足 Laplace 方程 (i) 这 一 事实 是 不 可 压缩 
性 假设 的 推论 , 而 线性 化 的 表面 条 件 (iii) 反映 了 自由 表面 与 水 平面 保持 小 
偏离 情形 下 曲率 半径 的 近似 形式 . 
借助 于 分 离 变量 式 
p(T Ye 一 et oY(y, Rk) (iv) 


它 揭 示 对 坐标 Z 和 时 间 t 两 者 的 周期 依赖 性 且 包 含 了 一 个 至 今 未 定 的 坐标 
y 的 函数 . 联合 表示 


B(z,y,t) = Re { either Y(y, k)) (V) 
刻画 了 (与 7,y 平面 重 直 的 ) 直 峰 波 的 特征 , 它 沿 7 方向 以 相 速 度 
人 (vi) 
c 一 元 Vi 
前 进 . 由 (i),(Gi ,ii) 推导 出 决定 Y(y,) 的 方程 组 是 
2 
-AY =0, 0<y<H, (vii) 
一 0， ?= 瑟 (viii 
和 
Gi wo yy 一 0. (ix) 
按照 (vii),(viii) 且 和 忽略 一 个 当前 无 关 的 标量 因子 , 出 现 
Y(vy,k) = coshk(H — yy), (x) 
且 利 用 (ix) 提供 一 个 w 和 此 之 间 的 联系 , 即 
w2 2 0 Tk . 
13 = = (9 十 了 tanh kH. (xi) 


后 者 确定 相 速 度 作为 波长 27/k 的 函数 , 从 而 构成 相关 的 弥散 关系 . 
决定 对 应 的 群 速 度 cv, 且 当 上 HH 区 1 和 有人 < 和 gg 时 验证 近似 表示 式 


1 3 k<T 
Co 一 (gH)'A? 0 一 sk 再 十 5) 。 


找 出 当日 泌 1 和 kT 交 g 时 成 立 的 co 的 近似 表示 式 ; 且 证 明 在 深 液 体 范 


1 d 
围 内 9c < cg < a° 


第 十 章 ” 某 些 技术 问题 和 有 关 的 偏 微分 方程 .107. 


2. 不 定常 (随时 间 变 化 的 ) 且 单 向 (例如 沿 z 轴 ) 的 流体 运动 的 一 对 联 立 的 非 
线性 偏 微分 方程 

十 BipY) =0 (i) 

和 
Hr po (WY 

分 别 表 示 质 量 的 局 部 守恒 和 内 压力 p 的 动力 学 效应 ; 这 里 p(x,t) 和 wv(7,t) 

表示 质量 密度 和 速度 (速率 ). 假设 因 变 量 与 自 变 量 的 角色 交换 , 即 7,t 看 成 

pv 的 函数 . 假设 变换 (p,v) 一 (ZX,t) 的 Jacobi 行列 式 (或 称 函 数 行列 式 ) 

Oo Opov 


~ Bret dar 
恒 不 为 零 , 建立 对 不 同 自 变 量 组 的 一 阶 偏 导 数 之 间 的 关系 


据 此 变换 (i),(ii), 且 证 明 其 结果 
Ev (iii) 
Bu Br (0p 7 
Bz Bt 1da 
5p "5p papBv YY 
是 以 ZE 作为 0 和 mu 的 函数 的 一 对 线性 齐 次 方程 ; 后 面 的 一 个 方程 包含 一 
个 系数 函数 dp/dp, 它 的 性 状 由 液体 的 状态 方程 p = p(p) 导出 . 
3. 如 果 前 面 问题 中 提 到 的 Jacobi 行列 式 恒 为 零 , 那么 VY 是 p 的 一 个 函数 ,由 
p = g(p) (i) 
和 
v = f(p) (ii 


来 表示 . 建立 (i 和 (ii) 的 对 应 变化 形式 
1/ OP / /\ OP i 
g (Par +(9f +9f)37=0, (iii) 


DRE+ (I+) 0 (iv 
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和 作为 丫 果 的 关系 式 

f°2 — 5 : (v) 

它 保 证 (iii),{iv) 非 平凡 地 被 满足 ( 即 p 关 常数). 
然后 证 明 可 得 到 形 为 


一 十 F(p)=~- = 二 0 (vi) 


的 (以 前 遇 到 且 讨 论 过 ) 偏 微分 方程 , 并 给 出 关于 F 的 一 些 细节 . 


4， 当 迷 率 定律 仍 取 (10.21) 的 形式 但 函数 下 没有 明确 给 出 时 , 与 适用 于 吸附 分 
析 的 关键 方程 (10.27) 相对 应 的 方程 是 什么 ? 如 果 采 用 变换 


5 = - In {e (87+40yw(, 站) 上 


求 与 线性 偏 微分 方程 (10.29) 相对 应 的 方程 . 求 用 更 表 出 的 浓度 ps, po 的 表 


两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 微分 方程 , 一般 


具有 两 个 自 变 量 和 一 个 因 变 量 函 数 z(x,y) 的 所 有 一 阶 偏 微分 方程 都 可 总 括 
为 关系 式 
f(x,y, 2,p,9) = 0, (11.1) 
这 里 
OZ OZ 
P= Dr d 二 Ov 
且 不 失 一 般 性 可 假设 函数 f 对 每 一 日 变量 有 连续 的 二 阶 导 数 ， 一 个 未 预料 到 
且 也 值得 注意 的 结果 须 及 时 揭示 , 即 (11.1) 的 解 可 由 解 一 个 常 微分 方程 组 而 得 
到 ， 所 持 论 证 , 在 几何 和 分 析 两 方面 都 与 那些 用 于 对 应 的 线性 和 拟 线性 偏 微分 
方程 的 论证 形成 鲜明 对 照 ， 因 此 在 进入 细 地 前， 可 回顾 一 下 , 一 阶 沼 微分 方程 
dy/dz = f(x,y) 在 (zx,y) 平面 定义 一 个 斜率 场 或 线 元 场 (x,y,p), 这 里 p = dy /dzx. 
此 常 微分 方程 的 积分 等 同 于 确定 具有 以 下 性 质 的 一 族 平面 曲线 : 在 这 种 曲线 的 每 
个 点 上 有 洛 着 该 曲线 的 切线 方向 的 唯一 一 个 线 元 . 偏 微 分 方程 (11.1) 的 解 表示 
在 三 维 (z,y 2) 空间 中 的 曲面 族 , 在 它们 各 点 上 有 一 个 局 部 平面 元 (z,y z,D, gq). 
如 果 (X,Y, 2Z) 表示 动 坐标 , 过 (zx,y,z) 的 所 有 平面 的 方程 表 成 


(11.2) 


(X -zp+(Y -yaq—-(Z-2z)=0, 
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日 如 果 x,v,z,p,9 满足 (11.1), 则 平面 元 (z,y z,p,9) 称 为 一 个 积分 平面 元 过 
(zx,y,z) 的 所 有 积分 平面 元 的 一 个 单 参数 族 包 住 一 个 其 顶点 在 (x,y,z) 的 锥 . 所 
以 曲面 z = z(x,y) 代表 (11.1) 的 一 个 解 , 如 果 在 其 每 一 点 上 该 曲面 的 切 平面 包 
含 过 该 点 的 积分 平面 元 中 的 一 个 ; 换言之 , 这 切 平面 必 切 于 该 锥 或 所 有 平面 元 的 
包 络 . 


图 28 


其 次 , 给 定 一 条 具有 参数 表示 式 (z(t),y(t), z(t)),ti <t< tz 的 (光滑 ) 空间 
曲线 C, 和 一 对 函数 p(t), g(t), 使 得 C 在 (x,y,z) 的 切线 位 于 平面 元 (x,y, z,p, 9q) 
上 ; 则 所 有 这 样 的 平面 元 的 总 体 称 为 被 曲线 C 支撑 的 一 个 曲面 带 (z(t), y(t),z()， 
p(t), q(t)) ( 见 图 28). 一 个 曲面 带 的 定量 表示 式 由 两 关系 式 

X—-7ri YYy LO 一 ;2 
dz/dt dy/dt dz/dt 


和 z 
Z—-z=p(X—7)+a(Y—Y) 


的 相互 相 容 性 而 得 出 , 它们 分 别 描述 切线 和 平面 元 ; 因此 
p(t) 十 g 人 2 (11.3) 
体现 了 对 曲面 带 的 条 件 . 特别 地 , 如 果 
f(z(D), y(t), z(t), p(t), q(t)) =0, 


则 该 带 与 偏 微分 方程 (11.1) 的 一 个 积分 相关 联 . 

设 z = z(x,y) 表示 偏 微分 方程 (11.1) 的 一 个 解 , 且 回顾 积分 锥 有 一 母线 ( 线 
生成 元 ), 它 在 该 曲面 在 点 O : (z,y z) 处 的 切 平面 上 选 出 一 个 方 同 . 首先 沿 母 线 
进入 邻近 点 O' : (z 十 dx,y 十 dy,z 十 dz), 然后 以 类 似 方式 沿 局 部 锥 从 O',O”,…， 
连同 一 个 特殊 的 平面 元 集合 的 一 条 曲线 产生 了 , 这 些 平面 元 的 总 体 称 为 积分 特 
征 带 . 为 了 不 直接 提 到 积分 曲面 z = z(x,y) 而 来 定义 这 个 特征 带 , 考虑 任意 后 
(X,Y,Z) 和 通过 此 点 的 平面 族 


P(X- 7)+Q(Y -Y)-(2-2)=0, (11.4) 
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这 里 出 现 两 组 流动 变量 (X,Y,Z) 和 (P,Q@).P,Q 是 与 平面 的 法 方向 有 关 的 变量 , 
可 以 对 (11.4) 微分 得 到 P,Q 之 间 的 依赖 关系 


(Xz)+ OE(Y -) = 0, (11.5) 


而 且 已 经 熟知 , 关系 式 (11.4),(11.5) 联合 地 描述 了 该 平面 族 的 包 络 面 . 
此 外 , 给 出 


f(x,y,z, P,Q) = 0， (11.6) 
在 其 上 对 P 微分 所 得 结果 
jp+ fa 0 
导出 一 个 关系 式 ja 
-p= 1P/fe, 
这 使 得 (11.5) 可 用 
fo(X -7)— fp(Y—Y)=0 (11.7) 
代替 . 这 样 一 对 关系 式 (11.4),(11.7) 给 出 了 关系 式 
么 -2 -2 L 一 2Z 
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它 决 定 了 在 (z,y,z) 空间 通过 方向 数 (fp, fa,Pfp 二 Qfe) 的 一 个 特征 方向 , 方 
向 数 除 以 其 平方 和 的 平方 根 后 成 为 方向 余弦 . 这 是 平面 (11.4) 上 一 条 直线 和 该 
平面 族 的 一 条 母线 或 生成 元 的 公共 方 同 . 

指定 P,Q 的 值 后 , 一 个 特殊 的 平面 就 被 挑选 出 来 , 而 选择 


P=p, WO=g 


确定 对 应 于 原 偏 微分 方程 (11.1) 解 的 切 平面 . 从 而 产生 (11.8) 的 变形 

dr dy dz 

bp fa pf,+afo = 
和 (11.3) 结合 就 给 出 和 

Ef, P=, PF =pfo+ qf (11.9) 

为 了 弄 清 楚 p 和 gq 如 何 沿 特征 曲线 变化 ， 需 要 两 个 附加 的 方程 ， 且 分 别 包 含 
7,y,Z,p;,9 对 的 导数 的 五 个 方程 的 完全 组 的 解 定义 一 个 积分 特征 带 . 首先 注 
意 到 利用 (11.9) 得 到 dp/dt, dq/dt 的 表示 式 


d dz dy 
De 一 Pr 一 元 = pz fp + py fa, 

11.10 
da dx ( 


dt 一 dr 一 元 qs = gz fp + qyfo; 
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再 微分 (11.1) 得 出 

fr+ fpt+ fopr + fadr =0 (11.11) 
和 

fy t+ fzd + fppy + fady = 0, 
所 以 利用 结果 


Op O22 0g _ 
By PY ary Or 4 


从 (11.10),(11.11) 推演 出 受 欢迎 的 表示 式 


了 一 fz 一 fz2p, 

(11.12) 
d — 一 -一 

at 一 fy fzq 


这 样 决定 积分 曲面 的 方法 变 得 明确 , 即使 特征 带 方程 组 (11.9),(11.12) 再 连 
同一 个 对 该 偏 微分 方程 本 身 的 可 能 的 补充 条 件 所 要 求 的 解 可 以 证 明 是 复杂 的 . 有 
一 个 与 法 国 数学 家 Cauchy 的 名 字 相 联系 的 典型 的 或 标准 的 问题 , 其 目标 是 求 通 
过 一 条 事先 选取 的 曲线 T:z= z(s),y = y(s),z = z(s)(s1 < s < s2) 的 特殊 积分 
曲面 . 朝向 这 个 目的 的 第 一 步 要 求 通过 方程 组 


f(x(s), y(s), z(s), p(s), 9(s)) =0 (11.13) 
和 和 d | dx d 
p(s) 7 — a(s) =—0 (11.14) 
连同 不 等 式 


0 
详细 描述 由 工 支 撑 的 积分 曲面 带 , 上 面 的 不 等 式 保 证 工 不 同 于 属于 积分 特征 线 族 
的 任 一 曲线 且 它 在 (x,y) 平面 上 的 投影 有 连续 转动 的 切线 ((dz/ds) 二 (dy/ds)”> 
0). 然后 解 出 积分 特征 带 方程 组 (11.9),(11.12), 在 上 满足 给 定 的 初始 条 件 x = 
1(s),y = y(s),z = z(s),p = p(s),q = 9(s), 产生 形 如 


T=7x(s,t),y = y(s,t),z = z(s,t),p = p(s,t),qg = gl(s,t) 


的 双 参 数 表 示 式 , 且 所 要 求 的 解 曲面 由 其 中 关于 zx,y,z 的 表示 式 所 实现 . 可 以 证 
明 这 程序 符合 所 有 必要 的 要 求 (例如 沿 特征 线 f = 0), 虽然 这 里 省 略 了 细节 
举 一 个 例子 来 站 明 参 数 解 方法 , 考虑 依 微 分 方程 


f(z,p,q9) = p49—z=0, (11.15) 
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训 有 Cauchy 数据 
2 一 5” 当 z=0,y= 52: (11.16) 
这 里 曲线 下 是 平面 曲线 , 且 积 分 曲面 带 关系 式 (11.13),(11.14) 具有 形式 


p(s)dq(s) 一 =0 


和 
2s — 2sq(s) = 0, 
由 此 推导 出 
gq(s) =1, 
11.17 
p(s) 一 3. 


如 果 s 关 0, 且 这 也 是 从 不 等 式 
dx d 
fu -fo #0 
推断 出 的 条 件 . 对 两 个 自 变量 (s,t) 的 函数 z,y z,p,g， 特 征 带 方程 组 (11.9)， 
(11.12) 是 


dr dy dz dp dg 
gD, = 2 = p,q (11.18) 


且 在 t=0 给 定 初 始 条 件 (11.17), 由 此 [导出 
p(t,s) = se:, q(t) = et. (11.19) 


考虑 到 最 后 两 个 表示 式 , 对 z,y,z 的 常 微分 方程 组 (11.18) 有 满足 (11.16) 要 求 
的 唯一 解 


T=et—1,y= se',z= se2t, (11.20) 
为 了 得 到 问题 的 显 式 解 , 尚 需 从 (11.20) 中 消去 上 和 s; 因此 
z= ye’ =Yy(z+1), (11.21) 


且 这 个 解 显然 正确 . 
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1. 确定 包 爹 曲线 工 二 0,z = (1 十 WW)? 且 满 足 偏 微 分 方程 
p*—g =2z 


的 曲面 . 


. 114 . 仿 微 分 方程 


2. 求 由 偏 微 分 方程 
p” 十 g” 一 2% 
所 确定 且 要 求 曲 线 7 二 0,z = 二 y 位 于 其 上 的 曲面 的 表示 式 . 
3. 求 通 过 抛物 线 
T=0,，z*= 2ay v2 
且 满 足 偏 微分 方程 
2 (p’ 十 9) = 3b? 
的 曲面 . 
4. 证 明 f(x,y,z,p,g) 活 一 特征 带 保持 常数 值 . 
5. 了 导出 对 与 拟 线性 偏 徽 分 方程 
f = a(x,Yy, 2)p+ bz,Y, 2)g — c(T,Yy,z) = 0 
相伴 的 特征 带 的 常 微 分 方程 组 , 且 与 一 般 非 线性 偏 徽 分 方程 作对 比 . 
6. 偏 微 分 方程 
f(x,y,z,p,q4) =0 (*) 


的 完全 积分 表 成 解 的 双 参 数 形式 
?一 F(x,Y,c1,c2) 


且 从 三 个 方程 构成 的 组 

O O 
gt =0 ac 
消去 cl,ca 后 所 得 到 的 曲面 族 的 包 络 面 定义 了 一 个 奇 解 . 此 外 , 给 定 带 有 可 
微 浮 数 jp 的 关系 式 ca =w(cl), 曲面 族 


F =0, F =0, 


z= F(z,Yy,c1, Pp(c1)) 


的 包 络 表示 通 解 . 
得 到 (*) 的 完全 积分 ( 解 ) 的 Lagrange 方法 依赖 于 f 所 满足 的 特征 市 
方程 组 : 
dr dy dz dp dg 


fp fo photqfs -fs -pf ~ —f,— qf, = (**) 
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还 依赖 于 这 样 的 事实 ,. 即 任 一 其 他 的 函数 ,例如 说 , 9(Z,y,z,p,q) 满足 (kx) 当 
且 仅 当 


O 0 O © 0 
fo tf +t photaf) Be fs tpfs)r ~ (ftafs)gg = 0 (+) 
如 果 一 旦 有 了 两 个 独立 积分 , 如 性 质 
fp9q — fagp #0 
所 示 , 则 关系 式 
f(x,y,z,p,9)=0 (x * 冰冰】 
和 
g(x,y, z, D; dj 一 C1 
(其 中 cl 表示 任意 常数 ) 可 用 X,Yy,z,C1l 米 确 定 D,9, 即 
p= p(X,Yy,z,c1) (六 炒米 米 六) 
d 一 g(x, Yy, 2Z, C1). 


可 以 验证 ,利用 (****) 对 工 和 了 (分别 地 ) 微分 的 结果 , 对 (*****) 的 相 
容 性 条 件 

Dy 一 dr 
确实 成 立 ; 因此 , 由 此 得 到 的 包含 第 二 个 任意 常数 ca 的 积分 给 出 了 (*) 的 完 
全 积分 . 


求 偏 微分 方程 组 
二 gq 二 2 ，pgq = 二 4z，p 一 q = 二 apg,a 为 常数 
的 完全 积分 . 
积分 偏 微 分 方程 
VD” 二 2 
并 描述 所 得 结果 . 


7. 知道 了 一 个 完全 积分 
4 一 F(x,Yy,c1,c2) 

就 可 得 到 偏 微分 方程 
f(x,Y,z, p,q) 一 
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按 Cauchy 规定 : z = z(s) 当 工 = xX(s),y 二 y(s) 的 一 个 解 . 这 样 ， 
z(s) = F(z(s),y(8),c1, C2) (i) 


刻画 过 固定 点 (Z,y,z) 且 与 该 处 的 积分 锥 相 切 的 所 有 曲面 ， 而 且 包 含 规 定 交 
数据 曲线 的 切线 的 特殊 曲面 由 (i) 和 关系 式 


的 公共 解 确 定 ; 这 提供 了 表示 式 
cl = C1(8), C2 = c2(s), 
因此 , 从 以 下 这 对 方程 
Zz(s) 一 F(z(s), y(s), C1 (8), c2(8)), 呈 
dc ， p, de2 (iii) 
ds 


( 它 适合 于 曲面 族 z(8) 的 包 络 面 ) 中 消去 s 后 , Cauchy 问题 所 要 求 的 解 z = 
z(X,y) 随 之 得 出 . 
证 明 
z(X,Yy, cl;c2) = CIT + C1Y + C2 


确实 表示 偏 微分 方程 : p = 92 的 一 个 完全 积分 . 给 出 具体 规定 Z(s) = 0,y(s) = 
s,Z(s) 二 s*, 从 有 关公 式 (i,(ii) 得 出 结果 


援引 (ii) 且 找 出 此 问题 所 要 求 的 解 . 


第 十 二 
多 个 目 变 量 的 一 阶 偶 微 分 方程 


考虑 包含 n 个 日 变量 zi,i = 1,2,… ,的 线性 侦 微 分 方程 , 即 


OZ 
D0 Br 一 0, (12.1) 


这 里 Us = Qi(T;),7 一 ], 2,.…- ) 旋 ， 且 


Ty 
az > 0. 


?一 】 


按照 关系 式 J 1 
Ol 2 (12.2) 


引入 积分 曲线 或 特征 线 的 (n 一 1) 参数 族 , 如 果 对 其 有 关 的 自 变 量 的 值 ov 类 0 且 
取 zx 作为 自 变 量 , 则 (12.2) 可 以 蔡 换 成 n 一 1 个 当 微 分 方程 的 方程 组 


dx 他 1 dz» UD dz 1 Lp 
et (12.3) 


给 定 一 组 任意 常数 ci,i = 1,2,.… ,n 一 1 使 得 


> 0 
Xi 一 当 zn = £0), 


了 瞧 一 确定 的 解 
Zi 一 AitZnyci， 1,I=1,...,n—1 (12.4) 
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是 求解 (12.3) 的 结果 . 假定 表示 式 
广 (Z1 Zn 一 ci， 1 一 1 有 一 ] 


由 (12.4) 寻 出 , 这 里 fi 是 图 数 无 天 的 , 由 此 确定 了 包含 点 (zl …… ,zn) 的 曲线 的 
n 一 1 参数 族 ; 因为 如 果 zi 是 (12.3) 的 解 则 fi 保持 为 常数 , 所 以 可 以 很 恰当 地 
把 它们 称 为 (12.2) 的 积分 . 

此 外 , 容易 证 明 这 些 积分 事实 上 等 同 于 偏 微 分 方程 (12.1) 的 解 ; 因此 , 如 果 
z 满 自 方程 (12.1), 且 dzifdt = oi, 则 


a Oz di 一 
万 z(T1(t),.…: ,Tn(t)) = De i -oa :到 = 
这 表明 z 作为 (12.1) 的 积分 , 沿 对 应 的 积分 曲线 具有 前 述 的 常 值 性 . 另 一 方面 ， 
如 果 z(x1,… ,zn) = 二 C 是 (12.2) 的 积分 , 随 之 而 来 的 关系 式 
dz 一 Oz 
En 一 0 二 Dg 
保证 z 是 (12.1) 的 解 . / 
给 出 (12.2) 的 n 一 1 个 独立 积分 的 集合 , fi = ci = 1,…,n 一 1, 则 
= Ffi,f2,.…: ,fn-1) 
定义 了 一 个 更 一 般 的 解 . z 的 这 个 规定 确实 提供 (12.1) 的 一 个 解 , 这 一 事实 通过 
联合 关系 式 
oF DJ OF 0 
3 -2 习 交 下 -中 交 袜 


和 (由 于 函数 f; 满足 (12.1)) 


而 变 得 明显 . 其 次 , 设 z 表示 (12.1) 的 任 一 解 , 且 考 虑 量 a; 以 线性 方式 进入 的 齐 
次 方程 组 ， 


Te 


Oz ~ DF 
io— 二 0, i 二 0,7 二 1,.…， — 1; 


由 于 假设 5 oa? > 0, 因此 方程 组 成 立 束 要 求 a; 的 系数 构成 的 行列 式 必须 为 零 ， 
即 


en , fn—1) —0 


O(z1, 四 , Tn) 
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由 此 导出 结论 
二 Ffi, fn 1) 
偏 微分 方程 
Da —b, (12.5) 
i 二 1 ? 


这 里 ui = ai(x;,z),b = b(7z;,2),i,j = 二 1,… ,n 与 前 面 的 方程 (12.1) 在 两 方面 有 不 
同 ; 第 一 , 它 是 非 齐 次 的 (如 果 5b 关 0); 第 二 , ai,b 的 自 变 量 中 包含 z, 因而 它 属于 
拟 线 性 方程 的 范畴 . 在 (12.5) 的 解 与 对 有 n+1 个 自 变 量 的 函数 ®B(z1,:… ,zn, 2) 
的 偏 微 分 方程 


> 909 + Bz 二 0 (12.6) 
的 解 之 间 存 在 直接 的 联系 ; 即 如 果 @ 满足 (12.6), 则 
5(z ,Tn,z) =0 : (12.7) 


隐 式 地 定义 了 (12.5) 的 一 个 解 . 而 且 (12.5) 的 所 有 解 z = 2(x;) 都 是 这 样 刻画 出 


来 的 . 
为 了 证 明 关于 更 的 这 些 论断 , 考虑 (12.7) 对 z; 微分 的 结果 , 即 
OP 0@ Oz 
Br Tl , Tn, 2Z) 一 Or; 十 Oz Or 一 0, 
由 此 推导 出 
Oz OP /0 


Br; Br/ az (12.8) 


其 次 , 改写 (12.6) 成 形式 


一 06 oF 
D0 (Br)/ (Fe) + 


且 用 (12.8) 以 得 到 对 z 的 偏 微 分 方程 (12.5)， 所 以 就 证 明了 (12.7) 提供 决定 
(12.5) 的 解 的 一 个 隐 式 表示 . 
现在 设 z = 2Z(x;) 是 (12:5) 的 一 个 解 , 且 定 义 函 数 


BTi,2) = Z(7;) — 2%, (12.9) 
这 样 就 使 得 
~-、 Do6 06 Oz 
2 ism toa = Migr. -00 


因而 B 满足 (12.6), 且 关 系 式 B= 0 确定 (12.5) 的 形 为 z = 2Z(xi) 的 一 个 解 . 
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现在 求解 非 齐 次 偏 微分 方程 (12.5) 的 步骤 可 说 明 如 下 : 引入 辅助 常 微分 方 
程 组 


2 (12.10) 
它 是 齐 次 偏 微分 方程 (12.6) 的 特征 方程 ; 且 设 
fi(z1) Ta ,Rng) = Coit = 1,.. ,nN 
表示 n 个 不 同 的 积分 , 则 (12.5) 的 通 积 分 由 关系 式 
Ffi,f2,** ,fn)=0 (12.11) 


隐 式 地 定义 , 这 里 下 是 一 个 任意 (可 微 ) 函数 . 可 以 存在 不 包括 在 上 面 的 关系 式 
中 的 一 个 奇 解 , 它 使 得 (12.5) 中 所 有 的 系数 a;,b 化 为 零 , 从 而 不 用 任何 积分 即 可 
找到 . 

一 个 简单 的 例子 由 线性 (或 Euler) 方程 提供 , 即 


Te 


Sri = Az, | (12.12) 
t= 二 ] OT: 
它 的 特征 方程 组 (12.10) 有 形式 
dd 
Tl 2 Tn 入 之 
且 不 同 的 积分 
T2/T1 一 cl ,Znjz1 = Cn, Z/Tt 一 CA 
带 有 任意 常数 c1,.… ,cn,ca. 所 以 , 由 (12.11)， 
TL9 Ln 
Y2 Xn “1 二 12.13 
(2 至, 训 ) (12.13) 


且 Z(QT1, OX2,: ~ , QTn ) 一 QZ(T1, Z2， “0 , Tn ) 这 一 事实 确认 放 是 一 个 入 次 齐 次 
莪 数 . 
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习 题 12 
. 讨论 偏 微 分 方程 


且 与 前 面 解 过 的 Euler 方程 对 比 . 
. 求 下 列 各 偏 微分 方程 


Or! Br 8ra | 1™2%3, 
多 92 z+ 92 二 7X 十 22 
157 2672 360r3 “1 “° 
和 OZ OZ 
(TX2 ~ bz) (TX1 02) Br 一 bX1 一 QZ2 
的 通 解 . 
. 设 亚 (zy z) 王 0 表示 一 曲面 的 方程 县 注意 到 该 曲面 的 切 平面 方程 为 
By By Ov 
(XX— 一 一 (Y 一 —— (7—2z)=0. 
XX-)+(Y -+ 瑟 (2 一 = 


求 其 母线 过 坐标 原点 的 锥 面 的 偏 微分 方程 直接 解 此 偏 微分 方程 且 证 实 这 
个 解 . 

.时 出 描述 其 母线 平行 于 分 量 为 (a, b,c) 的 固定 向 量 的 柱 面 的 偏 微分 方程 . 这 
个 方程 的 解 是 什么 ? 

,考虑 导入 新 自 变 量 {yi(2;)} 以 代替 原 自 变量 {Ti},i,7 = 1,… ,n, 同时 规定 
障 数 行列 式 


en , Yn ) 
DZ ,Tn) 
不 为 零 以 保证 有 唯一 的 逆 表 示 {Xj(yi)}. 证 明 齐 次 偏 微 分 方程 
- 0 
Dr) =0 (*) 
经 过 变换 后 具有 形式 
一 Oz 
这 里 系数 通 数 


4ji gm) = 2 ,ai(z1) 
i 一 1 
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在 消去 变量 zi 后 用 yi 来 表示 . 如 果 偏 微分 方程 (*) 的 已 知 独立 解 的 个 数 少 
于 最 大 数 7 一 1, 即 已 知 独立 解 

yi, 2 k<n—l 


且 选 取 n—k 个 补充 变量 Yk+1l;'** ,Yn 则 整个 组 {V1, Yy2,* , Yn} 是 一 个 无 
上 是 具有 n 一 上 个 自 变 量 的 偏 微分 方程 . 是 否 可 能 选取 


Yk4l 一 了 FL Un 一 mm) 


如 果 可 能 的 话 , 为 了 完全 解 出 原 偏 微分 方程 , 什么 样 的 第 微分 方程 组 成 为 可 
利用 的 呢 ? 


边 值 问题 的 Fourier 方法 来 源 详 述 


在 解 一 阶 偏 微 分 方程 中 常 微分 方程 有 完全 的 和 构造 的 作用 ,， 当 涉及 高 阶 偏 
微分 方程 时 这 种 作用 就 不 再 有 效 . 然而 , 在 Fourier (于 19 世纪 早期 ) 提出 处 理 
二 阶 偏 微 分 方程 的 一 种 开拓 性 的 且 异 常 成 功 的 方法 中 , 常 微分 方程 仍然 继续 起 
关键 作用 ; 他 的 注意 力 专注 在 边 值 问题 上 , 其 目的 是 找到 在 相关 区 域 的 边界 上 合 
适 地 给 定 条 件 的 偏 微分 方程 的 唯一 解 . 由 于 区 域 形状 和 边界 的 变化 可 以 很 大 , 而 
且 在 各 边界 不 同 部 分 可 各 用 的 条 件 也 可 只 个 同 因而 没有 单独 一 种 方法 能 包罗 
万 象 地 奏效 . 

对 Fourier 的 天 才 (不 限于 技术 范围 ) 的 欣赏 可 从 他 的 专 着 《 热 的 解析 理 
论 》(1822) 的 某 些 内 容 的 译文 中 得 到 , 这 些 内 容 紧 随 着 支配 连续 介质 中 依赖 或 
不 依赖 于 时 间 的 热传导 现象 的 依 微 分 方程 而 展开 . 


冰 水 米 冰 米 炒 杯 


Fourier 论 平 板 中 的 热流 ， 选 自 Théorie Anajlytique de la Chaleur, 1822 .中 

“由 上 面 的 讨论 , 在 固体 内 部 关于 定常 或 不 定常 流 问 题 化 归 为 纯 分 析 学 问题 ; 
所 以 , 物理 学 在 这 个 分 支 的 进展 依赖 于 分 析 学 作出 的 进步 . 我 们 已 导出 的 偏 微分 
方程 包含 了 该 理论 的 主要 结果 ; 它们 以 最 一 般 和 简明 方式 表示 了 对 很 广泛 的 一 


”@ 中 译本 :《 热 的 解析 理论 》, [法 ] 约瑟夫 . 仿 里 叶 著 , 桂 质 亮 译 , “科学 名 著 文库 ” 之 一 , 武 
汉 出 版 社 , 1993 年 10 月 第 1 ; 
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类 现象 的 数值 分 析 的 必要 关系 式 ; 而 且 它 们 将 自然 哲学 的 最 重要 分 支 之 一 永远 
地 和 数学 科学 联系 起 来 . / 

现在 尚 竺 发现 这 些 方程 的 合适 的 处 理 方法 以 求 得 它们 的 全 部 解 昌 使 之 有 可 
能 灵活 地 应 用 . 以 下 的 问题 提供 了 导致 这 样 的 解 的 分 析 的 第 一 个 例子 ; 据 我 们 
看 , 它 是 用 来 阐明 我 们 的 方法 的 最 合适 的 一 个 例子 . 

设 一 均匀 固体 物质 被 两 个 竖立 的 平行 的 无 限 平 
面 B,C 所 界定 , 且 被 垂直 于 B,C 的 平面 4 分 成 两 
部 分 ; 我 们 考虑 被 这 三 个 无 限 平 面 A, B,C 所 界定 
的 物质 B4C. 无 限 固 体 的 另 一 部 分 B'4C' 假定 是 
一 个 恒定 的 热源 , 即 它 的 所 有 乓 都 保持 常温 1， 两 
侧 固 体 分别 由 C 和 4 {延长 的 ), B 和 4 (延长 的 ) 
部 分 界定 的 区 域 中 , 假设 由 某 种 外 在 方法 维持 在 恒 ] ] 
定 的 温度 0, 最 后 , 由 4,B 和 C 界定 的 固体 的 后 Bp' ec 
(“ 分 子 ”") 有 初始 温度 零 . 热 将 不 断 地 从 热源 流入 固 | 
体 B4C, 且 将 在 那里 纵 同 地 问 冷 物质 B 和 C 传播 
它们 将 吸收 大 部 分 热 、 固 体 B4C 的 温度 将 逐渐 升 高 , 但 它 永 远 不 超过 或 达到 一 
个 最 大 的 温度 , 这 最 大 温度 对 各 质点 是 不 同 的 . 要 求 确定 这 变化 状态 所 趋向 的 温 
度 的 最 终 的 (平衡 ) 状态 . 

如 果 这 最 终 状 态 是 已 知 的 , 并 且 后 来 也 达到 了 , 那么 它 将 保持 下 去 . 这 是 区 
别 于 所 有 其 他 状态 (或 温度 分 布 ) 的 性 质 . 这 样 , 实际 问题 就 是 要 决定 无 限 甜 形 
固体 的 持久 温度 , 该 固体 由 两 个 冰 物 质 B 和 C 及 一 个 沸水 物质 4 所 界定 ; 这 种 
简单 和 初等 问题 的 考虑 是 发 现 自然 现象 的 定律 的 最 可 靠 方 法 之 一 ， 且 科学 史 证 
明 每 种 理论 都 是 按 这 种 方式 形成 的 . 

为 更 简洁 地 描述 同样 的 问题 ， 设 有 无 限 长 的 矩形 平板 BAC, 在 其 底 边 4 上 
加 热 , 因而 在 底 边 的 所 有 点 上 维持 常温 1; 设 垂直 于 底 边 的 两 个 半 无 限 边 B 和 C 
上 的 每 点 上 也 有 常温 0; 问题 是 决定 在 这 平板 上 任 一 点 处 的 稳定 温度 . 


将 该 板 分 成 两 相等 部 分 的 直线 4z 取 作 x 轴 , 且 任 意 后 的 坐标 是 zx 和 y; 最. 
后 , 该 平板 的 宽度 4 表 成 2L, 或 为 简化 计算 用 r 表示 . 如 果 在 每 一 所 处 建立 一 
个 温度 等 于 w(x,y) 的 纵 坐 标 , 那么 在 该 平板 上 方 就 形成 了 一 个 直到 无 穷 的 曲面 . 
我 们 将 试图 确定 这 曲面 , 它 通 过 在 y 轴 上 方 有 单位 距离 1 的 一 条 直线 , 且 沿 两 条 
平行 于 zx 轴 的 无 限 直 线 切 割 水 平 的 (z,y) 平面 . 


对 本 问题 中 的 情形 应 用 一 般 的 (扩散 ) 方程 


Ou (= Ou 3) 
Tk 
ot 
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我 们 略 去 82w/68z? 和 Bu/ 两 项 ; 这 样 决定 所 求 曲 面 性 质 的 方程 是 


Ou O02u 


表示 固体 平板 BAC 的 平衡 态 的 函数 u(z,y) 必须 (a) 满足 (i), (b) 当 y = 十 时 
不 论 Z(> 0) 是 什么 , 必须 为 零 ， (c). 当 xz 一 0 且 -5 <Y< 5 时 必须 等 于 1. 此 


外 当 xz 很 大 时 这 函数 应 变 得 非常 小 , 因为 所 有 热量 来 自 热 源 A. 

我 们 首先 寻找 满足 (i) 的 x 和 Y 的 最 简单 函数 ; 然后 我 们 将 推广 对 4 的 表 
示 式 以 求 满足 所 有 提出 的 条 件 . 然后 我 们 将 得 到 最 一 般 的 解 且 证 明 给 定 问 题 没 
有 其 他 的 解 . 

两 个 变量 的 函数 常常 可 以 简化 成 不 那么 复杂 的 表示 式 , 如 果 我 们 认为 无 限 
多 值 由 于 两 变量 之 一 或 两 者 造成 的 话 ; 这 可 以 在 代数 函数 中 看 到 , 在 这 一 特殊 情 
形 取 一 个 x 的 函数 和 一 个 y 的 函数 的 乘积 的 形式 . 

我 们 首先 考察 u 的 值 是 否 能 表 成 这 样 的 一 个 乘积 ; 记 wu = F(z)f(y), 且 代 入 
Gi) 中 后 我 们 有 

F(z) f° (y) qd 下 9 


F(z) +t =0 F (7) = a f(y) = 


因此 可 以 假设 F(z)/F(zx) = mm 和 f(y)/f(y) = 一 m*,m 是 任意 常数 , 这 样 假 
设 只 为 求 得 4 的 特殊 的 形式 . 上 面 的 两 方程 揭示 F(z) = e-"?, f(y) = cos my. 我 
们 不 能 设 m 是 负 的 且 必 须 排除 所 有 包含 em*(m > 0) 作为 因子 的 的 形式 ， 
为 当 z 无 限 大 时 温度 不 能 变 为 无 限 . 事实 上 除 来 目 常 热源 4 外 无 热量 补充 ,只 
有 极 小 部 分 能 到 达 离 热源 很 远 的 空间 区 域 . 其 余部 分 愈 来 愈 多 地 转向 和 0C 的 
无 限 边缘 , 且 在 以 它们 为 边界 的 冷 物质 中 消失 . 

函数 e-mz cos my 中 的 指数 m 是 未 知 的 , 且 我 们 可 取 任 意 正 数 作 为 这 指数 ; 


第 二 个 条 件 可 满足 . 
u 的 更 一 般 的 形式 由 类 似 项 相 加 容易 找到 ; 这 样 


— 37 


u(r,Yy) =ae cosy+ be ?cosdy+ ce zcos59 十 …: (ii) 
显然 函数 u(x,y) 满足 方程 (i) 和 条 件 v (x, +=) 二 0. 第 三 个 条 件 尚 待 满 足 , 它 
表 为 u(0,y) = 1, 且 非 常 重要 的 是 要 注意 对 任何 -了 < y < 5, 这 结果 必须 成 立 


如 果 y 不 是 在 -5 和 5 之 间 , 对 函数 v(0,y) 取 的 值 无 需 讨论 . 因此 方程 (i) 必 
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须 满足 以 下 恒等式 
1 = acosy 十 bcos33 十 …:， -3 <Yy< 了 
无 穷 多 个 系数 a,b,……, 由 此 恒等式 来 确定 . 
右边 是 y 的 函数 , 只 要 -了 <y< 了 它 必 须 等 于 1. 可 能 会 怀疑 是 否 存在 这 
种 函数 , 但 这 困难 被 下 述 的 论证 完全 澄清 . 
为 了 使 (i 成 立 , (未 知 ) 常数 5 c .… 也 必须 满足 由 相继 微分 所 形成 的 方 
程 , 所 以 


] = a cosy 十 Dcos3y 十 …. ， U 一 a cosy 十 320cos37 十 。。。 
0 一 asiny 十 3bsin37y 十 .…' ， 0 = asiny + 33bsin 3y 十 …. 


这 样 的 方程 的 个 数 如 同 未 知 数 a, b,c,... 的 个 数 一 样 是 无 穷 多 的 . 所 涉及 的 
问题 是 除了 单独 的 一 个 未 知 数 外 如 何 消去 所 有 其 余 的 未 知 数 ; 扩 妥 是 


2 2 2 
0 二 2 一， b= 2 汪 ， C= 4 
由 此 
一 一 上 _ 3 + OS 9Y 一 … 
1 COsY 3 COSoY + 5 COS OV ， 
现在 我 们 能 构成 所 提问 题 的 一 般 解 ， 


1 1 
Tu 人 2 y)=e€ ”cosy -se COs 38 十 se COS OY 一 (ii 


方程 《ii) 可 用 来 决定 与 一 边 被 加 热 的 矩形 中 的 定常 运动 有 关 的 所 有 因素 . 例如 
如 果 问 什么 是 热源 的 消耗 量 , 即 在 一 定时 间 内 穿 过 底 边 4 且 被 调换 成 流入 冷 物 


质 B 和 C 的 那些 热量 , 我 们 注意 到 垂直 于 y 轴 的 流 是 -天 5@， 所 以 , 在 时 间 
区 间 dt 内 流 过 y 轴 的 一 部 分 dy 的 热量 是 -Kdydt; 且 由 于 这 温度 是 依赖 于 
时 间 ,每 单位 时 间 的 热流 是 -Kdy. 为 了 确定 流 过 底 边 的 全 热量 , 这 表示 式 必 
须 在 上 下 限 y = -5 与 ! = 2 之 间 积 分 , 或 者 同样 地 , 必须 从 y = 0 到 y = 积 


分 再 将 结果 加 倍 . 
因此 热源 消耗 量 的 表示 式 是 


T /2 
» / (- Ky) dy, 
0 Or 


多 因子 K 被 Fourier 用 来 表示 平板 物质 的 一 个 热学 参数 ， 即 导 热 率 . 
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类 似 地 每 单位 时 间 内 穿 过 一 个 与 原点 距离 为 z 的 横 截 边 的 总 热流 是 


7 Bu(z,y) 
2 KDW a 
| ( 5 ) oy 


为 了 确定 每 单位 时 间 穿 过 画 在 平板 上 平行 于 边 B 和 C 的 一 条 直线 的 总 热量 , 我 
们 用 表示 式 -Ke 且 乘 以 所 画 直 线 的 线 元 dx, 在 该 直线 给 定 边 界 之 间 对 x 积 


分 ; 这 样 积分 。 
| (~) 


表示 多 少 热流 过 此 直线 的 整个 长 度 ; 令 y = 上 且 从 zz=0 到 xz = oo 积分 , 我 们 
也 得 到 每 单位 时 间 内 从 平板 无 限 边 缘 C 逃逸 的 热量 . 以 下 我 们 可 以 将 最 后 这 个 
量 与 热源 的 消耗 量 相 比较 ; 因为 热源 必须 不 断 地 补充 流入 物质 B 和 C 的 热量 . 
如 果 在 每 个 时 刻 这 种 补偿 不 存在 , 温度 系统 会 随时 间 而 变 . 
方程 (ii) 给 出 
Ou 4K 
Br x 


乘 以 dy 且 从 y= 0 积分 , 我 们 有 


(eTcosy — ee ?cos3y+...); 


4K 1 
一 一 Gs siny — ~e ?sin 3y 十 . . 
TT 3 


如 果 y = 7 且 两 倍 该 积分 , 我 们 得 到 
一 > 十 0- 十 ce 十 … (iv) 


作为 每 单位 时 间 内 穿 过 平行 于 底 边 与 底 边 相距 zx 的 一 条 直线 的 热量 . 
从 (十) 也 推导 出 : 


一 六 -一 一 一 (ezsiny 一 esin3y 十 .…)， 
所 以 从 z=0 取 的 积分 
给 出 


4K ] 
一 一 0 一 ee “)siny— sl -ez)sin3y 十 .… | . 
下 
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从 适合 于 z = oo 的 值 减 去 上 面 的 值 , 就 有 


4K ( —T ，， 1 一 了 ,: 
一 一 |e Sny 一 二 6 SIN3y 十. |， 
nT 3 


且 置 y = 5, 则 穿 过 C 上 从 相距 > (相对 于 边缘 ) 的 点 到 无 穷 远 点 的 那 一 段 的 执 


量 为 
4K 


一 G 十 ea 十 eS 十 2 ; 

可 以 看 出 它 恰好 是 沿 平行 于 底 边 与 底 边 相距 z 的 一 条 横 截 线 进入 平板 的 总 量 的 
在 (iv) 中 引入 xz = 0, 结果 是 无 限 值 ; 其 原因 是 有 一 热量 的 “急流 ” 同 外 和 穿 

过 B 和 C 的 邻近 底 边 的 部 分 ; 因为 接近 底 边 的 点 有 温度 近似 地 等 于 1, 而 接近 

直线 B,C 的 点 与 冷 物质 互相 接触 , 由 此 引起 大 的 流 .” 


闵 米 米 米 米 米 六 


上 述 Fourier 的 论证 的 样 例 显示 了 一 种 超常 的 技巧 : 显然 , 他 所 承诺 的 完全 
澄清 在 分 析 的 核心 部 分 建立 三 角 级 数 的 困难 并 没有 实现 , 而 且 值 得 注意 的 是 他 
为 通过 进入 和 离开 平板 的 热流 量 之 间 的 必要 平衡 来 验证 所 提出 的 不 依赖 时 间 的 
解 的 正确 性 而 给 出 的 重要 的 细节 . Langer ( 兰 格 ) 在 他 全 面 的 综述 文章 “Fourier 
级 数 , 一 个 理论 的 形成 和 发 展 ” (1947) 中 有 恰当 的 评注 , 特别 是 “Fourier 的 工作 
对 纯 数 学 概念 的 发 展 和 数学 应 用 于 科学 和 技术 范围 的 扩展 两 者 都 有 最 深刻 的 影 
响 . 然而 , 这 些 功 劳 基本 上 来 自 Fourier 的 解释 而 不 是 来 自 他 的 操作 . 无 疑 地 , 这 
部 分 是 因为 他 很 不 理会 严格 性 (与 Fourier 本 人 意识 到 的 较 好 的 标准 相 违 背 的 ). 
对 于 严格 性 他 有 能 力 采 取 一 些 连 那 些 天 生 更 爱 挑剔 的 人 也 根本 不 可 能 采取 的 概 
念 的 步骤 .” 

如 果 沿 前 述 平板 问题 的 有 限 的 边 上 的 温度 是 可 变 的 , 而 且 例 如 说 具有 对 称 


性 质 , 即 f(y) = f(y), ~ <y< > 现在 概述 的 方法 要 求 一 个 展开 式 


f(y) = acosy + bceosdyt+..., 一 二 <Yy< > 


2 
关于 此 式 Fourier 给 出 了 系数 表示 式 


Ti2 4 /2 
a =< / f(y) cosydy = = / f(y) cos ydy, 
0 


i jrx/2 


» T /2 4 /2 
p= / f(y) cos 3ydy = < 上 f(y) cos 3ydy, 
—n/2 i Jo 
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这 里 积分 的 第 二 个 变形 依赖 于 两 个 被 积 因子 的 偶 对 称 性 . 事实 上 , Euler 早 于 别 
人 , 仅 对 某 类 函数 作出 这 样 的 表示 ; Fourier 向 前 迈进 且 断 言 这些 适 用 于 对 各 自 的 
积分 有 有 限 值 的 任何 函数 f(y) (包括 不 连续 的 0， 这样 的 断言 在 当时 引起 怀疑 ， 
再 次 引用 Langer 所 述 ,“ 即 使 有 大 量 为 他 所 证 实 的 证 明 , 在 很 多 情形 , 也 只 是 得 
到 勉强 的 和 不 情愿 的 接受 . 在 新 的 推断 后 面 缠 涵 的 内 容 是 太 革 命 性 的 , 以 致 不 易 
被 吸收 . 它们 要 求 的 正 是 对 许多 不 折 不 扣 的 传统 概念 、 某 些 处 于 数学 分 析 真 正 基 
础 的 概念 进行 根本 的 修改 . 虽然 Fourier 对 很 多 特定 情形 作 了 计算 . 但 是 他 并 没 
有 给 出 他 的 关于 任意 函数 可 用 三 角 函 数 表 示 的 最 终 断 言 的 一 般 证 明 . 确实 不 能 
给 出 这 样 的 证 明 , 因为 忽略 了 加 在 函数 上 的 所 有 先决 条 件 , 这 断言 太 广 以 致 难以 
成 立 . 在 严格 性 方面 令 人 满意 且 足 够 一 般 的 第 一 个 证 明 是 Dirichlet (1805 一 1859) 
于 1829 年 给 出 的 .” 
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1. 用 Fourier 方法 分 析 一 个 平板 问题 , 假设 温度 在 边 4,C 上 分 别 等 于 1 和 0， 
而 温度 的 法 向 (或 1 方向) 导数 在 边 B 上 为 零 . 

2， 当 温度 的 指定 值 在 B,C 上 等 于 1 而 在 4 上 等 于 0 时 , 试 研究 对 应 的 边 值 
问题 . 

3. 在 所 考虑 的 个 别 例子 中 , 在 平板 的 角 点 处 边界 数据 表现 出 不 连续 性 ; 如 果 数 
据 的 指定 全 部 是 连续 的 , 那么 温度 和 流量 分 布 上 会 随 之 出 现 何 种 性 质 上 的 差 
弄 ? 


第 十 四 章 
本 征 函 效 与 本 征 值 


用 Fourier 方法 去 找 二 阶 齐 次 线性 偏 微分 方程 在 自 变量 的 规定 值 处 满足 适 
当 条 件 的 (唯一 ) 解 , 要 利用 表 成 两 单 变量 函数 之 积 的 特 解 ; 后 者 要 满足 各 自 的 齐 
次 线性 香 微 分 方程 , 其 中 包含 一 个 参数 或 分 离 常 数 . 适用 齐 次 两 点 边 值 条件 的 常 
做 分 方程 首先 受到 注意 , 且 称 为 固有 画 数 或 本 征 函 数 的 非 平 凡 解 的 存在 性 是 随 
看 运 今 未 定 的 参数 限制 到 一 组 固有 值 或 本 征 值 而 定 的 (例如 前 面 概述 的 平板 问 
题 中 , 具有 特殊 目 变 量 的 余弦 函数 )， 仿 微分 方程 的 对 应 特 解 的 线性 组 合 或 二 加 
定义 一 个 更 一 般 的 解 , 此 外 它 必 须 表示 在 给 定 问 题 的 叙述 中 出 现 的 一 个 任意 指 
定 了 负数 . 这 种 分 析 的 交织 在 一 起 的 两 股 线索 , 分 别 涉及 本 征 函 数 , 本 征 值 本 身 和 
它们 在 描述 不 同性 质 的 函数 中 的 作用 , 提出 了 进一步 研究 的 课题 , 可 以 理解 这 些 
课题 已 受到 很 大 注意 . 一 开始 讨论 本 征 函 数 和 本 征 值 是 一 种 自然 的 选择 , 为 简单 
起 见 , 考虑 一 种 理想 化 情况 , 即 沿 一 固定 方 疝 , 例如 说 沿 横 截面 很 小 且 一 致 的 同 
质 杆 的 轴 的 热 的 传递 . 对 不 定常 和 非 均 色温 度 w(x,t) 的 有 关 偏 微分 方程 , 即 

Ou Ou 


有 两 个 日 变量 , 轴 坐 标 zx 和 时 间 t; 这 时 常数 与 不 同 的 物质 参数 有 关 , 即 


这 里 «,p,c 分 别 表示 热传导 率 , 密度 (每 单位 长 度 的 质量 ) 和 比 热 . 第 一 个 参数 
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进入 沿 正 z 方向 热 传 递 的 时 间 速 率 或 局 部 热流 量 的 表示 式 

Ou 

7(x,t) = 一 (14.3) 
而 另外 两 个 出 现 于 此 杆 的 每 单位 长 度 的 热 容量 的 表示 式 pcu 中 .实质 上 , 仿 微 
分 方程 (14.1) 直接 将 无 穷 小 区 间 内 热 容 量 的 瞬时 变化 与 其 两 端点 的 同步 流量 笑 
联系 起 来 . 在 形成 所 谓 扩 散 方 程 (14.1) 的 定 解 问题 时 , 一 个 在 t= 0 的 初始 条 件 
(I.C.) 和 在 杆 的 两 端点 x = 0, 工 的 一 对 边界 条 件 (B.C.) 需要 规定 . 

议 
u(x,0) = f(z), 0<7xz<L (14.4) 

表示 初始 条 件 , 这 里 f(z) 是 有 可 积 性 质 的 一 个 广泛 函数 类 中 的 一 个 代表 , 且 又 
特别 地 假定 一 对 齐 次 边界 条 件 , 即 


u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0. (14.5) 


现在 假设 : 当 沿 z 轴 的 线段 0 < x < 工 和 线 
段 z = 0,L,0 < +t < tp, 数据 或 v 的 值 融入 
到 (14.1) 的 解 中 时 , 在 操 P(xzp,tp > 0) ( 见 
图 29) 的 唯一 的 和 可 决定 的 值 即 作 为 结果 
得 出 . 取 (14.1) 的 解 的 一 种 形式 , 它 有 单 变 
量 因子 , 即 


u(rz,t) = X(T)T(t), (14.6) 


然后 , 代入 (14.1) 和 重 排 后 , 出 现 图 20 
1 dX 1 dT 
FE 

由 于 这 关系 式 的 前 面 两 部 分 描述 自 变量 (z,t) 的 函数 , 它们 的 公共 值 -和 必须 是 

一 个 纯 数量 ， 援 引 边 值 条 件 (14.5), 就 提供 了 参数 地 依赖 于 分 离 常数 》 的 函数 

X(z, 和 ) 的 齐 次 方程 组 


a2 
(人 X(T,A)}=0, OO<Zz<L, (14.8) 


X(0,MN=0, X(L,N)=0, 


对 入 的 任意 值 它 有 平凡 解 X(z, 和 ) 三 0, 且 偏 微分 方程 (14.1) 的 对 应 解 = 0 

显然 没有 意义 . 为 了 得 到 方程 组 (14.8) 的 非 平凡 得 有 意义 的 解 , 首先 注意 到 以 _ 

X(z, 和) 的 微分 方程 的 全 部 解 可 表 成 形式 (不 管 和 的 值 如 何 ) 

sin VAT 
入 3 


X(T,A) = Acos VAzT+B (14.9) 


. 132 . 偏 微分 方程 


这 里 第 二 项 中 包括 一 个 数值 因子 人 保证 


X(z,0) = A+ Bz., (14.10) 
也 表示 和 = 0 时 的 通 解 ; 如 果 这 因子 从 (14.9) 中 赂 去 , 所 得 结果 
X(rz,0)= 4 


显然 没有 (14.10) 那么 一 般 . 
和 规定 的 边界 条 件 X(0, 入) = 0 一 起 , 从 (14.9) 直接 演绎 出 的 结果 是 4 = 0， 
且 因 此 保证 满足 另 一 边界 条 件 XX(L, 入) = 0 的 要 求 取 形式 


sin VAL 
B = 0. (14.11) 
B 不 能 取 零 值 , 因为 当 A= B=0 时 ,XX = 0; 入 也 不 能 取 零 值 , 因为 
sin VAL 
A VE 


与 (14.11) 了 矛盾. 所 以 (14.11) 的 合适 的 变形 是 
sinVAL =0,，A 和 #0, (14.12) 
且 这 式 子 用 以 确定 和 的 可 容许 值 ; 显然 
VAL =nr, n=+l,+2,..- 
三 
An = nr/L), n=1,2,... (14.13) 
齐 次 方程 组 (14.8) 的 对 应 解 , 除了 一 个 事先 不 能 固定 的 标量 因子 外 , 是 


Xn(1) = sin——, n=1,2,... (14.14) 


妃 之 , 方程 组 (14.8) 的 仅 有 的 非 平 凡 解 称 为 回 有 函数 或 本 征 函数 ,有 形式 
(14.14) 且 每 一 函数 对 应 集合 (14.13) 中 的 一 个 个 别 的 固有 值 或 本 征 值 ; 此 外 , 该 
方程 组 只 有 平凡 解 X = 0, 除非 和 = Xn. 有 一 个 涉及 不 同 本 征 函 数 的 重要 关系 
式 , 即 


L 
/ Xm(TI Xn(T) dr =0, m8#n. (14.15) 
0 
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容易 验证 如 下 , 由 于 


L IT Nnr 
sin sin dx 
0 L L 


L 一 
四 ; 1/ {0 TE os 
0 


L 


(mC— nnAz (0 十 和 JITC1 


-| 一 -一 一 一 | =omzm 
此 外 ,如 m= 


[ X2(Z)dz = 三 sin” 一 dz 一 了 (14.16) 
从 (14.7) 导出 的 对 有 关 函 数 工 ,(t) 的 齐 次 常 微 分 方程 


dT /dt + EnT™, = 0, n= 1,2,.. 


被 


T(t) = e-hxnot — @—k(nn/L)t 
所 满足 , 这 样 函数 
un(T,t) = Xn(T)Tn(t) = sin ie epknm/D) n=1,2,... (14.17) 


表示 该 偏 微 分 方程 依从 边界 条 件 (14.5) 的 特 解 . 在 构成 带 有 可 任意 处 理 的 系数 
cn 的 un 的 线性 组 合 后 就 可 得 到 更 一 般 的 解 , 即 


u(x,t) et t,t) = 2 sin -一 一 7 ek(nn/L)t (14.18) 
多 一 1 


且 这 把 (任意 ) 给 定 的 初始 温度 f(z) 一 个 Fourier 正弦 级 数 联 系 起 来 , 因为 


ut(z;0) = -> sin——, 0<z<L (14.19) 


用 Xn(x) = sin 一 乘 (14.19), 随后 在 区 间 0 < x < L 上 逐 项 积分 ,由 于 
(14.15),(14.16), 况 得 册 各 系数 的 表示 式 


L 
7 = / f(x) sin dz 


关系 式 (14.18),(14.20) 联合 提供 了 所 述 扩 散 方 程 边 / 初 值 问 题 的 一 个 显 式 解 . 


m = 1,2,.… (14.20) 
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当 上 一 oo 时 展开 式 (14.18) 中 的 每 项 的 量 趋 向 零 ， 因 此 其 总 和 也 趋 于 零 ， 
所 以 


dim wlz,t) =0, 0O<z<L, 
这 简单 地 表明 开始 时 出 现 于 杆 中 的 所 有 热 
L 
Q = / pcj zjdz 


最 终 在 两 端点 处 (z = 0,z = 荆 ) 和 逃逸, 该 处 温度 保持 为 零 
为 了 得 到 对 所 提出 的 解 的 目 相 容 性 的 某 些 保证 , 首先 注意 (14.18),(14.19) 结 
合 在 一 起 的 形式 ， 


9 OO 2 L | 
u(x,t) = pp > e 一 Cn/ 二) ‘| fr) sin 一 sin dz, 
n=1 


其 次 , 在 端 把 x = 0, 工 的 瞬时 外 同 流量 的 表示 式 分 列 是 


Ou [ay 一 —k(nn/L)’t TN 三 7 。 NNAT' 
6 天 2 a f(z ) Sin dz 
和 
Ou _. 2 二 —k(nn/L)2t n 二 1 - i nner | 
-二 一 2 (1) | f(x ) sin dz . 


最 后 两 式 对 时 间 积 分 决定 从 两 端 氮 的 热 的 总 流出 , 即 
~ Ou gl /nn 
Qo= | “4 f(z ) sin 7 dz 


和 
Du ke (ltl /YT ,NAr’,, 
ar= |/ 3. /| f(x )sin T dz ， 
并 一 n=] 
因此 


i D") fe) sin Ear 


k 所 (2m 十 1)nzx 
一 4— 2 
大 2 Tt 三 Fr )sin dr , 


再 利用 从 表示 式 (14.19),(14.20) 对 特殊 选择 的 f = 1 所 得 的 结果 为 


: NA 
co sin(2m+1) 
,_4 sin(2m + 1)— 


GG O00<7rz<L, 
T < 一 2m 十 1] ™ 
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L L 
Qo+Qu=$ | fade = | pct)dr=0, 


如 果 边 界 条 件 (14.5) 换 成 另 一 对 齐 次 条 件 


这 正 是 所 要 求 的 . 


Ou 
这 表示 在 杆 的 两 (绝热 的 ) 端点 热流 为 零 , 沿 此 杆 的 温度 的 对 应 方程 组 
0 O 
= 5 0<z<L,t>0, (14.22) 
Ou 
Bz 一 0, 澳 一 0， L 
和 


u(x,0) = f(x), 0<7z<L 


能 以 前 面 方式 来 分 析 . 从 分 离 变量 式 w(x,t) = XX(z)T(t) 开始 ， 发现 坐标 因子 
X (7z, 和) 必须 服从 关系 式 


d? : 
(下 +A)xec-o 0<7zX<L 


(14.23) 
和 


4 人 一 U， X=0,L. 
QT 
微分 X(z, A) 的 一 般 式 (14.9) 后 , 结果 为 


dX 


人 | 


二 AVAMAsin VAT + Bceos V AM, 
为 了 保证 在 x = 0 的 条 件 dX/dzx = 0, 由 此 导出 B 的 值 为 零 . 剩 下 的 在 r=L 
的 边界 条 件 dX/dzr = 0 要 求 


AVAsin VAL=0 
或 简单 地 


sin VAL = 0, (14.24) 
因为 联合 指定 4 = B = 0 得 出 的 只 有 平凡 解 X = 0. 本 征 值 方程 (14.24) 有 显 式 
解 , 即 


Mn = nr/L), n=0,1,... 


(14.25) 
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且 有 相关 的 非 平 凡 解 或 方程 组 (14.23) 的 本 征 函 数 


X, (x) = cos 一 n = 0,1,... (14.26) 
便 助 于 本 征 函 数 的 展开 式 ， 
u(x,t) = 5 Cn COS eknr/L)t (14.27) 
n= 二 0 L 


所 包含 的 各 项 满足 扩散 型 齐 次 偏 微分 方程 和 特殊 的 边界 条 件 (14.21); 当 加 上 初 
始 条 件 u(x,0) = f(z) 时 , 对 函数 f(z) 的 Fourier 余弦 级 数 表 示 式 出 现 , 即 


u(x,0) = f(r) = 2》 Cn COS 一 0<z<L. (14.28) 
n= 二 0 
利用 本 征 函 数 的 积分 性 质 , 即 
0， 7m 天 见 ， 
L 
/ COS 一 COS dz = 人 bt, m=n=0, (14.29) 
0 L 
D， nm 二 A 0 
(14.28) 中 的 系数 o 可 以 分 别 地 决定 ; 这 样 
L L 
c0 = z/ f(x)dr, en = z/ f(r) cos dz, n = 1,2,..- (14.30) 
0 0 


且 (14.27),(14.30) 联合 地 刻画 所 考虑 问题 的 解 . 
从 (14.27) 推断 出 的 渐 近 性 质 


L 
umd) ~ =7/ f(z)drx， 当 t+ 一 0% 


对 应 于 沿 整 个 杆 的 最 终 为 均匀 的 温度 分 布 , 由 于 在 绝缘 的 两 端点 , 没有 热能 够 逃 
选 , 且 非 均 勾 的 分 布 将 趋向 其 平均 值 , 这 是 一 个 显然 可 预见 到 的 结果 ， 

在 刚才 讨论 的 两 个 例子 中 , 分 别 带 零 温度 或 零 流 量 的 边界 条 件 , 所 有 的 本 征 
值 是 非 负 的 , An > 0, 且 时 间 因 子 


Tn (t) — eKAnt 
出 现在 扩散 方程 的 特 解 中 ， 


Un(z,t) = Xn, (x)T,(t), 
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导致 在 上 一 oo 的 极限 下 w 为 零 或 有 者 的 性 态 . 显然 , 如 果 杆 的 温度 显示 随时 间 
不 断 增长 , 则 热量 必须 通过 该 杆 的 端点 补充 , 且 这 样 的 一 个 性 质 要 求 至 少 存在 一 
个 负 本 征 值 . 

为 证 明 后 一 种 可 能 性 , 考虑 特定 的 一 组 方程 


Ou Ou 
ok 0<r<Lt>0, 
ot Ox2 I 
Ou 
Fr thu=0, T=0u=0,r=L,t>0 (14.31) 


各 
u(r,0)= f(x), 0O<7z<L 
这 里 在 x =0 的 (新 ) 边界 条 件 改 号 成 形式 


Ou 
Br 一 hu, 


如 果 h > 0, 则 导致 正 流量 进入 杆 中 . 用 通常 假设 的 解 的 乘积 形式 
u(rT,t) = X(r)Tt), (14.32) 


偏 微分 方程 的 变量 分 离 法 提供 了 显 式 表示 式 


T(t) = Ekat 
和 函数 XX(zx, 入 ) 的 隐 式 组 
12 
(各 + A) X(z,N\) =0,， 0<z<L, (14.33) 
dxX 


gr th =0, T=0: X=0,rz=L, 


这 里 入 起 参数 作用 . 为 得 到 齐 次 组 (14.33) 的 非 平凡 解 即 本 征 函 数 , 将 把 X(z, 入 ) 
的 一 般 表 示 式 (14.9) 


X(r, 和) = Acos Vir + Bon 0<z<L 


用 到 现在 的 边界 条 件 上 , 这 产生 一 对 关于 4, B 的 齐 次 线性 方程 
h.A+B=0, (14.34) 


sin VAL 
cos VAL. 4 十 .B=0. 
VA 
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这 方程 组 的 平 几 解 4 = B =0 导致 X=0. 它 有 非 平 几 解 当 且 仅 当 


h ] 
cos VAL sin VAL 加 
VA 


或 
Si VAL 
VA 


它 是 入 的 本 征 值 方程 . 如 果 如 下 面 所 假设 的 ， 


— cos VAL = 0, (14.35) 


=hLs]1, (14.36) 


则 和 值 入 = 0 与 (14.35) 不 相 容 . 
当 (14.35) 成 立时 , 方程 组 (14.34) 只 是 决定 比值 


= —h=—VAcotvAL. 


且 该 方程 组 的 非 平 凡 解 在 先 略 去 任意 标量 因子 4 再 略 去 因子 csc VAL 后 , 有 形 
式 


X(x,N) = sin VAL ~ x). (14.37) 
现在 要 求 对 本 征 值 方程 (14.35) 作 某 些 考察 , 将 所 讨论 的 方程 (14.35) 换 成 
tané = : (14.38) 


是 方便 的 , 这 里 包含 了 无 量 纲 量 
é£ = VAL. (14.39) 


由 于 € 的 正切 函数 和 线性 函数 (两 者 都 有 和 奇 对称 性 ) 有 无 穷 多 个 公共 人 ( 见 图 
30), 可 得 出 结论 (不 管 a 的 正 负 号 ): 超越 方程 (14.38) 有 无 穷 多 个 根 , 即 


4+81, 士 Eco 
它们 对 应 于 正本 征 值 的 集合 

Mn = (én/L) ,n=1,2,., 0<A<AM < 
此 外 , 每 一 本 征 值 与 一 个 本 征 函 数 相 联 系 


Xn(z, én) = sin én (1 一 了 n= 1,2,... (14.40) 
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\ \ | | 
/ 

| tan & | | si/a 
\ \ ] \ 
| | /A / ] 
| 二 
61 /oo | 6 € 

] ] 
| | 
| | tané | 
| | | 
| | | | 

30 


且 该 偏 微分 方程 的 满足 (14.31) 中 假设 的 两 边界 条 件 的 所 有 有 关 的 解 
un (1,t) = Xn(rT)e (én/T) + (14.41) 


当时 间 变 量 t 变 得 任意 大 时 都 过 同 于 零 . 
由 于 所 考虑 的 偏 微分 方程 的 分 离 变量 解 中 的 特征 指数 因子 T(t) = 
exp( 一 (CE/)2t) 当 6&2 <0 时 将 随时 间 递 增 , 记 


< = 订 ， 7 为 实数 (14.42) 


来 开始 寻找 负 本 征 值 ， 且 考察 由 
(14.38) 所 得 到 的 式 子 ， 妈 t/a, a<l tia, a>!1 


tanh7 = 一 (14.43) 


tanh 7 
这 里 包含 ( 非 周期 的 ) 双 曲 正切 函数 FA 
图 形 的 展示 ( 见 图 31) 揭示 以 下 事实 : 


(让 当 a<1 或 a <0 时 超越 方程 A 

(14.43) 没有 根 (除了 rr = 上 =0, 伴 

随 着 方程 组 (14.33) 的 平凡 解 X=0) 了 -一 
和 (ii) 当 a > 1 时 有 一 对 根 十 r*, 它 

对 应 于 同一 负 本 征 值 图 31 


A* = (7*/L)?. 


相关 联 的 本 征 函 数 
X"(z,7*) = sinh7” (1— 了 (14.44) 
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与 前 面 的 类 型 (14.40) 有 很 大 不 同 . 以 双 曲 函数 取代 前 面 的 三 角 函 数 , 有 (14.41) 
的 对 应 部 分 | 
wu” (如 — X*(z,T*)Jekr 1D) t 

描述 该 偏 微分 方程 的 一 个 特 解 , 其 大 小 随时 间 稳 步 递 增 . 所 以 后 者 最 终 在 特 解 的 
总 和 


u(x,t) = eX*(z, T*Jek(T /ED) 十 czZn(zenJe-kEn/D) t (14.45 ) 


nn 二 1] 


中 占 主导 地 位 , 这 些 特 解 聚集 在 一 起 目的 在 于 满足 一 个 初始 条 件 , 即 


u(x,0) = f(z) =ce X (ZT ) 十 > CnTn(T, én), OO<rz<L. (14.46) 
n= 二 ] 
这 样 , 一 旦 系数 e*,c,,n = 1,2,… 从 这 个 新 的 Fourier 展开 式 中 推演 出 来 的 话 ， 
(14.45) 就 决定 了 该 问题 的 受 欢迎 的 解 . 以 前 , 有 关 的 展开 系数 一 个 一 个 地 得 以 
刻画 出 来 借助 了 一 个 本 征 函 数 性 质 , 即 两 个 不 同 本 征 函 数 之 积 的 积分 为 零 ， 
为 了 证 明 对 现在 的 函数 (14.40),(14.46) 同样 的 性 质 成 立 , 而 无 须 依赖 于 它们 
的 实际 形式 , 分 别 以 Xn, Xm 乘 方 程 


df2 d* 


两 式 相 减 且 注意 由 此 所 得 结果， 即 


q? qd? 
(Mm — Mn) Km(TI Kn(r) = Xn Xm — Xm— XN 


dz2 由 dr 
d d d 


一 Xm(0) C25 到 Xn(0) (Xn ) _ 
= Xm(0)(—hXn(0)) — Xn(0)(—hXm(0)) = 


~ bm 
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所 以 
L 
/ Xm(T)Xn, (TT 一 0， mAKAFn. (14.47) 
0 

显然 , 同 理 可 证 

二 

/ X* (ZX (zdr = 0 n=1,2,... (14.48) 
0 


因为 X*,X" 的 本 征 值 都 是 不 同 的 . 
这 样 ， 为 了 决定 系数 c*,c,， 在 (14.46) 中 乘 以 各 本 征 函 数 ， 逐 项 积分 且 应 用 
(14.47),(14.48) 得 出 表示 式 


“| xdz= | f(r)X* (zr)dr (14.49) 
0 0 


和 
L L 
n. | Xi(r)dzr = Xn(T)dr, n= 1,2,... 
C / (zjdz / f(r)Xn(T)dr, Nn 


而 且 由 此 完成 了 对 解 (14.45) 的 确定 ， 直接 计算 包含 本 征 函 数 平 方 的 积分 的 值 ， 


证 明 
L ， 
1 /sinh 27* 
六 凤 站 一 
/ XT, )dr = ( 5 1 (14.50) 


L 。 
| Xa) = 3 (1 Be), 


这 些 结 果 确 实 是 非 负 的 . 
应 当 指 出 : 分 别 在 z=0 和 zx= 工 处 进入 和 高 去 该 杆 的 瞬时 热流 量 之 间 的 
比值 , 按照 从 (14.45) 演绎 出 的 温度 的 渐 近 性 状 , 即 


uzX,t} ~ eX (zz, T*jek(7 /I) 二 当 上 一 oo， 


最 终 是 一 个 大 于 工 的 量 , 即 


(Ou/ OT)zr=0 
(Ou/O7)r=L 


这 是 要 求 整 个 杆 上 温度 上 升 所 必需 的 . 

(14.45) 的 级 数 解 对 中 等 大 小 到 大 的 土 值 迅速 收敛 , 所 以 只 取 前 面 的 少数 几 
项 就 能 得 到 精确 的 估计 . 对 所 有 本 征 值 的 简单 解析 表示 式 是 个 可 行 的 , 虽然 数值 
结 朱 可 用 ; 附 表 包含 关于 超越 方程 Ecot € = 0 的 前 六 个 根 , 即 &1,é2, é&3,&4, 6&5,&6 


= Cosh 7 ， 
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的 有 关 信 息 : 

1.0 0 4.4934 7.7253 10.9041 14.0662 
0.95 0.3854 4.5045 7.7317 10.9087 14.0697 
0.90 0.5423 4.5157 7.7382 10.9133 14.0733 
0.80 .7593 4.5379 7.7511 10.9225 14.0804 
0.70 0.9208 4.5601 7.7641 10.9316 14.0875 
0.60 1.0528 4.5822 7.7770 10.9408 14.0946 
0.50 1.1656 4.6042 7.7899 10.9499 14.1017 
0.40 1.2644 4.6261 7.8028 10.9591 14.1088 
0.30 1.3525 4.6479 7.8156 10.9682 14.1159 
0.20 1.4320 4.6696 7.8284 10.9774 14.1230 
OQ.10 1.5044 4.0911 7.8412 10.9865 14.1301 

| 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372 
_01 1.6320 4.7335 7.8667 11.0047 14.1443 
_0.5 1.8366 4.8158 7.9171 11.0409 14.1724 
_1.0 2.0288 4.9132 7.9787 11.0856 14.2075 
_50 2.6537 5.4544 8.3914 11.4086 14.4699 

炒米 米 宁 米 冰 六 
习 题 14 
1. 在 特殊 情形 
i)h=0， 或 ii)jhL=1 
下 研究 由 方程 组 (14.31) 定义 的 问题 , 且 检 查 解 的 相 容 性 . 
2. 考虑 带 有 以 下 规定 的 扩散 方程 的 边 / 初 值 问 题 : 


Ou _ .Ou 


Br By 0O<z<L,t>0, 


—u(r,t) 


— hu(0,t) = 0, 


T=0 


+hu(lL,t)=0, +>0 


17.2208 
17.2237 
17.2266 
17.2324 
17.2382 
17.2440 
17.2498 
17.2550 
17.2014 
17.2672 
17.2730 
17.2788 
17.2845 
17.3076 
17.3364 
17.5562 
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其 中 包含 一 个 (公共 系数 ) hh > 0. 如 果 wu(z 昌 一 X(z NT A) 且 


ds 
(Ki+*) X(N =0 0<7xz<L, 


证 明 边 值 条 件 冀 涵 对 和 的 本 征 值 方程 有 形式 


2hvVA 
tan VAL 一 Mh2 (*) 


令 VAL = 25 且 将 (*) 转换 成 


tan€ 2aé Cx) 
1 一 tan2&e 4£2— a2 


这 里 a = hL, 其 次 证 明 (*x) 被 满足 当 且 仅 当 以 下 关系 式 之 一 成 立 


1 1 
ttané = 35% £ cot & 一 一 50 


讨论 相关 的 本 征 函 数 并 利用 这 些 本 征 函 数 来 得 到 满足 初始 条 件 的 解 的 形式 ， 
. 考察 带 参 数 的 齐 次 组 


df 
( 备 +*)*X=0 0<7zX<L, 


dxX dX 
和) 0 


是 否 容 许 本 征 值 入 = 0, 如 果 容 许 , 对 应 的 本 征 函 数 是 什么 ? 描述 与 非 察 
本 征 值 相 联系 的 本 征 函 数 且 验 证 以 下 命题 : i) 所 有 本 征 值 是 正 的 当 且 仅 当 
六 十 五 >0, 六 十 互 +jh 感 >0; 这 如 果 闵 二 五 + <0, 则 存在 单个 的 负 本 征 
值 ; ii) 如 果 岂 十 互 <0,h 十 旦 十 hH > 0 则 有 两 个 负 本 征 值 . 


， 当 一 个 负 本 征 值 出 现时 , 在 t 一 oo 的 极限 下 , 热传导 方程 就 会 有 一 个 无 界 
解 . 什么 条 件 可 用 来 消除 这 样 无 界 的 性 状 ? 给 出 与 方程 组 (14.31) 相关 的 一 
个 显 冯 的 例子 . 


,一 对 函数 Xi(z), Xn(z) 满足 具有 不 同 参 数 和 ,和 的 同样 的 常 微分 方程 , 即 


da2 
(大 + nm 有 一 0 
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与 Xm(X), Xn(7) 有 关 的 方程 , 即 


T= 二 LL 


一 入。 三 Xm(Z)Xn(Z)dz = Xn -全 | 


dx “dzr 
L 
| X2(zr)jdz 


通过 将 m 作为 连续 变量 考虑 m 一 n 的 极限 情形 . 为 此 , 写 出 


T=0 


可 以 用 来 计 站 积分 值 


有 mm(ZAm) 一 An(ZAn) 十 (Am — Mn) nt Am) 
和 


8 
Xm(T Am) = FXn(T, Mn) + (Mm 


90 D 0 
OX 


这 里 要 省 略 的 项 是 (Am 一 和 n) 的 高 次 区 , 且 验 证 (*) 幼 涵 


7 二 


D 0 
三 XI(z)dr An 7 BN Am (x, Am)m=n 
z z=L 


9 oO 
— BN nm (人 Am jm=n CAC Am 


用 上 面 的 等 式 去 证 实 结果 (14.50)， 


十 .，'， 
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本 征 函 数 与 本 征 值 ( 续 ) 


本 征 溺 数 和 本 征 值 运 仿 是 以 一 对 一 方式 成 对 出 现 的 , 虽然 不 必 总 是 这 种 情 
形 ; 特别 地 , 当 包 含 范围 的 两 个 端 反而 个 是 分 开 的 边界 条 件 起 作用 时 , 与 同一 个 
本 征 值 相 联系 的 线性 无 关 的 本 征 函数 由 现 了 . 为 了 
详细 说 明 一 个 特定 的 例子 , 想像 长 度 为 2L 的 直 杆 2_ 
变形 成 封闭 的 圆 环 且 将 圆周 坐标 x 的 原 乓 放 在 O 
反 处 ; 则 该 环 互补 的 一 半 上 的 后 分 别 按 不 等 式 


0O<x<L, -~L<7r<0 


聚集 在 一 起 ( 见 图 32). 如 果 该 环 有 一 初始 温度 分 布 ,0 ,0 
f(z), 一 L <x<L, 决定 以 后 圆 环 上 各 后 温度 的 方程 7 
组 包括 

Bu ,2u 


图 32 
一 - 一 天 一 一 ， —L< 15.1 
可 ra <L,t>0, (15.1) 


0 0 
u(—L,t) = u(L,t), VD ， 5 LT， t) t>0 
和 
u(xz,0)= f(x), ~—L<7xX<L 


这 里 具有 周期 性 质 的 边界 条 件 , 只 不 过 是 表示 了 温度 和 热流 量 两 者 在 (单个 的 ) 
点 O* 处 的 连续 性 , 0* 位 于 从 O 引出 的 直径 对 面 的 端 扣 上 . 
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该 偏 微分 方程 的 解 
ul(7,t) 一 X(T)T(t), 
按照 周期 边界 条 件 和 齐 次 方程 组 
( 识 +*)X=0 ~—L<zrz<L, (15.2) 
d d 
X(—-L) = X(L), EXO) = (7) 


的 解 相 联系 . 再 一 次 援引 对 X 的 常 微分 方程 的 通 解 , 即 


] 入 
sin VA dx — —_ AVMsinVvVMAzr + BecosVvAMz 
VA dx 


目 注意 到 cos Viz,sin Viz 关于 z =0 的 偶 、 奇 对 称 性 , 边界 条 件 要 求 


人 入 L _0 


X(r,N) = 4cosVAz 十 万 


VA (15.3) 
92VAsin VAL.A+0.B=0. 


排除 4 = B = 0 和 相应 得 到 的 方程 组 (15.2) 的 平凡 解 的 可 能 性 , 条 件 


0 »Sin VAL 
VA — 4sin2 VAL=0 
2VAsin VAL 0 


必须 成 立 , 由 此 给 出 了 一 组 非 负 本 征 值 
Mn = nr/L), n=0,1,2,..: 


(15.3) 中 第 一 个 和 第 二 个 方程 不 限制 4 和 B; 因此 , 如 果 和 了 0,n = 
1,2,… ,两 个 无 关 的 本 征 函 数 出 现 了 , 即 


X() (x) = cos 一， X(C)(z) = sin 一 n = 1,2,... (15.4) 


如 果 入 = 0, (15.3) 的 第 一 个 方程 推导 出 B = 0 且 对 应 的 本 征 函 数 为 一 个 常量 ， 
例如 

Xo=1, (15.5) 
旦 这 是 明显 地 包含 在 (15.4) 的 集合 {XA9} 中 , 只 要 允许 n 取 从 0 到 oo 的 所 有 
整数 值 . 
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该 偏 微分 方程 满足 周期 边界 条 件 的 特 解 ， 即 
] cos -天 ok(nn/L) 上 sin et/ tn = 1],2,... 
构成 更 一 般 的 解 
u(X,t) = Q0 十 >- (an cos 一 二 一 十 b,, sin —)e ~k(na/L)t (15.6) 
的 基 , 当 ab 是 对 f(x) 的 Fourier 级 数 表示 系数 时 , 即 


10) = 00+ 5 (oncos 让 十 Dn sin —— ) ， —-L<r<L, (15.7) 


(15.6) 与 初始 条 件 一 致 . a0,am, bm 的 确定 , 即 


] L 
一 一 一 a 9 15.8 
w= 二 | fd (15.8) 


L 

am = 全 f(x) cos dz 
bm = 2/ f(z) sin dr 
Lj_r L 


是 通过 (15.7) 式 依 次 用 1, cos ,sin 站 相 滋 ,在 z=- 和 Tz= 工 之 间 逐 


项 积分 , 且 考 虑 到 通过 积分 表示 的 本 征 裔 数 的 性 质 


?1 一 二 2. 


L 

mn 0 NAT 

1 { cos S 一- 一 
/ | L L Er ?0 天 

mnr .nner 

-LL \ sin sin 一 一 

L 
而 得 到 的 . 


圆 环 上 的 温度 就 这 样 经 由 (15.7),(15.8) 形式 地 决定 了 , 而 其 渐 近 性 状 


L 
mnr . NAL 
/ COS sin dr 一 0， 所 有 m,n; 
-也 


1 /I 
u(t) ~ = 元/ f(z)drx， 当 t+ 一 00 
-LL 


证 实 了 预期 的 所 有 乓 的 温度 和 热 变 成 相 每 的 趋势 . 最 后 也 许 已 经 注意 到 , 如 末 初 
始 温度 有 关于 点 x = 0 的 对 称 分布 , 则 所 有 系数 如 为 零 
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修正 的 扩散 方程 
一 ko 一 lu, k,! >0 


(15.9) 


对 (通过 第 三 项 到 周围 环境 的 ) 局 部 热 损 耗 以 及 (通过 其 他 项 ) 的 杆 内 温度 的 重 


新 分 布 作 出 了 解释 . 设 需 要 和 条 件 


Ou Ou 
3r + hu=0,7x=0, sr 0 X=L 


及 
u(x,0)= f(z), 0<7z<L. 


一 起 求解 (15.9). 照例 假设 
u(x,t) = XTTE), 


且 分 离 变 量 的 结果 是 用 参数 和 表示 的 方程 


qd27 


jz + AX=0, OO<zX<L 
i di 

x + (+tEAL=0, t>0. 
因此 


T(t) — ete-kat 
其 中 的 容许 信 要 保证 以 下 齐 次 方程 组 存在 非 平 凡 解 : 


2X 
dA \x-0, 0<z<L: 
dz 


dX dX 
(和 ) - RX) ( 针 )， 


有 关 的 解 或 本 征 函 数 有 形式 
Xi(z,A) = cos VAL — 7) 


且 描 述 本 征 值 和 的 方程 是 


tané = 到 
这 里 
< 一 VAN 
和 


Qa = hL(z 0). 


(15.10) 


(15.11) 


(15.12) 


(15.13) 


(15.14) 


(15.15) 
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可 用 图 解法 推断 出 (15.14) 存在 无 穷 多 个 实 根 , 且 符 号 相反 的 这 些 成 对 根 ( 归 因 
于 (15.14) 两 边 的 函数 的 奇 对 称 性 ) 


+£1, 4é2,..- 
确定 了 一 组 非 负 本 征 值 ， 

Mn = (én/L), n= 1,2,.- 
特别 地 , 对 a < 0， 


0 < 51 << 7 Qlr, a>1 


EJ PE nb re 


nr < bn < nr + 3n, nz 1. 
为 了 探索 虚 根 的 可 能 性 , 记 《 = 
iT 且 注 意 由 此 得 到 的 (15.14) 的 变形 -rr* i 7 


tanh7 = 二 (15.16) 


[| pp, i rrr 


显而易见 ( 见 图 33) 当 a > 0 时 有 两 
个 根 土 7*, 而 当 a < 0 时 无 根 . 
与 负 本 征 值 33 


A = /LD) 
相伴 的 时 间 因 子 , 即 
TT*(b, 7*) = etter(™ /Dt 
保持 为 常数 如 果 (r* /7)2 = Lk 或 
7* = LVI/E, (15.17) 
且 方 程 组 (15.13) 的 对 应 解 是 


X(T) = cosh tt — 区): 


上 面 的 函数 表示 偏 微 分 方程 (15.9) 符合 边界 条 件 (15.10) 的 定常 (与 时 间 无 关 ) 
解 . 由 于 (15.16) 定义 7* 作为 a 的 单 值 函数 , 特殊 的 规定 (15.17) 决定 一 个 值 , 例 


如 说 到 而 且 通 过 观察 = 曲线 的 样子 是 如 何 随 参数 a 的 变化 而 改变 的 情况 就 指 
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l 

a 水 L 
CA TT < /: 
C > 码 > 
天 


总 之 , 当 h > 0 时 , 存在 负 本 征 值 入 且 在 z = 0 处 热 进 入 该 杆 ; 如 果 a < 区 当 
t 一 oo 时 函数 T*(t) 趋 于 零 , 且 杆 的 整体 温度 随时 间 减 小 , 有 反映 了 与 治 0<z<L 
热 的 全 部 流出 相 比 , 在 x = 0 热 的 流入 较 小 . 另 一 方面 , 如 果 a > a5,7T*(t) 的 大 
小 随时 间 而 增 大 反映 了 在 一 跨 反 引入 的 热 超过 其 他 处 损失 的 热 . 


习 是 15 
1. 当 圆 环 内 部 温度 u(X,t) 满足 偏 微分 方程 : 
一 一 二 ko liu, —L<7rX<Lt>0 

1 

时 分 析 园 环 上 的 温度 分 布 . 注意 如 果 
u(x,t) = w(x,t)e- tt, 

则 如 此 定义 的 辅助 函数 v(x,t) 满足 比较 简单 的 扩散 方程 

— 二 ks, ~L<r<L,t>0. 


求 满足 特殊 初始 值 
多 0O<zxz<L 
u(7T,0) = 


0，  —L<7xX<0 
的 解 , 且 决 定 t= 二 0 和 t=o0 之 间 2 (总) 
与 较 冷 的 两 半 之 间 热 交换 纯 总 量 成 比例 . 
2. 通过 详细 说 明 如 何 考虑 初始 条 件 来 完成 对 方程 组 (15.9),(15.10) 的 分 析 . 


3. 如 果 临 界 条 件 (15.17) 成 立 而 且 不 论 初始 条 件 如 何 最 终 都 得 到 定常 态 , 证 明 
对 应 的 温度 wz) 满足 关系 式 


的 积分 , 它 与 该 环 的 初始 较 暖 
0 


khu(0) = | aa 


并 且 解 释 这 一 事实 . 
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4. 考虑 一 个 扩散 问题 , 其 具体 规定 包括 


On On On 
Fr B73 + Var 0<z<L,t>0, 


Do? wn=0, t=0,L 
Ox 


和 

n(z,0)= f(x), 0<zxz<L; 
这 里 n(z,t) 可 解释 成 在 具有 完全 反射 边界 平面 的 溶液 中 重 粒子 的 一 维 浓度 ， 
其 重新 分 布 受 外 力 即 重力 的 影响 . 设 


n(x,t) = u(x, t)e "*/2De-r t/4D 


且 验 证 U(X, 满足 方程 组 


Ou Ou 

一 一 二 DD-, 0 Lt>0 

ET D2 <T< Lt>~>y, 
Ou U 

sr + ap*= 0 T=0,L 


和 
u(x,0) = f(x)e’*/27, 0O0<z<L. 
引入 分 离 变 量 表示 却 
u(z,t) = X(T)T), 
且 证 明 一 族 本 征 函 数 


nnAx vuL NNnz 
XnlT) = 00 nD HL 


和 另外 一 个 具有 不 同 函 数 形式 的 本 征 函 数 


Xo(7) _ e—vx/2D 


的 存在 性 . z 
证 明 在 0<x<L 上 任意 两 个 不 同 本 征 函 数 的 乘积 的 积分 等 于 寒 , 且 用 
此 性 质 去 描述 怎样 满足 初始 条 件 ; 在 


n(Z,0) = f(z) = C (第 数 ) 
的 情形 下 计算 出 详细 结果 且 验 证 渐 近 性 状 


Nn(z,t) ~ Ae™**/P +t — 0, 
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这 里 
vuCL 
] 一 e—vL/D. 
验证 关系 式 
/ n(X,t)dx = 常数 
0 


并 且说 明 在 上 一 oo 极限 情况 下 n(x,t) 的 估计 与 这 个 关系 式 的 相 容 性 . 


当 基 函数 , 即 一 特殊 齐 次 按 值 问题 的 本 征 函 数 属于 一 个 正 交 族 时 , 即 当 任 意 
两 个 不 同 本 征 函 数 之 积 在 有 关 区 间 上 的 积分 等 于 零 时 , 求 确定 任 一 指定 函数 ( 例 
如 扩散 问题 中 的 初始 函数 ) 的 Fourier 级 数 表 示 式 中 各 系数 是 简单 的 事 . 在 非 正 
交 本 征 函 数 的 情形 , 下 面 的 有 局 发 性 (尽管 相对 地 简单 ) 的 例子 揭示 出 系数 表示 
式 是 较 难 得 到 的 . 


给 出 一 组 方程 
Ou Ou 
二 k 一 -， 0 Lt>0 
Ou Ou 
v=0,7=0: -soa'rT=Lt>0 (16.1) 


和 
u(zT,0)= f(x), 0<7z<L, 


这 里 在 > = 工 的 边界 条 件 包含 新 特点 , 即 x 和 上 + 的 偏 导数 一 起 出 现 ; 这 条 件 建立 
了 杆 (0 < z < 工 ) 和 外 部 (z > 刀 之 间 的 热 交 换 的 模型 . 乘积 式 
u(r,t) = X(T)T(t) (16.2) 


满足 该 偏 微分 方程 和 (16.1) 中 的 边界 条 件 , 只 要 


dl 
+RAL=0 
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和 
dX 十 人 和 一 0， 0 L 16.3 
172 一 所 出 所 , ( , ) 
dX 
X(0) =0,，— 所 + okAX(L) = 0， 
dr /rr 


值得 注意 的 是 参数 和 出 现在 z = 工 的 边界 条 件 中 , 其 显 式 在 找 出 dT/dt 和 全 之 
间 的 比例 关系 后 出 现 . 方程 组 (16.2) 的 本 征 函 数 有 形式 


X(z,A) = sin VAM, (16.4) 
且 本 征 值 方 程 
cot VAL = okVA, (16.5) 
或 用 无 量 纲 量 
é€= VAL, 6= (>0) (16.6) 
表示 的 
cot& = ， (16.7) 
有 无 穷 多 实 根 土 &1, 土 62,…, 与 (16.4) 中 的 正 数 集 
Mn = (én/L), n= 1,2,..: (16.8) 
相 联 系 . 附 表 对 参数 6 的 不 同 的 值 提供 了 (16.5) 的 根 的 茶 些 信息 . 
ctant 一 0 
0 &1 é2 53 54 55 S6 
0 0 3.1416 6.2832 9.4248 12.5664 15.7080 
0.1 0.3111 3.1731 6.2991 9.4354 12.5743 15.7143 
0.5 0.6533 3.2923 06.3616 9.4775 12.6060 15.7397 
1.0 0.8603 3.4256 6.4373 9.5293 12.6453 15.7713 
2.0 1.0769 3.6436 6.5783 9.0290 12.7223 15.8330 
4.0 1.2646 3.9352 6.8140 9.8119 12.8678 15.9536 
6.0 1.3496 4.1116 6.9924 9.9667 12.9988 16.0654 
8.0 1.3978 4.2264 7.1263 10.0949 13.1141 16.1675 
10.0 1.4289 4.3058 7.228]1 10.2003 13.2142 16.2594 
15.0 1.4729 4.4255 7.3959 10.3898 13.4078 16.4474 
集成 具有 乘积 形式 (16.2) 的 特 解 的 线性 组 合 , 即 
OO 
u(x,t) = >》 cn Xi(T, An)e™ nt, (16.9) 


nt 二 1 
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(16.1) 中 剩 下 的 初始 条 件 导 出 一 个 按 本 征 函 数 X 的 Fourier 展开 式 , 即 
u(x,0) = f(x) = y CnXn(T,AMn), 0O0<z<L, (16.10) 
n==] 


这 里 系数 cn 待定 以 完成 该 问题 的 形式 解 . 
按照 刻 划 本 征 函 数 的 常 微分 方程 (16.3), 有 


dy 一 AAAm 


d 
(nm An)XmXn 十 一 be dr 


d 
-一 有 | 二 0， 
dx | 


QT 
因此 在 (0, L) 上 积分 且 应 用 X;,, X, 的 边界 条 件 , 推导 出 


(Am 一 Mn) 三 发 mm(Z)Xn(Z)dz 


= ok(Mn — Mn) Xm(L) Kn,(L). 


这 样 
L 
/ Xm(T)Xn(T) dr 十 okXm(L)Xn(L)=0, mAKn (16.11) 


f Xm(TIXn(T) dr 天 0， mA‘An. 
0 


这 里 后 一 关系 式 否 定 了 本 征 函 数 集 {X%},n = 1,2,… 的 直接 正 交 性 . 
为 了 确定 (16.9) 中 的 展开 系数 c,,, 尽管 没有 基 吵 数 的 正 交 性 , 用 XX (7, Am) 
乘 (16.10) 再 在 (0, L) 上 对 z 积分 且 用 关系 式 (16.11); 得 出 


L L 
/ f(T)Xm(r)dr = on X4 (Tdz 十 >, cn[—okXm(L) Xn (TL) 
0 0 pi 


L oO0 
一 | X2 (Tr)dr — okXm(L) > cnXn(L) + okcmX2(L). 
0 n= 二 1 


假设 表示 式 (16.10) 在 端点 x = 工 成 立 , 后 一 关系 式 中 包含 所 有 cn 的 和 式 可 用 
f(L) 代替 , 且 由 此 每 个 cm 单独 被 确定 , 即 


E = 1,2,... (16.12) 
fo XZ(r)dr + okX2(L) 
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ee 


_L ok 1 


X2 (DD) = 


这 有 助 于 确定 (16.12) 的 系数 . 
2, 分 析 与 下 列 一 组 方程 


Ou Ou 
有 二 《Dr 0<z<L,t>0, 
Ou Ou Ou 
和 
(x,0) = f(x), 0<zxz<L 
相 联 系 的 边 / 初 值 问题 . 


讨论 当 t 一 00 时 wz 加 的 性 状 , 且说 明 总 流量 一 各 臣 dt 与 
初始 温度 (lz) 的 关系 ， 
3. 假设 在 前 面 问题 中 在 工 = 二 0 的 边界 条 件 换 成 另 一 个 边界 条 件 , 即 


ge ,p= 0 t>0,h>d0, 


它 描 述 在 该 处 热 的 流入 ; 保持 所 有 其 他 设 定 , 讨论 相关 的 本 征 品 数 、 本 征 值 
和 初始 条 件 问 题 . 
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Fourier 分 析 的 进一步 例子 


假定 要 求解 Laplace 偏 微分 方程 


Ou Du 0 
Dz2 Oy? 


它 可 能 和 半径 R 的 圆 形 区 域内 的 定常 二 维 温度 分 布 u(x,y) 有 关 , 给 定 4 在 边界 
上 的 值 且 也 给 定 % 在 区 域内 处 处 保持 有 限 . 利用 以 该 区 域 中 心 为 参考 所 的 极 坐 
标 有 明显 好 处 ; 利用 极 坐 标 , 有 关 方 程 成 为 : 


Ou 16u 1 Ou 
5 + 二 地 a = 0 0<r<E,0<0< 27, 


u(R,0) = f(0), 0<0<2n (17.1) 


和 
ur,9 有 限 ， 0 和 > < 及 0<0< 27. 


如 果 
u(r,0) = R(7)O(0), 
则 各 因子 分 离 地 由 带 有 公共 参数 的 常 微分 方程 决定 , 即 
d*© 


-7 + AO=0, 0<0<27 (17.2) 
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和 


a RR 1 dR 入 z 
ti -a= 0, 0O<r<R, (17.3) 


这 里 第 二 个 方程 有 变 系 数 . 从 9 的 方程 可 以 找到 这 问题 的 本 征 值 或 入 的 容许 值 ， 
而 且 确 切 地 说 , 由 保证 等 式 
QO(27) = 昌 (0) 
成 立 而 找到 , 该 式 的 成 立 是 基于 具有 坐标 (7,0) 和 (7,27) 的 点 的 重合 性 ; 这 样 
和 =n, n=0,1,2,..: 
而 且 确 定 了 角 本 征 函 数 的 一 对 无 限 集 


6.(b) = cosng, n= 0,1,.. 
| sinng n=0,1,... 


紧密 相关 的 径 向 函数 Rn(7) 满足 齐 次 常 微分 方程 
dR, 1dR, 
dr2 rr dr r2 
已 知 它 的 全 部 线性 无 天 的 解 , 即 
R,(r) = {2 n= 0, 


nn 一 他 一 - 
reo,r ®t, n=1,2,..- 


因此 , 乘积 式 


fr cosng,r” sinn0, n=0,1,:- 


刻 划 了 Laplace 偏 微分 方程 在 0<r < R,0<0<27 范围 内 单 值 且 有 界 的 特 解 ; 
且 更 一 般 的 解 


u(r,0) 一 Q0 十 > (5 -) 人 (an cos nO + pn sin ng) (17.4) 
可 以 通过 在 > = R 满足 边界 条 件 而 得 到 . 后 者 要 求 特别 注意 Fourier 展开 式 
u(R,0) = f(0) = ao + S (a, cosn0 + bn sinng), 0 <0 < 27, (17.5) 


她 一 1 


其 系数 通过 指定 函数 f(9) 用 下 列 关 系 式 来 表示 


go 二 一 / ” f(0')d0’ 
0 一 DT 0 9 


27 
an = < F(0) cosmp d0 ， (17.6) 
0 


1 27 
on = 二/ f(0)sinnodo, n=1,2.. 
niJo 
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它 反 映 了 这 样 的 事实 : 函数 集 fcosnbj, {sinn9},n = 0,1,.… 组 成 0<0<2r 上 
的 一 个 正 交 族 . 如 果 把 表示 式 (17.6) 代入 (17.4), 且 施 行 项 的 重 排 , 其 结果 


u(r, 0) -六 f (0") 


使 人 们 注意 到 以 下 形式 的 级 数 


站 + 人 ) onl0- 人 | a (17.7) 


9 = >》 6 cosna = Re >》 (Ceic)n， Cl<1, 


这 里 改变 了 的 式 子 包括 实 部 算 子 Re, 且 依赖 于 具有 复 值 性 质 的 等 式 


eo ~ coOSO 1sina. 


援引 几何 级 数 求 和 的 结 采 


n=1 
它 对 满足 (Rez)? + (Imz)? < 1 的 复数 z 成 并 , 由 此 推导 出 


CcosG 一 [C 


$= Too re 
因此 (17.7) 可 表 成 紧凑 形式 
2 
u(r, 0) = 2 f(0") Ra) 0 加 | dg’ 
1 一 2 元 cos(0 — 0') + 2 (三 ) 
PR2 一 r2 /7 f(0')d0’ 
um,0) = / i (17.8) 


经 典 表示 式 (17.8) 明显 地 提供 了 所 提 类 型 边 值 问 题 的 一 个 通 解 , 它 能 够 独立 地 
建立 , 依赖 于 单 复 变量 解析 函数 与 Laplace 偏 微分 方程 的 解 之 间 的 密切 联系 ; 而 
且 以 上 的 证 明 也 因此 提高 了 对 Fourier 型 分 析 的 信心 . 下 面 依次 列 出 两 个 价 明 的 
观察 结果 : 第 一 , (17.8) 使 在 区 域 中 心 的 值 等 于 其 在 外 边界 上 给 定 值 的 平均 值 ; 
第 二 , 满足 边界 条 件 的 意思 是 指 


lim u(r7,0) = f(0), 0 <08 < 27. 


说 明 Fourier 方法 的 另 一 例子 : 考虑 联 立 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


Ou » OP 
一 一 -一 一品 17.9 
无 + 人 责 (17.9) 
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和 
Op Ly 20u 


到 D7 =0, 0<r<L,t>0, 
这 样 的 方程 与 均匀 可 压缩 介质 中 的 弱 一 维 声 扰动 有 关 , 这 时 所 作 的 关联 是 
u(x,t) 一 沿 z 方 同 的 质点 速度 ， 


p(z, 一 离 平 衡 压 力 的 偏差 


和 
(uv)* 一 声速 的 平方 . 
如 果 0 < xz < 工 的 部 分 被 刚性 平面 界定 , 而 在 刚性 平面 处 法 同 速 度 为 零 , 则 
u=0, z=0,L, t>0, (17.10) 
且 一 对 初始 条 件 
u(x,0) = f(z), p(x,0)= g(x), 0<z<L (17.11) 


完全 确定 了 一 个 定 解 问题 . 
具有 公共 时 间 因 子 的 乘积 形式 解 , 即 


u(z,t) = U(T)T(t) (17.12) 
和 
: pz,t) = POT)TH) 


是 可 行 的 , 只 娶 满 下 以 下 条 件 : 
1dr_ 2 1 dp, 
T(t) dt Ta) dr | 
1 dr ,1 dU 


T(t) dt © P(rz) dr 
这 里 和 表示 任意 的 分 离 常 数 ; 且 显 式 表示 式 
人 (办 一 ee 
将 (17.12) 代 换 成 新 的 形式 
u(x,t) = U(x)e*t, (17.13) 
p(x,t) = 忆 (z)e 


其 中 仍然 未 知 的 函数 U,P 用 下 面 的 一 对 党 微分 方程 互相 关联 : 


P 
A + pS 


2 dU 
dr 


= 0， 
(17.14) 


AP++v’— =0. 
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考虑 到 系数 是 常数 , 容易 刻 划 方程 组 (17.14) 的 通 解 , 即 


U(x) = 4e(AMAz)z + Be /Hr (17.15) 
P(x) = _“ 4e(Mur)z 十 ~ Be~O/ev)r 
H H 


这 里 4, B 表示 任意 常数 . 

用 边界 条 件 U(0) = U(L) = 0, 得 出 一 对 包含 4, B 的 齐 次 线性 方程 , 即 : 

A+B=0, 
AeNpnL 4 Be-CVuz 江 一 0 
且 当 
1 ] 

esL/pv e—AL/pv 
时 存在 非 平凡 解 , 上 式 是 本 征 值 的 方程 , 所 以 和 用 双 曲 正弦 函数 的 纯 虚 根来 
表示 , 且 由 显 式 给 出 ， 


一 _osinh 区 二 0 
Liv 


HUNN 
pt 
选择 (容许 的 ) 4 = 1/2i 和 关系 B = -4, 由 (17.15) 推导 出 


入 一 ; n 二 0, 土 1, 士 2 .. (17.16) 


U, (x) = sin 一 (17.17) 
P(x) = i COS - n 一 0, 土 1, 土 2,……: 


它们 描述 了 与 本 征 值 (17.16) 相伴 的 具有 两 个 分 量 或 向 量 本 征 函 数 . 
满足 边界 条 件 (17.10) 的 偏 微分 方程 (17.9) 的 特 解 为 


un(z,t) = Un(rT)e rt, pn(z,t) = P(x)er"t, 


再 组 合 起 来 以 求 满足 所 加 的 初始 条 件 (17.11), 即 : 
uz t) YY ~- , un (x,t) 
人 2 - (Ee 


,TL 
一 SS] 也 一 一 一 
jmp L 
十 C_me ?一 Pt 民 所 | | ， (17.18) 
一 LUS 一 一 一 
及 
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表明 了 在 0<z< 工 上 分 别 表 示 的 Fourier 展 式 


in NNAT Nnz 
T sin 7 
" i COS Ul on" i COS LE 
H L 及 L 
(17.19) 


借助 于 基 函 数 UU,(7z), P,(z) 两 者 呈现 且 有 以 下 形式 (上 面 加 横 线 表示 复 共 斩 或 
以 二 代替 人 的 正 交 性 关系 式 : 


~ 
QO ~ 
8, 
~ 
| 
QO 
人 
A 
Cu , 
底 | 研 嘻 
~ 
十 
3 
WE 


三 aU ( }U. ( ) 十 1 p Fe)| dz = (17 20) 
, 2 m\tUn\t oy2  m n 一 L ， 


212， 7 一 7， 


就 能 确定 单一 (或 共同 ) 的 一 组 展开 系数 6,. (17.19),(17.20) 的 一 个 推论 , 即 


[ Ey /am (2) + 229(7) Pr (z ) de = 3 了 


提供 了 受 欢迎 的 系数 表示 式 
-3/ f (x) sin dz 一 了 [ 9(Z) eos 人 二 


将 其 用 于 (17.18) 中 , 就 得 到 wu(z,t) 和 p(x,t) 的 合适 的 实 的 确定 表达 式 . 
考虑 到 (17.9),(17.10), 一 个 简单 演算 揭示 总 的 声 能 量 


dx, mm = 0,+t], +2,.…: 
(17.21) 


L 
1(t) = / (ed 十 -ap (2, | dz (17.22) 
在 现 有 环境 下 的 守恒 (或 与 时 间 无 关 ) 的 性 质 ; 这 是 由 于 
dl | ] Ou 1 Op 
六 (六) 江 
L 
=-/ (utp ) =- 三 (pu)dz =0, 


而 且 可 以 觉察 对 I(t) 的 上 述 表 示 式 与 给 出 的 正 交 性 关系 式 (17.20) 有 关联 . 
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1. 求 出 沿 平 面 环 形 域 内 图 和 外 图 边界 取 任 意 规定 值 的 Laplace 仿 微 分 方程 的 
解 . 考察 内 半径 趋 于 零 时 的 极限 情形 . 
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2. 描述 在 由 两 径 向 直线 和 一 圆 缴 界定 的 圆 扇 形 内 满足 Laplace 偏 微 分 方程 , 给 
定 在 两 条 直线 边 上 为 零 且 沿 其 边界 的 曲线 部 分 有 指定 变化 的 函数 . 

3. 确定 在 一 平面 矩形 域内 的 Laplace 偏 微分 方程 的 解 , 如 果 其 边界 数据 如 下 图 
中 所 示 的 那样 . 


Qu/9y=0 


4. 如 果 声 激发 的 联 立 方程 (17.9) 分 别 为 粒子 速度 人 和 压力 D 的 单独 的 二 阶 方 


程 所 替代 , 讨论 二 阶 方 程 的 Fourier 方法 已 经 得 到 说 明 . 试 把 对 声 激发 的 联 
立方 程 所 用 的 方法 和 对 单独 的 二 阶 方程 所 用 的 方法 进行 比较 . 
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已 讨论 过 的 热传导 问题 有 一 个 共同 特 氮 ， 即 基本 偏 微分 方程 和 有 关 边 界 条 
件 有 齐 次 性 质 ; 有 广泛 得 多 的 一 类 问题 (例如 有 内 部 热源 ), 其 中 某 些 或 所 有 对 应 
方程 是 非 齐 次 的 , 因而 处 理 这 种 情况 的 系统 的 方法 引起 人 们 注意 .可 以 回顾 一 
下 , 处 于 线性 边 值 问题 的 Fourier 分 析 中 心 的 本 征 函数 与 本 征 值 都 是 与 一 个 常 微 
分 方程 的 齐 次 线性 按 值 问题 相 联系 的 ; 而 后 面 要 讲 的 内 容 将 揭示 当 偏 微分 方程 
和 /或 边界 条 件 是 非 齐 次 时 相关 的 本 征 函 数 的 构造 性 作用 . 

在 不 同 于 先前 那些 需要 本 征 函 数 的 问题 的 情形 中 早 就 在 常 微分 方程 的 有 关 
讨论 中 预示 了 本 征 函 数 的 扩大 了 的 作用 ; 因此 , 考虑 由 一 组 方程 


dy | = f(x), 0<7z<” (18.1) 
dr7 


y(0) = A, y(7)=0 
所 定义 的 问题 且 注 意 相 关 本 征 函 数 和 本 征 值 的 显 式 表 达 式 


yn(T) = sinnz, 


入 ， = n”, n 二 1,2,... 


它们 表示 当 f(z) = 0, 4 =0 而 (18.1) 变 成 齐 次 方程 组 时 仅 有 的 非 平 凡 解 . 现在 
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为 了 解 非 齐 次 方程 组 (18.1), 引入 以 这 些 函 数 为 项 的 一 个 展开 式 


OO 
y(x) = > cn sinnz, 0<Z<T 元 . (18.2) 


n=1 


按照 本 征 函 数 集 {sinnz} 在 (0,r) 上 的 正 交 性 , 系数 cn 表示 成 积分 形式 


cn 一 =/ y(T) sinnrdr, n=1,2,..- (18.3) 
0 


由 于 y(z) 仍然 未 知 , 这 些 表 示 式 眼下 仅 有 一 种 形式 的 特征 . 然而 可 以 有 利 方式 
利用 它们 来 实施 相继 的 分 部 积分 并 记 住 利用 (18.1), 由 此 得 到 关系 式 


2 | COS NT | 一 T + | 
cn 一 一 4 一 MX -一 CosSmZdT 
2 1 1 d* 
一 二 | oa 一 十 一 ~ dy smnr 2) ~ sin nzde | 
T nn dz nn 7 


0 nn2 0 dx dz2 
-一 一 一 人 一 AZ)) sinnzrdz, 


结果 得 到 系数 的 显 式 形 式 , 即 


2 An 
~ fo)sinneds, n=12.. (18) 


显然 后 者 要 满足 一 般 的 限制 性 条 件 

AFn, n=1,2,.…: 
虽然 , 特别 地 , 如 果 4 =0 和 和 = m?, 当 条 件 

| f(z)sinmzdz =0 


成 立时 , 就 得 到 特定 值 


Cm 二 0 


且 其 他 的 系数 c,,n 大 mm 保持 前 面 的 规定 (18.4). 

所 以 , 看 来 似乎 由 方程 组 (18.1) 所 提 的 问题 容许 有 形 如 (18.2) 的 级 数 解 , 其 
系数 由 (18.4) 给 定 . 立刻 需要 使 所 断言 的 在 xz = 0 处 每 项 为 零 的 级 数 解 与 规定 
值 y(0) = 4 相符 合 , 为 此 , 齐 次 常 微分 方程 


dz 
C2 ft) n=0 0O<ZT<A 
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满足 条 件 
y1(0) = A, nl(7)=0 
的 显 式 角 
V1(Z) 一 4 区 OQ<T<A (18.5) 
证 明 是 有 用 的 . 


设 g(xz) 以 反对 称 方式 延 拓 到 区 间 -x <z <0 且 考 虑 与 这 样 定义 的 奇 函数 
相 联 系 的 Fourier 正弦 级 数 , 即 


0 <7z< 一 
Yi(7z) = yi(7) “|= ch!) Sin nz; (18.6) 
—Yyi(—7z), —7T<ZzX<0 人 


由 于 函数 集 {sinnz} 在 (-r,r) 上 是 正 交 集 , 系数 ch 由 以 下 表示 式 得 到 


1 三 2 f/f 
cll) ~ ;/ yi(X)sinnzdxr = — / Yi(X) sinnzrdz 
CL Jj _T UA 


24 1 
xrn2AX 


且 因 此 


24 
Yi(z) = 一 》 五 -sinna， -XT<T<A. (18.7) 
n 二 1 


如 果 包 含 以 2r 为 周期 的 各 项 的 级 数 (18.7) 在 (7,7) 收 伍 , 其 和 函数 必须 也 有 
周期 等 于 2r, 此 外 ( 见 图 34) 该 函数 有 跳跃 不 连续 点 , 即 在 点 z = 0, 士 2r, 士 4r, 
处 左 、 右 极限 不 相等 ; 此 外 可 以 注意 到 左 、 右 极限 值 土 4 的 平均 值 等 于 零 , 事实 
上 在 这 样 的 点 处 该 级 数 的 和 也 为 零 . 


图 34 


因此 具有 系数 cn = 24n/r(n2 一 入 ) 的 级 数 解 (18.2) 表示 函数 了 (zx), 从 而 在 
0<zx<7 上 有 显 式 yi(x) 且 在 端点 取 值 yi(0) = A,y1(7) = 0. 所 以 , 这 级 数 和 在 
(18.1) 中 的 规定 y(0) = 4 之 间 有 自 相 容 性 可 以 在 


]j 一 4 
lim vy(7) 
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的 意义 下 得 到 解释 而 该 级 数 在 z 二 7 取 零 值 正好 和 wy(z) 在 该 处 的 指定 值 一 致 
积分 
wa(z) = | K(z,2) f(r dr (18.8) 
0 


表示 (18.1) 的 解 的 另 一 部 分 , 它 是 由 级 数 (18.2) 和 系数 表示 式 (18.4) 的 第 二 部 
分 构成 的 , 借助 于 对 称 函 数 


2 一 SinPzsin7z; 
Ay 》 / 
Li™ 
它 有 显 式 变 体 
K(z,2') = _ sin VAr<sin VAT -2>) yy en (18.10) 


VA Sin VAT 


这 里 z-,z、 分 别 表 示 z,z' 中 的 较 小 者 或 较 大 者 ; 经 简单 演算 确定 K(x, x ) 的 
Fourier 正弦 级 数 表 示 式 中 的 系数 函数 ch2) (zz 站， 例如 


K(x,7x') = 3 cr sinmnz， 0 <Z<T 
侯 一 1 
名 TT ) * / 
(2) (7x) = T,X )sinnzrdrz = < 
P(e) = | Ks,r) sinnzd 
正好 具有 与 级 数 (18.9) 一 致 的 形式 . 
由 (18.8),(18.9) 给 出 的 函数 ya(z) 满足 第 微分 方程 


下 84 一 信 


2 
C2 + ya(T)= f(r), 0O0<rz<” 


并 取 边 界 值 ya(0) = yp(7) = 0 这 一 事实 现在 就 容易 证 实 了 ; 由 此 , 基于 (18.2)， 
(18.4) 的 联合 表示 式 
V(Z) = Yi(7) 十 y2(Z) 


确实 满足 (18.1) 的 解 所 要 求 的 所 有 规定 , 且 本 征 函 数 在 这 方面 的 构造 作用 是 明 
显 的 . 
在 论 及 包含 非 齐 次 偏 微分 方程 和 /或 非 齐 次 边界 条 件 的 类 似 方 法 之 前 , 菜 些 
无 需 深奥 方法 即 可 处 理 的 简单 例子 是 值得 注意 的 ; 考虑 一 个 由 以 下 方程 确定 的 
边 / 初 值 问题 : 
Ou Ou 


二 k--, O<7r<L,t>0, 
Bt Or 


u(0,t) = Au(L,t)=B, t>0 (18.11) 
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和 
u(r,0)= f(x), 0O<7xz<L. 
由 于 的 边 值 是 常数 , 不 管 初 始 瘟 度 分 布 f(z), 预期 最 终 静 态 解 具有 如 下 的 线性 
分 布 
/ B—A 


Us(X) = 二 A+ 7 (18.12) 
是 有 道理 的 . 现 设 
u(x,t) 一 ts(Z) 十 VC (18.13) 
而 决定 v(z,t) 的 关系 式 , 即 
Ov Ov 
Fr = haa 0<z<L,t>0, 
v(0,t) =0,v(L,t)=0, t>0 (18.14) 
和 


v(x,0) = f(r) — us(r), 0O<z<L 


以 齐 次 偏 微分 方程 和 齐 次 边界 条 件 为 其 特征 , 因此 必然 会 出 现 本 征 函 数 和 本 征 
值 . 特别 地 , 表示 式 


OO 


v{(zx,t) = >》 cn Sin 


人 一 1 


er DZ (18.15) 


是 适用 的 , 且 从 初始 条 件 , 例如 


2Z) — us(z) = Din 0<z<L 
推导 出 系数 , 结果 为 


-2 (f(x) — ) sin dz (18.16) 


NAL 


一 (A+ (—1)°+1B)+ 四 f(x)sin dz, n = 1,2,: 


这 样 把 要 求 的 函数 wu(z,t) 明智 地 分 解 成 两 个 组 成 部 分 , 就 能 迅速 得 到 该 问题 的 
解 , 因为 单独 地 确定 每 个 组 成 部 分 要 比 两 个 组 成 部 分 合 起 来 确定 更 为 容易 . 
其 次 , 考虑 一 个 问题 , 其 文 配方 程 包括 


Ou Ou z 
Fr = Kas+Ae /" 0<z<L,t>0, 
Ou Ou 


=07=0 —=0,x=L,t>0 18.17 
5 ,二 0; 5 ) 北 > ( ) 
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和 
u(X,0)=0, 0<7x<L 


这 与 一 个 绝热 杆 有 关 , 初始 时 无 热 、 由 一 个 党 杆 长 均匀 分 布 , 按 关 于 时 间 递 减 的 
指数 速率 衰减 的 内 部 热源 供 热 . 偏 微分 方程 (18.17) 容许 有 特 解 


up(t) = —Are— /7, (18.18) 
因此 , 令 
u(r,t) = up(t) + v(x,t), (18.19) 
此 新 函数 v(x,t) 由 以 下 方程 组 刻画 : 
0 O° 
7 = ka 0O<7z<L,t>0, 
ov 0 r=0,L,t>0 / (18.20) 
OT 
和 


v(7,0)=—up(0)= AT, 0<xz<L. 
由 于 对 (18.20) 中 的 齐 次 偏 微分 方程 和 边界 条 件 的 相关 本 征 函数 和 本 征 值 是 


COS An = (Nr/L), n=0,1,2,... 


由 满足 边界 条 件 的 该 偏 微 分 方程 的 特 解构 成 的 级 数 


中 ,二 | 
v(x,t) = co >》 Cn COS ee /DD (18.21) 


n= 二 1 
保证 能 满足 初始 条 件 , 只 需 


nAL 


7 0<z<L (18.22) 


OO 
AT =c0+ 》 cncos 


n= 二 1 


容易 得 到 由 正 交 函 数 集 构成 的 Fourier 余弦 级 数 (18.22) 中 的 系数 , 即 


co = 47 


L 
m=74| cos dr=0, n = 1,2,... 
L hh L 


所 以 
V(X,t) = AT 
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u(x,t) = u(t) = AT(1 ~ et/7) (18.23) 


确定 了 该 问题 的 解 . 

适用 于 带 有 现在 所 考虑 类 型 的 任何 非 齐 次 问题 的 系统 方法 , 一 开始 要 求 有 
关 的 本 征 函 数 且 无 须 去 描述 所 要 求 的 解 的 分 离 的 成 分 . 这 样 , 考虑 (18.17) 中 偏 
微分 方程 的 (暂时 ) 齐 次 形式 和 (永久 ) 齐 次 边界 条 件 , 确定 相关 的 本 征 函 数 集 
{eos 一 ,n 二 0, 1,.…, 然后 将 它们 用 在 方程 组 (18.17) 的 解 的 展开 式 中 ， 


u(x,t) = To(t) + > Tn {t) cos 一 (18.24) 


这 里 未 知 的 时 间 的 函数 TT,(t),n = 0,1,:… 取代 了 (18.2) 中 系数 c。 的 地 位 . 本 
征 函 数 的 正 交 性 引出 表示 式 


1 人 
一 了 了 / u(z,t)az (18.25) 
0 


D /L 
Tn(t) = z/ u(T,t) COS 一 一 da n= 1,2,..…. (18.26) 


它们 至 今 还 不 能 决定 函数 工 ,(t}. 然而 这 些 表 示 式 能 用 来 对 所 说 的 函数 建立 非 齐 
次 常 微分 方程 , 这 样 就 可 以 精确 地 确定 它们 . 
为 此 , 微分 (18.25) 式 , 援 用 关于 % 的 偏 微分 方程 和 边界 条 件 后 , 得 出 


dio Du Tt) Ef + 
-一 一 二 dr = 一 Ap-t/T 
-i 吕 7 (4 the fj 


ku 
了 br。 


遵照 (18.17) 中 规定 的 初始 条 件 就 推导 出 


Ae-t/T ~ Ae™ /7. (18.27) 


iL 
70(0) = z/ u(r, 0)dx = 0, 
从 而 常 微分 方程 (18.27) 的 唯一 解 就 是 


To(t) = 47r(l ~e ti/"). (18.28) 


第 十 八 章 ” 非 齐 次 问题 .171 . 


其 次 , 微分 (18.26) 式 , 用 该 偏 微 分 方程 和 分 部 积分 , 得 出 以 下 关系 式 


-2/ 4 PY MT 
dz 


2 Ou NNAT 
一 二 | Ae-t/7 一 一 
“i 有 十 Ae 办 cos 王 dz 


Dk /tO nnz 
-Th BT 

2k {Ou NNAXT Nn NAT | 盖世 
- 字 半 0 0 | 


TH 
-一 (¥) / u(x,t) cos -dr 
这 里 在 最 后 的 式 子 中 所 有 已 积分 出 的 项 都 为 零 (不 管 v 的 相关 值 未 知 这 一 事实 )， 
因为 边界 条 件 要 求 在 x =0,L,6u/6zr =0 且 sin 一 = 0. 因此 ， 


L 
dT /dt = -全 (地 开 ) / u(x,t) cos dz， 
0 
它 与 , | 
dT /dt +k (7) T=0, n=b2 (18.29) 
是 一 样 的 . (18.29) 的 通 解 
Tn{t) = ane (EE) 
仅 当 am = 0 时 与 初始 条 件 
1(0) = z/ u(z,0) cos dz =0 
相 容 . 所 以 工 ,(t) = 0,n = 1,2,:… 和 (18.24),(18.28) 一 起 揭示 了 
u(x,t) = To(t) = AT(1 ~ et/7) 


与 (18.23) 一 致 . 
如 果 (18.17) 中 的 边界 条 件 换 成 男 一 对 , wu(0,t) 二 wu(L,t) = 0, 分 解 式 (18.19) 
将 v(z,t) 与 一 对 非 齐 次 条 件 v(0,t) = 一 up(t),v(L,t) = 一 w(t),t > 0 相 结合 , 问 
题 的 解决 没有 直接 进展 . 
一 开始 用 相关 本 征 函 数 的 好 处 可 联系 以 下 特殊 的 方程 组 进一步 详 述 : 
2 一 0O<z<L,t>)0, 
u(x,0)=0, 0<z<L (18.30) 
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和 
u(0,t)} =0, wv(lL,t)}= At, t>0, 


这 里 只 有 最 后 一 个 是 非 齐 次 的 . 这 个 问题 的 相关 本 征 函 数 的 确定 是 通过 在 基本 
偏 微 分 方程 的 分 离 变 量 解 
u(x,t) = X(zJTOG 


中 出 现 且 满足 齐 次 方程 组 


的 函数 X(z) 来 得 到 的 ; 这 里 在 x = 工 的 条 件 是 (18.30) 对 wu(z,t) 所 取 的 相应 的 
齐 次 边界 条 件 . 显然 上 面 的 齐 次 边 值 问题 的 非 平 凡 解 正 是 与 本 征 值 


Mn = (nr/L) 
相 联 系 的 正 交 本 征 函 数 
Xn (x) = sin 一 n=1,2,... 
而 且 正 是 这 些 函 数 进入 对 u(z,t) 所 假设 的 一 个 展开 式 ， 即 


u(x,t) = ST,() sin —. / (18.31) 
人 2 一 二 
决定 系数 函数 工 ,(t) 可 从 表示 式 
T,(t) = - / uz, tb) sin de (18.32) 


开始 , 由 此 , 考虑 到 w 所 满足 的 偏 微 分 方程 和 实行 相继 的 分 部 积分 , 推导 出 


de sin Ta 
dt Ljo lt L 


Ou nnrT nn 人 下 人 
一 一 4 一 .Sin 一 一-- 一 -人 Cos 一 一 
Ox L L 了 


py L 
一 (到 ) / u(x,t) sin -天 dz 
0 


| (18.33) 
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虽然 2 在 x =0 和 zx 二 上 未知 , 其 中 的 正弦 因子 导致 上 面 的 对 应 项 消去 :此 外 
其 余 端点 贡献 部 分 借助 于 (18.29) 中 的 边界 条 件 推导 出 , 即 


z= 上 
u(x,t) cos | = wu(L,t) cosnn — u(0,t) = (—1)" At. 
Tr 二 0 


因此 , (18.32) 和 (18.33) 给 出 一 个 TT,(t) 的 一 阶 非 齐 次 常 微分 方程 , 即 


dT, /dt + k (TZ) - (1)"t1Atn = 1,2,... (18.34) 
日 给 定 初始 条 件 | 
T,(0) = ;7/ u(x, 0) sin dz -0 
后 可 以 证 明 这 个 方程 的 合适 解 古 
T,(t) = 2 + 3 @ - eK(P) +) (18.35) 
联合 (18.31) 和 (18.35), 看 来 可 以 断言 这 个 确定 的 表示 式 
u(x,t) = p> CD 一 sn 一 
1 >- 一 sin 一 (1 一 e 人生 ) (18.36) 


符合 方程 组 (18.30) 的 解 的 所 有 要 求 . 为 支持 这 一 断言 , 注意 通过 忽略 (18.36) 中 
的 指数 项 得 到 蕴含 的 渐 近 式 


u(r,t) ~ Atfi(r)+ Afo(7)， 当 t 一 00. (18.37) 
这 里 
2 1)tl naz 
f1(7) = 地 之- 站 sn 7 ， (18.38) 
2 0 /| _1n 
fo(z) = 》、 | sin 一 (18.39) 
人 一 二 


如 果 把 (18.37) 式 代 入 w(x,t) 的 偏 微分 方程 , 随 之 产生 关系 式 
fi(x) = KR[t(d fi /dx’)+ (qd fa/dzr’)], 


由 于 上 和 z 是 自 变量 , 又 推导 出 另 一 对 关系 式 , 即 : 


af da? fo 
dx? dr2 


一 U， f1(7) 一 k 
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从 (18.37) 推定 的 条 件 
f1(0) = 0, fi(L) 一 
f2(0) = 0,， f2(L) = 
足以 保证 决定 
f(s) = TF fa(z) = m7 (7 -£2), 
且 由 此 有 显 式 估计 
人 (了 让 ) ~ ~ 全 一 2 (72 — ZX), 0<7z<L,t oo0. 


比较 (18.38),(19.39) 与 (18.40), 就 提出 了 一 对 三 角 级 数 或 Fourier 级 数 表示 


式 , 即 


» OO _1)n+1 
sin (2) 0<o<l 


实际 上 ， 当 这 两 个 麻 函 数 z/L 和 srs( 
{sinnxz/L} 的 项 表示 时 ,其 结果 正 是 这 些 级 数 . 
注意 如 琳 一 开始 及 用 分 解 式 


A 
u(x,t) = 全 +v(r,t), 0O<z<L,t>0 


对 v(z,t) 的 各 方程 中 包括 一 个 非 齐 次 偏 微分 方程 


Ov _ Ov ey 


连同 其 余 的 齐 次 性 质 的 方程 
v(0,t) =0,， wv(L,t)=0, t+>0 
和 
v(z,0) =0,， 0<z<L 
用 以 前 的 仍然 有 重要 意义 的 相关 本 征 函 数 的 展开 式 , 即 


OW 


v{(Zz,t) = 》 7 ”(t) sin — 


nn 二 1 


72 一 7x2), 一 L < x < 工 用 正 交 函数 系 
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能 通过 非 齐 次 常 微分 方程 决定 函数 T*(t),n = 1,2,…, 且 由 此 确定 原来 要 找 的 
吨 数 (z, 六. 
(由 (18.32),(18.41),(18.42) 导出 的 ) 完全 表示 式 


zt 47r ，。， 9 
ul(Z, ) L, - srr(t 一 山 ) 
2 AL* Ed 一 ] n+tl » nn le 
Lr3 sin ee ‘, 0O<z<Lt>0 (18.43) 
nn 二 1 
中 对 z 微分 , 确定 在 x = 工 处 进入 杆 的 热流 量 速 率 
Ou At AL 2AL 1 par)y 
jk 
和 的 二 or|,_: 工 3k kn A n2" 


和 在 x ==0 处 流出 的 热流 量 速 率 


- At AL 2AL 一 (—1)” —k( 2 ) 
f 1) 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 LL 
jolt) =« Br LL 3k kn’ 2 n2 
它们 的 郑 
2AL 4AL 1 o—k 2 1 r) 


ij) -jl) = BE Kr 2 Gm ty 


在 上 一 ce 的 极限 过 程 中 趋向 一 个 稳定 值 , 这 一 情况 与 内 部 温度 随时 间 而 线性 上 
升 是 相 适 应 的 . 


习 题 18 
1. 设 要 求解 端点 为 齐 次 边界 条 件 的 非 齐 次 常 微分 方程 , 即 
da? 
(Fs + A) y= f(x), 0<z<L, vy0)=yL)=0, (*) 


且 设 (7) 表示 该 微分 方程 的 一 个 特 解 . 按照 满足 sin VAL 一 0 或 sin VAL # 
0 的 参数 入 的 两 种 情形 , 用 通 解 去 对 比 这 两 种 情形 ; 证 明 在 前 一 种 情形 , (x*) 
无 解 ， 除非 土 Y,(0) = 六 (LL)， 且 如 这 关系 式 成 立 ， 则 存在 无 穷 多 个 解 . 当 
sin VAL 关 0 时 什么 结论 成 立 ? 


2. 考虑 一 根 长 度 为 工 的 均匀 细 杆 , 其 初始 温度 为 零 , 且 假设 热 随即 以 定常 速率 
通过 一 端点 (z = 0) 进入 , 而 在 另 一 端点 (z = 上) 温度 仍 保持 在 国定 水 平 . 


. 176 ， 仿 微 分 方程 


解 对 应 的 方程 组 
Ou O21 
A koa 0O<z<L,t>0 
Ou 
一 二 一 一 4， wlL,t)=B, t>0 
OT|, 0 
和 


wu(T,0) 一 0，0<Z< 世 
这 里 A,B 是 独立 的 正 量 . 确定 经 过 很 长 一 段 时 间 后 (t 一 co) 解 的 渐 近 式 .. 
3. 考虑 长 度 为 工 的 均匀 杆 , 其 初始 温度 为 零 , 且 假 设 在 一 端点 (Z 二 上) 温度 继 


挟 为 等 而 在 有 限时 间 了 站 在 男 一 端点 (5 一 0) 有 站 和 和 计生 
关 的 方程 组 


Ou Ou 
-一 天 一 一 ， 0 < 了.t > 0， 
ot Or2 < 
ro = « u(L,t)=0,t>0 
Ox 个 一 0 0, t > T,， 


和 
u(rT,0)=0, OO<zxz<L, 


求 对 所 有 tL 值 0 <z < 工 上 的 内 部 温度 wu(zx,t). 


4. 解 方程 组 
Ou Ou 
一 一 一 0 Lt>0 
”也 Ra <I< > 
B37| 0 “gz ,Qe ，>0 
和 


u(xz,0)=0, 0<7z<L, 
它们 描述 具有 一 端 绝热 而 另 一 端 有 一 个 衰减 的 热流 的 流入 的 杆 的 变化 的 内 
部 温度 . 决定 当 上 一 oo 时 温度 是 否 会 达到 定常 的 或 是 不 依赖 于 时 间 的 分 布 . 


f': ddr -kf 吕 Ou 
0 


提供 什么 信息 ? 该 式 是 由 偏 微分 方程 对 (0 和 L 之 间 ) 和 上 (0 与 之 间 ) 
积分 且 用 初始 条 件 推导 出 的 . 


T= 二 上 
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5, 设 热 在 一 杆 中 以 与 距 一 端点 (T= 二 0) 的 距离 成 比例 的 速率 (每 单位 时 间 和 体 
积 ) 生成 . 来 从 而 产生 的 温度 分 布 (7T,t) , 它 服 从 偏 微分 方程 
Ou 一 .Ou 十 
Ot 687r2 
如 果 初 始 温 度 处 处 为 零 而 且 两 端 温 度 也 保持 为 零 . + 一 ce 时 4(X,t) 的 渐 近 
性 状 是 什么 ? 
6. 应 用 有 关 的 本 征 函 数 是 用 来 解 Laplace 方程 
Ou Ou 
dr? Oy? 


的 边 值 问题 的 一 个 例子 是 恰当 的 . 这 样 , 考虑 一 适 形 区 域 ,0<Z<a;0<y< 
b, 以 及 涉及 每 条 边 上 4 的 法 向 导数 的 边界 条 件 如 图 所 示 . 如 函数 U(z,V) 表 


QZ，0<2z<Lt>0a > 0 


=0 (1) 


示 一 个 定常 温度 分 布 , 则 上 面 的 条 件 表 示 两 条 边 是 绝热 的 且 湛 另 两 条 边 规 定 
了 热流 量 ; 对 定常 温度 有 一 明显 要 求 , 即 没有 进入 该 区 域 的 纯 热 流 ， 这 意味 
着 b ae 

f we = {fala 四 


由 于 集合 {cos 一 } ,nn 一 0,1,.…… 刻画 对 变量 z 的 相关 的 本 征 函 数 , 引入 级 
数 


u(x,y) = Yo(y) 十 2 Yay) COS 一 ,0 <T<a (iii) 

且 证 明 系 数 函 数 0 
Yo(y) 一 2 u(x,Yy) dr (iv) 

4 0 
Yn (y) 一 =/ u(x,Y) COS We n= 二 1,2,..: (v) 

uu 0 a 
分 别 满 足 常 微 分 方程 2y 

J 一 -f(y) (vi) 


.178. 偏 微 分 方程 


cy WTA “ 2 
dy (一 ) Yn = -fi1(y). 
在 现在 情况 下 , 对 (iv) 的 唯一 解 验证 关系 式 
dYo 


yy- -- [ fi(y )dy , 
且 积 分 (viii), 先 设 
Fy)= /Ad 
然后 注意 
Wy) = 人 Fa +C( 常 雪 ) 


和 


1 ys fy dF(y) 
一 二 ‘FP / 2 5 i d / CO 
y "VE fv /| 


- vr) + 人 yao dy'+C 


a 
1 b 
-3 Wh dy + 
4 


除 一 个 附加 的 任意 常数 外 确定 了 Yo(y). 用 常数 变异 法 积分 (vii), 记 
Yn(y) = An(y) sinh — + Bn(y) cosh 


设 这 里 引入 的 函数 An(Y), Bn(y) 通过 关系 式 
dAn(y) nny dBn(y) 
d 


sinh 一 -一 十 一 一- Cosh 一 
a dy 


a 


联系 起 来 ; 涉及 4 和 Bn 的 一 阶 寻 数 的 另 一 关系 式 , 即 


0 


(vii) 


(viii) 


(ix) 


(x) 


(xi) 


(xii) 


则 是 由 (vii),(x) 和 (xi) 推导 出 的 . 从 (xi),(xii) 得 到 对 dhn/dy 和 dBn/dy 的 


表示 式 , 且 用 这 些 表示 式 去 得 到 非 齐 次 第 微分 方程 (vii) 的 特 解 


b 
Yn,(y) = 了 | fi(y ) sinh —(y — ydy 


FT a 
和 由 此 得 到 的 带 有 任意 系数 Cn, Dn 的 通 解 
y 2 l jy _» h 一 ( 7 )d 
= 去 上 fi(y ) sin ~ (y — Wdy 


十 CC cosh —( 一 名 十 也 cosh -一 


(xiii) 


(xiv) 


第 十 八 章 ” 非 齐 次 问题 。 .179. 


楼 引 在 Y= 0,b 处 的 边界 条 件 去 建立 完全 决定 的 形式 


2 六 
Yn(y) = 元 上/ fi(y ) sinh —(y — Yy)dy | (xv) 
9 cosh 一 人 p 一 2 
-二 一 人 5 户 (z) eos get 人 fi(y) cosh | 


它 与 (这 ) 和 (iii) 联合 起 来 就 描述 该 问题 的 解 . 考虑 特殊 情形 ,其 中 
fi(y)=—A/b,0<y<b, fo(x)= Afa,d <z< a, 


且 推 导出 (除了 一 个 无 重要 意义 的 附加 任意 常数 外 ) 


TA 
OO _  .. 
on A COS 


u(T,Y) = 了 人生 ) nm) 


A 
—_ 有 2 一 四 
5 一 区 — (7 — a)} 
. 给 定 方程 组 
Ou Ou 
-一 一 2 一 一 ， 0<r<d, 
天 “872 
u(0,t) =Ucoswt, uld,t)=0, t>0, 


它 与 一 对 (无 限 的 ) 平行 平板 间 的 不 可 压缩 籍 性 流体 运动 有 关 , 其 中 一 个 平 

板 (在 z = 0) 在 其 自身 的 平面 内 振动 而 另 一 平板 (在 了 = d) 保持 固定 建 

立 这 方程 组 的 解 的 表示 式 

sinh A(d 一 工 ) it 
sinh Ad 


unt) = URe| | 0<z<d, 


这 里 


且 RelB] 表示 复 值 泡 数 鲁 的 实 部 . 讨论 该 解 在 分 别 的 极限 情形 
2 2 
wd ww 和 好 0 
了 
下 的 某 些 近似 式 . 如 果 
u(x,0)=0, 0<7<d 


u(X,t) 的 合适 表示 式 是 什么 ? 
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局 部 热源 


适当 定义 的 本 征 函 数 在 其 他 扩散 问题 , 特别 是 , 设想 在 有 一 局 部 (或 点 态 的 ) 

性 质 的 内 部 热源 的 问题 中 有 构造 性 作用 . 例如 , 设 在 时 刻 t = 0 在 杆 的 两 端点 之 

间 一 个 点 z = ! 处 , 一 个 具有 输出 每 秒 9 单位 的 定常 热源 开始 起 作用 ( 见 图 35); 
如 果 该 杆 初 始 温 度 为 零 且 此 后 在 两 端 保持 温度 为 零 , 相关 的 方程 组 包括 

: Ou Ou 0<z<l, 

HR 0 1<z<lL, 

u(0,t)=0,u(L,t}=0, > 0， 

u(r,0)=0, 0<7z<L 


t>0, 
(19.1) 


和 By T= 二 i 二 0 Q 
ull+0,t) = ull — 0,t),， C—O— = 一 ,t>0, 
沁 企 一 ! 一 属 K 
热源 
| 
CT 
x=0 x=i x=L 
图 35 


这 里 记号 ! 土 0 等 同 于 正好 位 于 该 热源 右边 和 左边 的 点 , 且 “ 仍然 表示 热传导 率 . 
温度 u(x,t) 的 xz 导数 的 不 连续 性 进入 其 中 的 方程 指明 从 该 热源 有 一 纯 热流 量 流 
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失 , 而 该 处 温度 本 身 是 连续 的 . 给 定 在 x = 0, 工 处 的 wu(z,y) 总 是 零 , 现在 有 关 的 
本 征 隙 数 在 两 互补 的 多 间 上 用 不 同 的 齐 次 方程 组 定义 , 即 : 
(大 +*)X- =00<s<t (KitN) Xt =01<r < 

ys 


2 
oT (19.2) 


且 其 结果 有 各 上 自 的 形式 


X_n(Z) = sin (n+ ;) 了 0<z<l, 


， lyVnr(L~—Z7) 
Xi n(n) = sin (n+ 3 yat 


引入 具有 公共 系数 集 工 ,(t) 的 展开 式 


n = 0, 1,2,... (19.3) 


(<zX<L, 


一 1 
u_(z,t) = 》 Th(t) sin 名 3 ) ~ 0O<z<l 
他 一 改 


(19.4) 


u+(z,t) = > n(t) sin m 十 了 rt <T<L, 
n= 二 0 


这 样 来 保证 温度 的 处 处 连续 性 .由 于 这 两 个 本 征 函 数 的 无 关 集 各 自 是 正 交 的 ， 
(19.4) 中 的 系数 函数 用 看 来 好 像 不 同 的 积分 表示 , 即 
t 
Tn(t) = 7/ u_ (x,t) sin (" 十 5 dr 
和 


2 六 1AN T( 工 一 
Tn(t) -1 ur (x,t) sin (n+3) Tg, z 


从 上 面 两 式 继 续 下 去 , 利用 对 温度 的 偶 微 分 方程 和 边界 条 件 , 用 前 一 章 中 详 述 的 
那 种 方式 的 运算 操作 , 建立 一 对 关系 式 , 即 


2 
TAN 和 2 nf Ou 
dlIn/dt+k (人 十 ; ) 7 ln = TR(—1) (等 ) ，， ; 


1 rN 2k(—1)" /Ou 
dT /dt + k ((n+3) 5 ) Th = -OO 入) 
上 两 式 分 别 乘 以 和 工 一 再 相 加 , 得 出 
dT, -1 “1 LL 


Our 


OD | 3 


i+0 Oz 区 一 /一 


. 182 ， 含 微分 方程 


它 是 T,(t) 的 完全 确定 的 常 微分 方程 . 该 方程 满足 初始 条 件 T(t) = 0 的 有 关 解 
是 


1 2 
(n+ 5 r] t 
一 人 一 ,1 = 0,1,... (19.6) 


方程 
由 于 热源 强度 和 边界 条 件 是 不 依赖 于 时 间 的 ,显然 最 终 得 到 定常 温度 分 布 ; 
特别 是 


u_(z,t) ~ ~2Q UAL- DY 》 (一 站 动 | 


厂 2 2 
FT27 全 (n+3) (19.7) 
2 
_ (LL- Ds 0<xz<l， 当 tt 一 0%， 
L 


sin (n+ 1) TE 
w(x,t) ~ 2 | (19.8) 


[<zX<L， 当 tt 一 0o0%. 


LE 一 Zi 
-x 


ay 


这 些 渐 近 式 可 直接 从 定 营 体系 的 第 微分 方程 组 


du : : du 
一 00<2 二/ 
QZ“ ar* 


wu_(0) =0, ui(L) =0, uw () = wi(l), 
du | -9 
(你 dz ) z 一 | 十 0 dz ) z=!-0 环 
推导 出 来 , 它 包括 了 由 温度 的 一 阶 导 数 的 不 连续 性 所 表示 的 一 个 源 条 件 . 


对 给 出 的 解析 表示 式 的 自 相 容 性 的 进一步 检验 值得 注意 , 这 关系 到 当 定 前 
温度 分 布 出 现时 在 热源 的 热 释放 速率 和 在 杆 的 端点 的 总 流出 速率 之 间 必 和 需 的 平 


一 0 <2<< 工 
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衡 . 从 级 数 式 (19.4) 分 别 计 算 瞬 时 流量 , 得 出 


, Ou 
jrL(t) = — KR 


也 


jo(t) = 5 一 no)" 在 x=0， 


T=0 n= 二 0 


同时 得 出 在 任 一 瞬时 可 变 流出 量 的 联合 上 度量 ， 


NO = jd + i) = rn (m+) m0 


20 > CD: (人 (19.9) 


所 以 在 t 一 co 时 ， 
10 ~ 2 一 沙 ， 
mn 一 0 人 一 


这 里 的 数值 级 数 可 求助 于 以 下 结果 ( 隐 含 在 (19.7) 中 ) 求 其 数值 


(19.10) 


所 以 (19.10) 变 成 
J(t)~@ 当 t 一 0%， 
从 而 证 实 了 定常 态 所 需 的 热平衡 . 


以 下 考虑 位 于 周 长 2L 的 闭 圆 环 中 有 随时 间 变 化 的 输出 Q(t) 的 一 个 反 热 
源 ; 如 果 源 位 置 与 坐标 原点 x = 0 重合 , 且 该 环 所 有 其 他 所 的 坐标 分 别 在 区 间 


. 184 . 偏 微分 方程 


- 工 <ZY<00<7z< 工 中 ,在 与 周围 环境 无 热 交 换 的 条 件 下 , 支配 此 环 温度 
u(x,t) 的 方程 包括 


Ou Ou 
Hr Ra —L<T<L,7rA0,t>0 
0 0 
u(0+,t) =u0-,t), -| 一 -2 四， (19.11) 
0 | -of 07|.-0- K 
Ou Ou 
u(—L,t) = uL,t), 3 7 |, t>0 


和 
u(x,0)=0, ~—L<z<L, 


即 初始 温度 为 零 的 情形 . 记号 0+,0- 表示 热源 位 置 相反 的 两 边 上 几乎 重合 的 后 
对 这 环形 区 域 , 如 第 十 五 章 中 所 引出 的 , 有 本 征 函 数 的 线性 无 关 集 , 即 


nL 


其 中 唯 独 前 者 有 偶 对 称 性 , 切合 当前 问题 . 因此 , 引入 用 这 样 的 相关 本 征 函 数 表 
示 的 w(x,t) 的 展开 式 ， 


u,b) = > Tn(t) eos 一 —L<7r<L, (19.12) 
然后 应 用 表示 式 
1 /t 
To(t) = oT | ued, 
1 f° nn 
71%,(t) = zf, u(x,t) cos dr,n = 1,2,..- 


记 住 9u/68z 在 z = 0 处 是 不 连续 的 , To(t) 对 t 微分 的 结果 得 出 


do 1 ” Bulz,t) k /rt O2u 
RL) /人 , Br 

kk ou Bul 

2L |) Oz -of or rr 

aa /ou 

2L OT / ,0+ Oz / ,0- 

k 
Q(t), 


ogL 
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且 这 常 微分 方程 的 解 
T(t) = | Q(t at (19.13) 
唯一 地 适合 初始 条 件 To(0) = 0. 
按 类 似 方式 建立 T(t) 的 非 齐 次 党 微分 方程 , 即 
Cn 十 天 (TZ) 刀 一 Qi = 1,2, i 
且 所 要 求 的 在 上 = 0 为 零 的 解 是 
T,(t) = / ‘Qe-t(E) ae, (19.14) 


考虑 到 表示 式 (19.13),(19.14) 后 , 级 数 (19.12) 得 到 了 完全 详细 的 描述 , 因而 提供 
了 这 热源 问题 的 一 个 解 . 
特别 地 , 如 果 热 源 有 定常 状态 且 Q(t) = Q, 则 由 此 得 出 表示 式 


k 
To(t) 一 et 
QL _Lf nny)2 
TD) 一 A (1 -es(¥)t) ,n=1,2,.. 
且 对 应 的 温度 分 布 
Qk er 1l _L/ nn)\2 
u(x,t) = nL + Rr Dm (1-e 必 区 ) :) cos ——， —L<zT<L,t>0 
(19.15) 
最 终 取 近 似 式 Qk Or 
这 里 
f(x) = > 2 COS 7 
| 二 1 
将 这 式 子 代入 对 v 的 偏 微 分 方程 , 表明 
df -LL<z<L,7rA#A0 (19.16) 
dr? 212’ 
且 所 要 求 的 解 必须 满足 条 件 
f(z) 一 用 一 Z)， 
df [0 7? 
az| 二 五， 
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这 里 最 后 的 式 子 是 从 关系 式 
/ u(x,t)dr = 2LTo(t) = nt 
导出 的 . (19.16) 的 积分 
f(r) = sr? — ll + 
满足 前 两 个 条 件 , 且 第 三 个 条 件 确定 了 C 的 值 为 1?/6. 所 以 


1 TY T2752 < < 
)=5 c= -+ -L<r<L, 
f(2) A nN 472 2L Ti+ 6 


且 在 长 时 间 后 由 定常 源 产 生 的 环 的 温度 的 估计 为 


了 2 
uit) ~ tt (过 =- 训 中 + 站， 当 上 一 oo， (19.17) 
同时 有 明显 的 和 所 要 求 的 属性 . 


考虑 一 个 可 变 源 函数 
Q(t) = Tow, t>0, (19.18) 


当 特 征 时 间 7 为 小 的 量 时 其 总 的 热 输 出 玉 释放 得 更 快 ; 在 7 一 0 的 极限 情形 近 
似 式 

Hk 

OA 三 ) 


Hk 
TD) = Ee DO, n= 


Tb = 


成 立 , 且 由 此 环 温度 


u(z,t) = 和 + 人 Do cos 一 -一 “ek(nr/L)t —L<zX<L,t>0 (19.19) 
K 上 


可 归 因 于 在 原点 x = 0 的 瞬时 作用 源 . 虽然 温度 分 布 (19.19) 是 依赖 于 时 间 的 ， 
它 的 沿 环 的 积分 值 则 不 然 , 且 


/ u(x,t)arz = H 
一 也 


是 必需 的 热平衡 关系 . 
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习 是 19 
给 定 方 程 组 
Ou Ou 
pr 0<zrz<L,t>0, 
Ou = hu(0,t),h > 0, Ou = 0, 
Dr | 0 OT| 
Tr 二 二 0 
_% 2 oi<Lt>0 
OT|,_,o z 
和 


u(x,0)}=0, 0<z7z<L, 
它 描 述 在 包含 一 稳定 热源 且 过 一 端点 (T = 0) 以 变速 率 失 去 热 的 一 根 杆 上 
(处 处 连续 的 ) 温度 分 布 wz 如， 决定 对 所 有 时 间 值 的 温度 且 讨 论 最 终 定 常 
态 的 可 能 性 ， 


分析 方程 组 
2 
kk 0<z<L,t>d, 
f D T=i+0 
2 = 49, - 元 = ,0<1<LuLt)=0 
TY 一 0 | 之 一 /一 0 
和 


uU(Z,0) 三 9gZ)， 0O0O<Zz<L. 

. 考虑 在 有 限时 间 区 间 0 <t<T 内 作用 有 强度 为 91 的 点 源 的 国 环 ; 且 假设 
有 一 “ 汇 点 ”, 该 处 热 从 此 环 以 定常 速率 Q2 流出 , 汇 恰 好 在 源 变 得 不 起 作用 
后 开始 起 作用 . 用 数学 术语 将 这 问题 公式 化 , 且 在 假定 Qa < Qi 的 条 件 下 决 
定 在 时 间 + = 27 时 环 内 的 热量 . 

. 研究 修正 的 扩散 方程 的 局 部 热源 问题 

On On On 


Diy 
可 B73 t+ Va U<2Z< 了 tt> 0， 
且 此 时 有 
D 雹 +om=0z= 0 了 ulz,0) =0,0<z<L, 
sn dt 
和 _ 4d 


Orl,o dt 


第 二 十 草 
一 种 非 均 一 结构 的 问题 


考虑 一 复合 杆 , 它 由 两 部 分 组 成 (虽然 每 部 分 都 是 均匀 的 ), 其 热 参数 和 长 度 
各 不 相同 ; 且 假 设 确定 全 杆 温 度 


t —L1i<xX<0 
wz,t) = te 1 ~ (20.1) 
uz2(T,t), O<z<L 
的 方程 是 
Ou!i Ou1 Ou2 Ou2 
ul -- _L 0 2 =k 0 L 
ot R13 1< 工 < 】 Ot 2 gr2 ， < 六 2) 
ul(—L1,t) 一 0, u2(L2,+) 一 U， (20.2) 
Ou!l Ou2 
t) = t 一 -一 一 一 一 t 
ui(0, ) u2(0, )， Kl Br 0 2 37 > 0 
利 


u(r,0)= f(x), 一 <2Z<0， uz(7,0) 一 户 (C)，0<7< 工 2. 
(20.2) 中 的 偏 微 分 方程 的 特 解 


ui(T,t) = Asin (Di +7z)-.e-” 
Vk 


u2(7,t) = B sin' | A (1 — 7).e 
2 
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在 x = 一 Li,L 满足 各 自 的 边界 条 件 且 有 相同 的 时 间 依 赖 性 ; 在 两 不 同 部 分 x 0 
之 间 的 接触 扩 上 所 加 条 件 给 出 一 对 关于 4, B 的 线性 方程 


/A /A 
G EL) 4 一 ( Er) B=0, 
Kl1V 入 /Ki 区 EL) A kis 和 /ko 区 Cr) B=0, 
1 2 


为 了 排除 导致 平凡 解 ui = wo =0 的 4 = B=0 的 可 能 性 , 得 到 一 个 对 本 征 值 
和 A( 关 0) 的 超越 方程 , 即 


1 /VR cot 全 Li 4 na/ Vk cot 全 -0 (20.3) 


上 面 找到 的 4 和 B 之 间 的 比例 关系 提示 了 与 (20.3) 的 第 n 个 根 相伴 的 本 
征 函数 的 合适 形式 ， 


sin Ra (7 十 也 ) 


XV (r) = ,—Li<Xx<0, 
sin 4/ Pa 
Xx) = ! (20.4) 
n —(L2 一 Z) 
X ni(z) 


函数 外 ,XL ,dX /dz ,didz 中 的 每 一 个 在 各 自 的 定义 域 上 连续 地 变化 ， 
它们 在 公共 点 x = 0 处 的 相互 联系 由 下 列 方程 描述 


Km (0) = XA") (0), 


d 


20.5 
一 ka— XA" 
dz 


ad 
mK 


t 二 0 


考虑 常 微分 方程 


dA yn) dO An yn) 
(大 + 守 ) 二 0, (大 + 窟 ) 怠 二 0 
以 及 在 z = 一 Li,L2 的 边界 条 件 , 由 此 推导 出 对 任 一 对 不 同 的 本 征 函 数 及 其 对 应 
的 本 征 值 , 有 


0 (m) (n) 
On -am) 人 起 XRDdar = x A x | 
一 天 Kl 尿 T 0 
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和 


L2 . 
2 y(n) (m) x 


dXO jm) -| 


当 相 加 上 面 两 关系 式 且 用 (20.5) 连同 关系 式 


1 2 
TPC, 7 = p202 
ki pn 9 ko pn 1 


得 出 的 结果 


0 L» 
(An 一 Am) / picIXI XI™ dz 十 / oa =0 
_Li 0 


提供 了 本 征 函数 了 (zx) 的 正 交 性 质 , 即 : 
0 L2 
/ pic1 XTX (zjadz 十 / poco XI TIX (zr) dr =0,nm. (20.6) 
—L] 0 


为 了 处 理 (20.2) 中 剩 下 的 初始 条 件 , 可 取 满 足 其 中 规定 的 所 有 其 他 要 来 的 
特 解 之 和 , 即 


ui(7,t) 一 -==(n) — A 
u(x,t) = 一 AnX (TD)e | 20.7 
《9 {9 之- (7) (20.7) 


且 系 数 4,, 是 下 面 的 复合 Fourier 展开 式 的 系数 ， 


ln ， 一 也 0， 
41 
刀 一 工 万 (zZ) 0 < Z < 也 2. 


应 用 (20.6), 这 些 系 数 可 以 从 以 下 表示 式 分 别 地 找到 | 


0 了 
{/ pici(X1™ (z))2dz + / oj 
(20.8) 
0 , :Ls , 
-一 | picif1 (7)X ) (x)dr + | pac2 fa (x)X! (x)dz, 7 一 1,2,..- 
—Li 0 


且 联 合 (20.3),(20.4),(20.7),(20.8) 就 可 描述 所 求 的 解 . 


习 如 20 
1. 不 可 溶解 的 物质 在 包含 两 种 不 同 流体 的 圆柱 容器 中 的 扩散 问题 由 以 下 的 方 
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程 组 定义 
Oni On1 On2 O2no 
一 D ， Li<zX<0,， 一 一 一 ， 0 < 也 2， 
区 一 7 1 Ht ?672 “~ 
OnN1 Ono 
一 下 一 0， 
DZ 有 Ox z=L, 
/ ON] On2 
ni1(0,t) = on2(0,t)， Di 一 一 2 一 一 ,， t>0 
OT |--0 OT |--0 


和 
ni(z, 0) 一 C1， —Li<7x<0, m2( 0) =C2, 0<7z< L,, 


这 里 Cl,C2 是 常数 . 证 明 : 当 入 是 本 征 值 方程 
ov Pitan \/ 方 闻 十 V D2 tan V 万- 产 一 0 (*) 
的 一 个 根 时 , 得 到 分 离 变量 解 
nil(x,t) = Acosy/ (Di +z)e”*:, Li<x<)0, 
1 
no(7,t) = B eosi | A (L, 一 Ze 一 人 0 一 Z< 世 2?， 
D2» 
且 这 些 解 可 表 成 形式 


7 ni(zx,t) = XV (zx, Mn)e—*nt, 
Ni(z,t) = 了 nj 一 入 nt 
WofZ,t) = X(T, Mn)e , 


这 里 本 征 函 数 
cos ,| 2 (Li+z) COS (Za — 2) 
On 人 (To — 
人 了 ocos4/—L 
COS pt V5 2 
由 一 对 等 式 


Xi (0) = X2” (0)， 


d 


d n 
= Da —X2" 


Di XY 


站 一 总 


连接 起 来 ,第 二 个 等 式 是 本 征 值 方程 (*) 的 推论 . 建立 正 交 性 关系 式 


Tt 二 0 


0 L» 
{sxx a XX ods = 0 mm 
Li oO 0 
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且 在 级 数 
元 (了 1 = 2》, AnX (x, Me "tt, Li<zrz<L, 
=0 


中 求 得 系数 A 的 表示 式 , 上 式 融入 了 ma(z, 和 nz(zx,t) 的 指定 初始 值 
给 定 与 零 本 征 值 Mo = 0 相应 的 非 平 几 本 征 函 数 , 如 果 ni(z,0) = C1 

n2(ZX,0) = C2, 进一步 确定 

ja + C2(L2/L1) 


L 
+o 


Li 


40 = 


且 注 意 由 本 征 值 和 An,n = 1,2,… 的 正 性 所 蕴含 的 估计 元 


C1 十 C2 一 一 C1 十 一 人 2 
| 2 当 t+ 一 00. (+**) 
十 了 IT 十 一 
Li Li 
此 外 , 证 明 : 在 特殊 情形 
-一 2 (水 水 ) 
VD1: VD2 


县 本 征 值 方程 简单 地 变 成 


| 入 
tan D1 二 0 


时 , 则 所 确定 的 式 子 (**) 在 所 有 时 间 成 立 . 


当 特殊 条 件 (x **) 成 立时 , 有 另 一 个 更 直接 的 方法 去 导出 在 不 同 流体 
的 分 界面 上 与 时 间 无 美的 浓度 水 平 n1,m2. 为 此 , 引入 偏 微 分 方程 z 


Ou Ou 
Bf 一 B72 0<7T< l, t>0 
的 一 个 解 
u(x,t) = U(z,t), 
它 具 有 性 质 


V7lz,0) 王 0，0<zZ<1/ 


OU 
U(0,t)=1, Hz 一 0， 过 > 0， 


第 二 十 章 ”一 种 非 均 一 结构 的 问题 。 . 193. 


然后 取 表 示 式 
必 Di 
n(z,t)=O+n~ C0, 73t), Li<z<0, 
Li; Li 
汪 Do» 


n(n,t) = C+ (m2 Ca ( 中 0O<z< 1,, 


L2’ L3 


这 里 nn 二 nn(07,t) 和 no 一 n(01,t) 假设 为 常数 . 


证 实 
on po ~Li < 人 TXT<0 
On O02 
BH ~ P25372’ 0<Zz< LL,, 
此 外 还 有 


n(x, 0) =CO,—L1i<7z< 0,n(zx,0) =Co, 0O<7z<L,, 


on -0 =0, t>0 
Ox po Ox za 
用 界面 条 件 
人 0 
Di 元 一 » ， t>0 
| .0 OX |--0 


和 关联 两 不 同 流体 参数 的 特殊 条 件 (***) 去 得 到 关系 式 
Lini + Lan2 = LiC1 + L202. 
再 求助 于 条 件 
ni = on2 
从 而 建立 结果 (x*x*). 


， 考虑 上 述 问 题 的 一 种 变形 , 其 中 扩散 在 无 限 长 容器 (L1 一 00,L2 一 co) 内 发 
生 ; (回顾 第 四 章 后 ) 验证 


n(x, t) 一 1] 十 (OO 一 mi )erf (二 ， TXT<0 
2 ， 。 
(erfz = -所 如 es di) 表示 偏 微分 方程 
2 
ci -Di2n jo 


Ot Or2 
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的 一 个 解 , 且 有 性 质 


n(0,t) 二 ni， 与 时 间 无 关 ， 
n(7,0)=0, nzt)j~C, 妆 2 一 一 oo. 


类 似 地 , 验证 
mLZt 芭 一 12 十 (C2 一 92jerf (1) ;， >0 
满足 偏 微 分 方程 
On On 
A 一 2 了， 人 全 0, 
. 且 有 性 质 


n(0,t) 二 n2， 与 时 间 无 关 ， 


n(x,0) =C2, TXT>0, n(z,t)j~C2, 当 2 工 一 co. 


加 上 条件 
7 On 
ni 一 0O12， Di Dr 一 二 2 D7 
+ 二 0 r=01+ 
去 求 得 确定 的 表示 式 
Ca + C2V D2/ DI 2 = C1 + CoV D2/ DI 
rc+v 万 万 | zc+VDo/ 太 


且 注 意 当 特殊 关系 式 

11/VDi = Lo/VDs 
成 立时 它们 与 问题 1 中 前 面 的 对 应 部 分 (+*) 相同 . 

3. 研究 由 两 个 均匀 而 不 同 的 部 分 -Zi<zZz<00<Zz<z2a 构成 的 杆 内 的 变温 
度 分 布 , 假设 整个 杆 的 初始 温度 为 零 ， 此 后 在 一 端点 (T = 工 ?) 取 零 值 , 在 另 
一 端点 {TX 二 一 L1) 适用 菲 齐 次 条 件 , 即 


Ou pa = f(t), h>0,t>0. 
Ox 
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关于 除 扩散 型 外 的 其 他 现象 的 偏 微分 方程 的 分 析 中 遇 到 的 本 征 函 数 和 本 征 
值 , 值得 讲述 某 些 额 外 的 细节 . 因此 , 考虑 在 圆柱 形 均匀 弹性 杆 中 的 轴 站 运动 , 即 
其 中 任 一 横 截 面 的 各 点 沿 圆柱 母线 方向 经 历 一 个 小 的 且 共 同 的 位 移 的 那 种 运动 
设 wu(z,t) 作为 在 z 位 置 的 物质 薄片 的 位 移 的 度量 , 则 


v(x,t) = 2 (21.1) 
定义 对 应 的 速度 ; 运动 的 动力 学 方程 把 速度 和 内 应 力 函 数 o(x,t) 联系 起 来 , 即 
2 - po (21.2) 
这 里 p 是 质量 密度 . 应 用 Hooke 定律 , 即 
zz 四 二 Eo (21.3) 


其 中 EE 表示 弹性 性 质 的 一 个 参数 , c 和 wv 之 间 的 第 二 个 关系 由 (21.3) 对 时 间 t 
微分 且 参 照 (21.1) 得 出 , 即 : 


ca _ po (21.4) 


Ot 
这 样 (21.2) 和 (21.4) 组 成 关于 所 考虑 类 型 运动 的 一 个 联 立 一 阶 侦 微 分 方程 组 ， 对 
单独 的 状态 函数 的 偏 微分 方程 也 是 可 以 利用 的 , 特别 是 适用 于 位 移 的 二 阶 方程 
Ou 186 » 上 


B72 一 2 D2 个 二 pi (21.5) 
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对 流动 方程 (21.5) 的 定 解 问题 在 补充 附加 条 件 , 即 


Ou 


ou Bau 
Oz 


,0 Or "A 

Ou 

r+,0) = ， -一 

u(7x,0) = f(z) Bt | 

后 就 确定 了 , 这 里 边界 条 件 是 在 端 氮 (x = 0) 处 固定 , 而 在 另 一 端点 (x = 上) 处 

浸入 于 医 性 流体 中 . 两 个 初始 条 件 是 恰当 的 , 因为 该 偏 微 分 方程 包含 对 时 间 的 二 
阶 导数 . 对 一 类 特 解 采用 乘积 表示 式 


一 一 0, 
=r (21.6) 
= g(x), 0O<z<L 


u(r,t) = X(T)T(t), (21.7) 


这 里 的 两 个 单 变量 因子 可 用 带 共 同 参 数 的 有 共同 形式 的 二 阶 常 微分 方程 来 描述 ， 
即 


dX 中 dd 了 2 
-+ NX=00<r<L, -s+(X)T=0,t>0. (21.8) 
在 x = 工 的 边界 条 件 的 对 应 变化 形式 
dX df 
T(t) 7 十 oX (DD) =0, t>0 (21.9) 


表明 , 如 果 dT/dt 和 工 之 间 成 比例 , 则 时 间 变 量 可 以 从 那里 消去 ; 这 可 以 通过 利 
用 对 T(t) 的 常 微分 方程 的 一 个 特定 的 复 值 解 达到 , 即 : 


T(t,A) = e™°t = cos Mct + isin Mct, (21.10) 
使 得 jp 
-一 二 iAcT 21.1 
可 iAcT, (21.11) 


相 比 之 下 , 该 常 微分 方程 带 有 任意 常数 4, B 的 通 解 
T(t,A) = AcosAct + BsinAct 


有 与 了 本身 不 成 比例 的 导数 . 
因此 , 从 (21.9),(21.11) 得 出 


da + iacAX(L)=0, (21.12) 
dz |,_r 


而 且 当 把 在 x = 0 对 所 有 和 满足 边界 条 件 dX/dzr = 0 的 函数 


X(r,A) = cos AT (21.13) 
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代入 (21.12) 时 , 结果 为 一 个 包含 虚 系 数 的 本 征 值 方程 


tan AL = iac. (21.14) 
利用 关系 式 , 
] ee pc 一 红 — 一 一 4 此 
siny De e *), cosy 2 (e +e *) 
及 其 直接 推论 z 
tan 1 = le “一 1 
(了 十] 


本 征 值 方程 (21.14) 可 改写 成 形式 


2WL 1- 
li+ac 


从 而 得 到 和 的 显 式 表示 , 即 


2iAL = ln =e) 
这 里 In 表示 自然 对 数 函 数 . ln 的 变 元 是 正 或 负 依赖 于 ac sg 1, 且 在 不 同情 形 下 
该 函数 分 别 取 不 同 的 值 (由 复 变 量 分 析 确 定 ), 即 


iNT Qc<l1 
] 一 9 9 

n (3 2 ) = 下 | c++ 1 n = 0, +1,.. 
1 十 ac 1 十 ac 2i (n+ 3 T， Qc>1, 


因此 在 这 例子 中 出 现 了 复 本 征 值 , 其 具体 表示 为 


nn 1 一 Cec 
n 二 一 一 一 一 -一 一 | ， 21.15 

L 2L a 2 ) 

或 
n+ 
9 1 1 一 CQc 
An 一 一 一 全 T 一 一】 ， ] 

Dp 二 | 2 

且 对 应 的 本 征 函 数 


Xn(T, An) = Cos 和 An 


也 是 复 值 的 . 值得 关注 的 是 : 偏 微分 方程 (21.5) 满足 (21.6) 所 述 边 界 条 件 的 所 
有 分 离 变 量 特 解 
(2 人 二 大 (ZXAn)e nct (21.16) 


有 一 个 共同 的 不 依赖 于 本 征 值 指标 ”的 按 指数 递减 的 时 间 因 子 


C 了 十 ac 
szp 人 -过 中 


1 一 Gec 
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迄今 与 初 值 条 件 或 激发 方式 无 关 的 (21.6) 型 的 固有 运动 或 自由 运动 展示 的 阻 
尼 、 衰 减 由 基本 方程 对 (21.2),(21.4) 得 出 的 微分 恒等式 所 预示 ; 为 此 , 这 两 方程 
分 别 乘 以 v 和 c, 然后 相 加 , 其 结果 是 

1 Dr Dr Ov 


ov 109000_1.00 0 
Ma EQ br "or 


或 更 紧 凌 地 
5S (Bo + 十 去 二 Fh 7 ) = (vo) (21.17) 
在 (0, 厂 ) 上 对 z 积分 , 考虑 到 边界 条 件 (21.6), 得 出 
T= 上 L 9 Oy 2 
太一 一 UO _ 一 Bru t)olL,t) = —aQakF (及 ) O18 
这 里 


rf1 /Gu\* 1 OuN” 
elt) = / {i 后 十 aE (器 | dx 
表示 杆 中 弹性 激发 的 总 能 量 (动能 和 势能 ). 当 a > 0 时 , (21.18) 确实 预示 了 能 量 


的 不 断 减 少 , 而 且 与 杆 在 z = 工 的 终端 变化 方式 有 关 ， 
本 征 函 数 的 一 个 积分 性 质 , 与 加 在 和 式 


u(x,t) = 》 4nXn(Z An)e nc 


n= 二 0 


上 的 初始 条 件 有 直接 关系 , 这 个 性 质 可 以 依靠 限定 的 第 微 分 方程 


( 备 +%)*=0 0<z<L, 
(21.19) 


2 
(在 + 忒 ) Xn =0 0O<z<L 


来 建立 , 这 里 上 划 线 表示 该 量 的 复 共 辆 . (21.19) 中 分 别 乘 以 又。 和 XX,,, 相 减 再 
积分 , 得 出 


L L 
-到 )/ XnXmdr = | X,, OX, iz+ Xn A Xndz. (21.20) 
0 0 


其 中 右边 第 一 项 分 部 积分 后 得 

L 9 + 二 LL L » 
= 4d = dd d 一 d* 一 
on 一 | 入 站 -一 从 nm 一 入 nm 一 一 从 mm An 一 5 入 maz， 
| 人 mm dz dr | dz 人 dz I, | dx? 人 
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且 把 它 应 用 到 (21.20), 连同 X, 往 ， 所 满足 的 边界 条 件 一 起 就 得 到 


-一 = d d = | 
(A7 一 允 ) / XnXmdr = — |Xm—— Xn Xn Xm 
0 dz dz _ 
= iac(M + Mm)Xn(L)Xm(L), 
或 
一 -一 L 一 < 一 一 
(Am 一 An ) / Xn Xmdr i+iacXn(L)Xm(L)=0, n@Am. (21.21) 
0 


由 (21.21) 可 见 本 征 函 数 不 是 正 交 的 , 因此 基于 这 种 函数 的 级 数 展开 式 中 系数 的 
决定 要 求 不 同 于 常规 的 运算 (回顾 第 十 六 章 ). 
通过 考虑 修正 波动 方程 
10 Ou rv Ou 


3 = 72 -2 Berar 0<z<L,t>0 (21.22) 
连同 齐 次 边界 条 件 
u(0,t) =0, wv{L,t)=0,t>0 (21.23) 
和 一 对 初始 条 件 
u(Z,) 0) = f(z), - 2 | 一 gzZ)，0<2Z<< 也 ， (21.24) 


能 进一步 领会 本 征 函 数 和 本 征 值 概念 内 理 的 广阔 应 用 范围 和 灵活 性 在 常 系数 
偏 微分 方程 (21.22) 中 分 离 变量 , 设 


u(x,t) = X(r)e™, (21.25) 
那么 齐 次 边 值 问题 
a ovAd +A IX=0,，0<x<L (21.26) 
dz? dz 


X(0) =0, X(L)=0 
刻画 了 该 问题 的 本 征 函 数 . 常 微分 方程 (21.26) 的 线性 无 关 解 有 形式 


pivT otiAY i+v2x 


且 
X(zA) =e rsin AV1l+ mz 


显然 满足 条 件 X(0) = 0; 如 果 有 
sinAV1+i+vL = 0, 
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则 条 件 X(Z) = 0 得 以 保证 , 因此 推演 出 实 本 征 值 的 确定 值 


An, = 让， n 二 土 1, +2,.…. (21.27) 
i 
借助 于 复 值 本 征 函 数 
X (rz, Mn) = einrz sin 一 ， n 二 土 1, 十 2,…… (21.28) 
的 微分 方程 , 即 
d* d 
jn 一 277An nn 十 和 二 人 nm 一 0 


和 
OX, DANm 二 到。 + 和 .站 mm = 0， 


dz? “dz 
利用 多 次 详 述 过 的 一 类 论证 , 即 可 推导 出 
L 
(Anm 一 上 Xn(7) 区 十 Am)Xm(Z) 十 2 全 nn dz = 0, 


所 以 
L 
/ Xn (7) be 二 入 nn) 羡 m(7X) 十 Zi Xml) dz =0, n@Am. (21.29) 
0 小 
当 mm = m 时 , 后 一 积分 的 直接 计算 是 简单 的 , 即 
L qd 
上 Xn (x) 的 二 (Z) 十 oo i dz 
0 
" Edy 
= 2 和 hn 2 ?人 ( 二 
2 和 An (1l 十 ) sin “sin 
= Mn(l+r)L = nrVlt+t 


因此 
L QQ 加 0, m zn, 
(21.30) 


就 表示 了 对 (21.29) 的 推广 . 
把 偏 微分 方程 (21.22) 的 分 离 变 量 解 汇集 在 一 起 , 即 : 


u(x,t) = 5 an Xn (x, Mn)e' "et, (21.31) 


二 一 OO 
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且 加 上 初始 条 件 (21.24), 就 得 到 两 个 级 数 展开 式 


f(r) = >》, QanXn(T), g(7T)= >», iAnanXn(T),0<7T<L, (21.32) 
为 了 得 到 确定 系数 a,, 的 各 个 表示 式 , 注意 涉及 给 定 函 数 f,g 的 预备 性 关系 式 ， 
Bh: 


f(z) Xm Xn) 十 2 人 — ig(r)Xm(7) 


中 | 


一 >》 QanXn(x) 区 二 + 和 Am) 半 mm (7X) 十 2iv Tne)| . 


nN 二 一 0 


用 积分 性 质 (21.30) 后 , 立即 得 到 想 要 的 表示 式 , 即 

L 
rd RU 
—ig(zT)Xm(z)} dr, m= +l,+2,.…: (21.33) 


从 偏 微分 方程 (21.22) 导出 的 一 个 恒等式 
O11 /Bu\* 1 /Ou\” 0 GuBu vv /ou | _, 
Ht 喜 ( 实 ) + 了 (器 ) “而 - 半 +( 吃 ) - 


蕴涵 非 负 函 数 | , 
] fou 1 /ou 
不 随时 间 而 变 , 只 要 如 假定 的 那样 , 在 x = 0, 工 , 对 所 有 的 上 > 0,% 及 其 时 间 导 数 
为 零 ; 此 外 , 将 这 个 性 状 与 本 征 值 的 实数 性 联系 起 来 是 合适 的 . 
本 征 函 数 和 本 征 值 与 包含 高 阶 偏 微分 方程 的 问题 也 有 关系 ; 为 此 考虑 四 阶 
方程 


Wm 一 


O21u Otu 


Fi + Da =0 0<7z<L (21.34) 
和 一 组 齐 次 边界 条 件 
Ou Ou 
u(0,t) = 0, 5 0- 0, u(L,t) = 0, D7 =0,，t>0. (21.35) 
分 离 变 量 解 
u(rx,t) = X(T)T() (21.36) 


的 存在 性 现在 有 束 于 由 带 有 未 定 参 数 和 的 方程 


a4 
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和 
dX dX 


AX(0)=0, oe 一 0， X(L)=0, 一 一 一 一 
(0) dz | = dz | -Fr 


所 定义 的 齐 次 边 值 问题 的 非 平凡 解 的 存在 性 . 常 微分 方程 (21.37) 的 通 解 有 两 个 
不 同 的 形式 , 即 


X(T)= Acoshjyrz + Bsinhpnz+ Ceosnrtt Dsinnuzy (21.38) 
和 / 
X(T)= Aae +phe 六 十 YYcosHZ 十 0Sin AZ， 
这 里 
4 = AL 4 (21.39) 
当 考 虑 构造 基本 解 组 


Xi1(T), 有 AZ) Ash 从 4) 


时 , 证 明 前 者 是 有 优越 性 的 . 它们 在 xz = 0 的 指定 值 , 连同 其 前 三 阶 导数 的 指定 
值 , 在 下 表 的 相继 行 中 给 出 : 


入 1 1 0 0 0 
六， 0 ] 0 0 
A3 0 0 ] 0 
从 4 0 0 0 l 


dX1(0) _ dX1(0) dX1(0) 


pe 


利用 X1(0) = 1 dz dx? dr 
A=C=1/2,B=D=0, 所 以 


0, 对 特 解 Xi(z) 容易 求 得 


1 ] 
Xi(Z) = 5 cosh jz 十 3 COS HT, 


用 类 似 方法 求 得 男 三 个 基本 解 为 


1 l 
Xo2(7) = — sinh Hz 十 2 sin Wz, 


21 
X3(Z) = cosh Lx | COS HT (21.40) 
3 ” 2112 H 2112 H “ 
和 1 1 
Xa(T) = — sinh px 一 -一 一 Sin HY. (21.41) 
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现在 可 用 这 四 元 组 来 刻画 常 微分 方程 组 (21.37) 的 通 解 的 另 一 形式 , 即 
XX(Z) 一 C1X1(Z) 十 Co2X2() 十 (3 入 3( 代 ) 十 CaXa(T), (21.42) 


它 比 前 面 的 (21.38) 具有 优越 性 .这 样 分 别 从 条 件 X(0) = 0 和 dX/dzls-o=0 
得 出 C1 = 0 和 Cs = 0; 由 此 得 到 的 (21.42) 的 简化 结果 


XX(z) 一 C3Xa3(Z) 十 CC4X4(Z)， 0O<z<L (21.43) 
满足 在 x = 工 的 边界 条 件 当 且 仅 当 关系 式 


CaXa(L) 十 C4X4( 工 ) 一 0， 


Ca Xs + C4 SX = 0 (2144) 
成 立 . 由 (21.44) 推导 出 以 下 两 者 
Cs3=0,04=0 且 X(z)=0 
本 d d 
Xs(L). Xa 一 Xa .Xa(L)=0 (21.45) 


必 居 其 一 且 后 者 构成 该 问题 的 本 征 值 方程 . 在 这 里 代入 Xs, Xa 的 表示 式 (21.40)， 
(21.41), 经 化 简 后 , 给 出 


1 
al! 一 cosh uL :cos nL) = 0, 


或 更 简单 地 有 

1 一 cosh 1 了 .cosj1 =)0, (21.46) 
这 是 因为 
lim {六 ( — cosh 1 也: cospD) | 0. 


u—0 
显然 代 换 1 = 土 记 使 (21.46) 不 变 , 因为 普通 余弦 和 双 曲 余 统 只 是 一 个 变换 成 另 
一 个 ; 然而 这 样 的 根 不 会 导致 不 同 的 本 征 值 入 = 4, 因为 ( 士 人 4 = 1. 
C3 和 Cu 之 间 确 定 的 比值 由 (21.44) 的 一 对 线性 方程 提供 , 即 : 

C4 从 3( 了 ) sin uL sinh uL 


C3 XA) FlicospL ‘coshpyL—1 (21.47) 
上 式 右边 两 个 可 互相 替代 的 式 子 是 一 致 的 , 这 是 由 于 (21.46) 的 以 下 推论 
coshuyL =———, sinhuL=tangLl, sinnL 一 tanh 1 (21.48) 


cosuL 


.204 偏 微分 方程 


考虑 到 各 关系 式 (21.43),(21.47),(21.48), 该 问题 的 本 征 函 数 用 (21.46) 的 根 u,, 表 
成 


Cosh pn 人 (了 了 一 了) 一 coshHnZ cosHn( — 7)— cosunz 


nl) coshunL— 1 1—cosunL 
. L . L 
Sin fin, € 一 了 sinh /in € 一 了 
本 tk (21.49) 
SIN Kn 5 sinh Ln py 
且 容 易 验 证 它们 与 边界 条 件 的 相 容 性 . 
习 是 21 


1. 考虑 一 拉 紧 弦 的 横向 位 移 yz 日 ， 它 在 一 端 (Z = 0) 国定 , 在 另 一 端 连 接 可 
洛 一 国定 方向 (ZT = 二 上) 运动 的 质量 M; 当 位 移 很 小 时 , 可 以 应 用 线性 偏 微分 
方程 gay 1 gay 

B72 一 3 7 0 < Z << 工 ， (*) 

这 里 c” 等 于 (均匀 ) 弦 张 力 PP 与 每 单位 长 度 的 质量 密度 p 之 比 . 零 位 移 条 
件 

y(0,t)=0, t>0 (**) 


适用 于 该 弦 的 固定 端 , 刻画 所 连接 质量 的 直线 运动 的 方程 适用 于 该 弦 的 另 一 


端 ; 特别 地 , 方程 
Oy 0y 
Bz| _ (x tp ) 


考虑 到 纹 的 张力 以 及 与 该 质点 的 速度 成 正比 的 阻力 的 联合 影响 . 研究 满足 条 
件 {**), (*+**) 的 偏 微分 方程 (*) 的 分 离 变量 解 且 描 述 对 应 的 本 征 通 数 与 本 
征 值 . 讨论 由 一 对 初始 条 件 , 即 


t>0 (* * 水 ) 


0O 
y(z,0) 一 f(z), 2 一 9g(Z)， 0 < 了 所 也 
1#=0 
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所 确定 的 求解 的 方式 . 从 关系 式 
8 |1 /oy\* P/Oy\’| 6 Oy Oy 
(名 ) +3 (器) | + 去 [ 颁 逢 -。 
可 得 到 什么 信息 ? 其 中 第 一 项 表示 该 驴 每 单位 长 度 的 能 量 密度 的 瞳 时 变化 


. 解 偏 微分 方程 
Oy 20°Yy Oy 


B22 CB at 
这 时 所 加 的 边界 条 件 和 初始 条 件 分 别 是 


-ay =0，0<7Zz< 工 ， 


y(0,t) = A, y(L,t)=B, t>0 


和 
0 


8t "|, 
. 磁场 在 电流 元 上 的 动态 效应 与 为 测量 小 且 可 变 的 电流 而 设计 的 称 为 弦 电 流 
计 的 一 种 仪器 的 作用 有 直接 关系 . 为 定量 描述 这 种 效应 , 考虑 了 = 0 与 工 = 工 
之 间 处 于 直线 静止 位 置 拉 紧 的 弦 的 横向 位 移 y(T,t), 给 定 在 该 弦 中 的 电流 
I(t) 和 垂直 于 该 弦 的 均匀 磁场 百 . 假设 同时 重 直 于 电流 和 磁场 的 方向 的 (对 
小 振幅 运动 是 合适 的 ) 磁 偏 转 力 总 是 平行 于 位 移 , 则 一 个 动力 学 性 质 的 线性 
偏 微 分 方程 


y(7x,0) = 0, ~0,，0<xz<L, 


O“y Oy 02y HI 
52 HB Br po 0<rzr<L (*) 


得 到 肯定 , 其 中 系数 构成 了 摩擦 或 空气 阻力 项 一 个 组 成 部 分 . 如 果 要 分 别 
决定 和 了 需要 一 个 额外 的 电路 方程 , 即 对 Yy 和 了 的 一 种 描述 ， 
dI “DY 
p=RI+LE+H| Br (**) 
它 包含 外 加 电动 势 五 , 电阻 R, 电 自 感 L, 也 考虑 作为 弦 运动 的 结果 磁 流 重 
通过 电路 时 随时 间 的 改变 . 
为 了 分 析 耦 合 方程 组 (*), (**), 一 开始 假设 = 0, 且 采 用 表示 式 


y(z,t) = X(r)e!, I(t)= loe™', 
这 里 w 是 一 个 任意 的 频率 参数 , 然后 导出 X(T) 满足 的 方程 即 


»d2X 
dr? 


L 
C rox=o | X(T)dr, O<7zX<L, (x* 水 站 ) 
0 
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其 中 采用 了 记号 


rr2 = jy io 
oT pRBR+IL) 


证 明 (***) 容许 有 如 下 形式 的 解 
WwW WwW 
X(T)= Acos ~zr+ Bsin -r+l, 0<z<L, 
C 


且 求 常数 4A, B,C 之 间 必 须 满足 的 关系 式 . 给 定 标 示 该 弦 两 固定 端点 的 边界 
条 件 XX(0) = 0, 关 (L) = 二 0, 导出 本 征 值 方程 


72sin < 一 CC Lain 一 2 二 ( -eos 守 ) ， 
C .6 Oo C 
它 规定 了 频率 w 的 容许 值 ; 且 证 实 由 此 分 别 推出 的 推论 , 即 : 或 者 
sin — = 0, (* * A**) 
或 者 
2c . 癌 


第 一 种 情形 导致 一 组 复 值 集 合 wn, 它们 与 弦 的 阻尼 运动 相 联 系 且 完全 不 依 
赖 于 磁场 , 使 得 


2nNnne < 


o 
C0s 可 二 0， 
由 此 , 当 j= 二 0 时 得 出 近似 式 
wp 一 (27 十 1) 二 
下 一 步 , 令 
wn = wi 二 Own, Own & wh 
且 注 意 估 计 式 


_ MHL | 
~ pRr?(2n 十 1)? 
它 可 推导 出 对 位 移 和 电流 有 一 个 (共同 的 ) 磁场 阻尼 因子 ， 


exXp 4 一 4HL t n=0,1,..: 
四 OPRr2(2m7 二 1)2 上 
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它 在 n 的 较 大 值 处 相对 较 小 ,此 时 对 应 的 弦 曲 线 由 在 两 相反 方向 移动 的 许 
多 部 分 组 成 如 果 电 阻 很 小 ( 且 L =0), 则 阻尼 因子 证 明 是 与 指标 nn 无 关 
的 . 
验证 在 X= 二 0 和 Z 工 二 虐 为 零 的 (***) 本 征 函 数 或 非 平凡 解 用 (* ***) 
sin nT sin cn (L 一 和) 一 Sin An 
Xi 四 = 一 2 , 0<r<L 
sin —L 
C 
研究 这 些 本 征 函 数 的 正 交 性 , 且 利 用 它们 来 求 给 定 初始 位 移 和 初始 速度 之 后 
的 弦 位 移 曲 线 . 对 电动 势 已 为 常量 的 情形 能 采取 什么 方法 ? 
， 双 导线 传输 线 的 传统 工程 理论 将 它 看 成 一 种 具有 串联 电感 和 并 联 电容 ( 忽 
略 损 耗 ) 的 配 电 参数 电路 . 设 V(X,t) 表示 在 上 、 下 线 上 对 应 点 的 电势 差 , 且 
设 I(z,t) 表示 上 线 上 在 x 点 处 流向 右边 的 电流 ; 在 这 配置 中 用 电感 和 电荷 
守恒 的 基本 定律 , 结果 得 出 一 个 对 了 和 了 的 一 阶 偏 微分 方程 粳 合 组 , 即 
Vv _Lol 81_ ce 
Dr pb Or ”8 


T(x, t) 
| V(x, t) 


x 


这 里 工 , C 表示 该 线 的 每 单位 长 度 的 自 感 和 电容 . 这 两 方程 中 的 任 一 个 都 提 
示 了 和 了 能 借助 于 一 公共 函数 , 例如 说 U(x,t) 来 表示 ; 这 样 ， 第 二 个 方程 
揭示 的 形式 是 


OU OU 
V = Br = -CF 
再 代入 到 第 一 个 方程 得 到 U 满足 偏 微分 方程 
PU _ 1 0 
az2 2 Ot2 
它 的 系数 为 
2 1 
C 一 二 一 ， 
LC 
也 


U(x,t) = X(r)e”!, 


. 208 . 偏 微分 方程 


,dX . 
V(x,t) 一 e” T(z, t) 一 ~iwCe ixX, 


其 中 函数 义 (T) 由 常 微分 方程 


刻画 , 且 由 显 式 


L wW 
X(T,wW) = Acos—7rz+ Bsin—z 
C C 


边界 条 件 


求 决定 该 电 振荡 固有 频率 w。 的 本 征 值 方程 , 且 时 出 对 应 的 本 征 函 数 XY, (7) 
的 表示 式 . 用 关系 式 z 


ww f/fY 
本 一 | Xm(T)Xn(T)dr 

- {下 六 Xm(L) 一 EXm xn(D) 
- {2 Xn| Xm(0) - EXm Xn(0)) 


2 a 
一 w2 | 元 和 _ Xm (LL) XxX, xm(0) \ 
人 d. 
去 证 实 积分 公式 (m 11) 
Li Lo 
/ Xm(r)Xn (rdzr = -Xm(0)Xn(0) — Xm(L)Xn(L), 


L 
d d 
— Xm Xndrt =0, 
人 王 mqr 
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讨论 寻找 从 独立 地 指定 的 初始 条 件 


V(z,0) = f(z), I(x,0)= g(x), 0<z<L 


发 展 出 来 的 电势 和 电流 的 方法 . 
QV oOV 
I(0,t) 三 一 Cl 可 四 隐 I(L,t) = C2» A i 


的 情形 作出 类 似 结果 ; 且 对 一 端 有 电 自 感 另 一 端 有 电容 的 线路 也 这 样 做 
.试图 解释 音 又 产生 八 度 音阶 的 一 个 简单 模型 是 把 音源 着 成 这 曲 成 U 形 的 单 
独 一 根 棒 且 安装 在 一 块 同样 的 材料 上 . 偏 微分 方程 


Oy Pay _0 
Ot2 Dr4 


能 用 来 描述 在 该 叉 平面 内 的 弯曲 运动 , 其 中 不 同 弹性 的 、 材 料 的 和 几何 的 参 
数 合 并 成 单独 的 一 个 参数 D. 对 关于 z 轴 对 称 的 两 根 棒 的 运动 来 说 , 在 底座 
上 (z = -ZL/2) 的 边界 条 件 


Oy _ 
Or 


是 合适 的 , 而 在 自由 端 (7 = 二 上 /2) 的 边界 条 件 包含 高 阶 导 数 ， 即 


0 0” 
2 y _0 


y 一 0， 0 


lel 


Or2? ”Orz3 
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证 明 上 述 方程 集 存在 时 间 周 期 解 , 即 


(zt) X(T) Coswt, L ze L 
I,L) 二 一 一 个 一 
“ X(z) sinwt, < 2 


这 里 


L L 
X{(r, 1H) = sin 和 cosh uz + cosh 林 sin Wz, 


4 化 
岂 万 ， 
cosh 7 =t n (*) 


与 本 征 值 方 程 (*) 不 同 的 根 相 应 的 本 征 肖 数 多 是否 构成 正 交 集 ? 
6. 证 明 由 方程 集 


dy dy 

4 + AT = 0 0<7z<L, 
qd dy dy 
一 “| 一 -| =0,，yL)=0， 二 一 
dr2| ,drs|_, y(t) dr| _, 


定义 的 齐 次 边 值 问题 仅 有 一 个 平凡 解 = 0, 即 没有 本 征 函 数 或 本 征 值 . 如 
果 选 不 同 的 边 站 条 件 四 元 组 , 即 


dy d2y | 
0, | =0, -2| =0, vy(L)=0 
y(0) = 0， 二 0 a _ y(L) = 0， 
sin VAL = VAL, 


且 由 此 推导 出 不 存在 实 本 征 值 ; 注意 具有 复 自 变量 的 正弦 函数 的 表示 式 
sin(a 十 和 一 Sinacoshpbp 十 icosasinhb， a,b 为 实数 . 


7， 关于 方程 集 


ZX 
SX |AX=0, -lil<r<l, 


dA 
x(C-0=xX0， 宇 | =- 第 
了 一 一 ! 


Tr 二 十 ! 
的 本 征 值 和 本 征 了 数 能 说 些 什么 ? 
8. 讨论 能 使 偏 微 分 方程 和 边界 条 件 (21.34),(21.35) 的 解 满足 初始 条 件 


u(x,0) = f(z), ~ g(x), 0<z<L 
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解 的 唯一 性 


与 偏 微 分 方程 和 边界 /初始 条 件 有 关 的 线性 问题 的 Fourier 方法 , 正如 它 已 
经 显示 的 那样 , 能 绰绰有余 地 为 范围 广泛 的 各 种 情形 的 问题 提供 级 数 形 式 的 解 ， 
在 进入 Fourier 级 数 (例如 三 角 级 数 ) 本 身 以 及 关于 它们 的 收 伍 性 、 用 法 ( 逐 项 
微分 或 积分 ) 和 表示 方面 的 细节 之 前 , 解 的 唯一 性 问题 需要 引起 注意 . 

特定 的 方程 集 


Ou Ou 
Kaa) OO<7T<L, t>0, 
u(zT,0)= f(x), 0<7xz<L (22.1) 


和 
u(0,t) = g(t), ulL,t)=ht), t>0 
在 x,t 平面 的 矩形 区 域 , 0 < x < L,0 <t < (任意 的 ) 中 定义 一 个 问题 ,( 如 物理 


理由 可 提示 ) 它 是 一 个 适 定 问题 , 而 且 可 用 早先 给 出 的 方法 求解. 现在 考虑 与 原 
始 数据 的 连续 变化 和 满足 衔接 条 件 


f(0) = g(0), fA(L)= A(L) 


相应 的 在 整个 0 < + < 工 和 + > 0 上 连续 的 一 类 解 ; 此 外 假设 2u 和 2 在 


t>0 和 0<z<L 上 分 别 连 续 地 变化 . 设 ui(T, t), walz, t) 表示 一 对 可 能 不 同 的 
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解 , 它们 满足 (22.1) 中 规定 的 同样 的 初始 和 边界 条 件 ; 则 它们 的 差 
U(x,t) = u(r,t) — uo (2,+) (22.2) 


是 用 一 组 全 是 齐 次 的 方程 来 描述 的 函数 , 即 : 
aU ,OU 
Bt pr? 
U(x,0)=0,0<7z<L, U(0,t)=U(L,t)=0,t>0. 


土 面 的 偏 微 分 方程 狠 以 U 后 对 z 积分 且 重 新 排列 , 结果 得 出 恒等式 
5 3 三 ed 一 ef 05 dr 


r=L L 2 
一 | (于 dz. (22.3) 
z=0 0 Ox 


由 于 在 z =0 和 z= 工 对 t+>0,7 为 零 , (22.3) 的 结果 即 


dF 
这 里 
L 
F(t) = : / U*(z,t)dz > 0, (22.4) 
0 


L 2 
OU 
a < 
CO = : / (到) dr < 0， 


由 于 FF(0) = 0, 转 而 得 出 关系 式 
F(t) = / Glt )dt <0 (22.47) 
0 


同时 要 求 (22.4), (22.4') 成 立 , 必须 有 
F(t)}=0, +>0, 
所 以 函数 U(x,t) 必须 恒 和 等于零, 且 由 (22.2) 
Ul(T,t) = uz,t), t>0, 
这 就 是 说 , 在 所 指定 的 解 类 中 的 解 是 唯一 的 ， 当 边界 条 件 包含 UV 和 /或 5 时 ， 
只 要 能 保证 消去 (22.3) 中 的 端点 项 , 可 得 到 同样 的 结论 . 在 边界 条 件 为 
Bu 


Bz| + u(t) = 9(), uDt)=h), t>0 
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的 情形 , (22.4 ) 的 相应 部 分 为 
F(t) = ok 人 U*(0,t )dt 十 了 Gl at < 0， 
0 0 


假 者 a < 0, 再 次 导出 唯一 性 证 明 . 
证 明 唯 一 性 有 一 种 不 同 的 方法 , 这 种 方法 是 从 扩散 方程 连续 解 的 一 般 特征 
导出 的 , 这 种 特征 显现 于 最 大 值 原 理 中 , 即 : 如 果 u(x,t) 满 正 齐 次 俩 微分 方程 
pu on 
ot DZ 
且 连 同 其 中 出 现 的 导数 , 在 由 直线 xz = 0,z = 工 ,t = 0 和 t= 所 描述 的 整个 矩 
形 区 域 上 连续 变化 , 则 v 在 位 于 该 矩形 的 垂直 边 (z = 0,z = 万 或 底 边 (t = 0) 
的 至 少 一 个 点 上 取 到 其 最 大 值 . 这 种 性 质 反 映 了 由 无 源 或 守恒 方程 (22.5) 所 导 
致 的 热 和 温度 (而 非 浓度 ) 的 仅 有 的 重新 分 布 ; 相反 地 , 在 一 源 点 , 其 中 热 由 此 泊 
所 有 可 能 的 方向 流出 ( 且 w 对 z 的 导数 的 不 连续 性 出 现 了 ), 显然 , 温度 必然 有 
一 相对 最 大 值 . 
用 反 证 法 证 明 最 大 值 原理 , 假设 w(z, 在 矩形 内 (或 在 其 硕 边 ) 某所 (zo, to) 
取 到 最 大 值 , 且 引 入 辅助 函数 


(22.5) 


v(x,t) = u(r,t) + ex — ro) (22.6) 
考虑 到 (22.5) v 满足 方程 ; 
Ov VU 
ka 一 = = 2¢. (22.7) 


当 e(> 0) 充分 小 时 , 函数 v(x,t) 也 在 短 形 内 的 菜 操 四 t1) 达到 其 最 大 值 , 且 极 
值 条 件 


0 0 
=0, 3 <0 T= Ti,t=t (22.8) 


适用 . 考虑 到 5 5 的 符号 ， 关系 式 (22.7),(22.8) 之 间 有 明显 的 不 相 容 性 , 要 求 撤 


回 w 鬼 最 大 信 在 内 点 处 达到 的 假设 如 果 最 大 值 在 该 矩形 的 顶 边 (ti = 7) 取 到 ， 
这 里 不 能 假设 w 的 可 微 性 , 必须 修改 论证 , 且 特 别 地 , 论证 可 以 对 一 较 小 矩形 域 
0<z<L,0<t<rT-6 展开 , 当 6(> 0) 有 无 穷 小 的 量 时 , 它 的 顶 边 正好 位 于 原 
矩形 顶 边 之 下 . 前 面 已 排除 v 的 最 大 值 在 这 较 大 区 域内 部 取 到 , 由 此 推断 出 最 大 
值 在 这 较 小 区 域 的 上 边界 上 的 一 个 点 处 出 现 , 因而 可 用 的 极 值 条 件 


: 2 
Cu 0v <0 (22.9) 


由 各 导数 的 存在 性 得 到 保证 ; 虽然 (22.9) 物 一 对 条 件 中 的 第 一 个 与 (22.8) 中 的 
第 一 个 不 同 , 现在 的 两 个 式 子 仍 与 (22.7) 不 相 容 , 因此 最 大 值 原理 得 到 证 明 . 
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由 于 反 号 函数 一 u(x,t) 也 满足 偶 微 分 方程 (22.5), 由 此 推出 的 最 大 值 和 最 
小 值 都 在 z, 平面 的 影响 区 域 的 边界 上 取 到 , 即 


u(x,t)| 所 maxlu(zx,t)| 在 TT 上， (22.10) 


这 里 开 的 围 线 工 由 直线 段 z=0,0<t<Tt=00<x<L 和 z=L0<t<r 
构成 . 

不 等 式 (22.10) 提供 解 的 唯一 性 的 一 个 直接 证 明 , 当 它 应 用 于 (22.2) 中 定义 
的 差 销 数 U(xz,t) 时 , U(z,t) 在 工 上 有 零 值 因而 在 该 区 域 本 身 必 为 零 . 

此 外 , 最 大 值 最 小 值 原理 推断 出 , 方程 集 (22.1) 的 解 对 于 原始 数据 中 指定 的 
初始 和 边界 值 按 连续 方式 变化 , 即 后 者 的 小 改变 带 来 解 本 身 在 影 啊 区 域内 对 应 
的 小 改变 ; 所 以 将 该 问题 看 成 适 定 问题 是 恰当 的 . 

用 区 域 积 分 和 曲线 积分 可 方便 地 研究 偏 微分 方程 (22.5) 的 解 的 更 多 的 问题 
和 性 质 ; 特别 地 , 考虑 到 两 任意 适度 正则 函数 的 p(x,t), w(x,t) 的 恒等式 , 即 


日 O 0 0 0 DO OW D | 
(ki 六) ?9 (+ 训 ) 一 靳 [ (人 4 


在 (x,t) 平面 的 有 界 区 域 D 上 积分 , 得 出 
NC 
一 /| 区 和 ( 一 “中 ) 一 元 ob dzat (22.11) 
D / 


Op ov 
= f {bar+k (va oF ) dt 


这 里 最 后 的 积分 是 沿 该 区 域 光 滑 边 界 曲 线 工 道 时 针 方 同 取 的 , 应 用 联系 区 域 积 
分 和 边界 曲线 积分 的 经 典 Green 公式 后 出 现 的 . 
用 (22.5) 的 一 个 解 , 例如 说 u(x,t) 替换 yp, 且 设 y= 1, (22.11) 的 结果 


Ou 
d k——dadt!\!=0 22 12 
¢ (war+ 5 ) (22.12) 


构成 了 对 用 微分 方程 描述 v 的 另 一 种 方法 . 设 边界 工 是 一 矩形 ( 见 图 36), 在 各 
边 上 变量 x,t 的 一 个 或 男 一 个 取 常 数 (t 保持 常数 的 边 是 二 阶 偏 微 分 方程 (22.5) 
的 特征 线段 ); 则 在 同时 改变 有 向 线 积分 的 方 同和 正 负 号 后 ,， (22.12) 变 成 ( 回 左 
k= KK/ pc) 


0 0 
/ peudz 一 / peuds = -|/ ndt 一 | kdt. (22.13) 
AB CD BD Or CA Oz 
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(22.13) 的 左边 表示 在 0 < xz < 工 范围 内 初始 (t = 0) 与 后 来 (t = 7) 热量 之 差 ， 
而 右边 表示 在 所 经 过 的 一 段 时 间 7 中 在 两 端 扣 处 的 整个 热流 量 ; 且 它 们 的 平衡 
隐 含 于 对 变温 度 分 布 的 基本 方程 的 守恒 方程 


0 0 Ou 
元 (DCU) + #7 区 汪 一 
中 ,这 里 每 单位 长 度 热 量 的 度量 pcw 和 局 部 热流 量 -no 联系 在 一 起 ， 因 此 ， 


(22.12) 可 看 成 是 对 有 任意 几何 形状 的 区 域 D 内 容 观 热传导 过 程 的 一 种 守恒 关 
系 式 . 


f 1 


C D 


图 36 图 37 
为 从 (22.11) 得 到 另 一 有 意义 的 推论 , 选取 
p = uv (7,t), v=1, 


且 注 意 如 果 (22.5) 成 立 , 则 


然后 , 对 任 一 具有 边界 的 平面 区 域 D 


Bu 2 Ou 

一 一 一 一 一 .14 
[fa (器 drdt ¢ 人 dz 十 2hu3d | (22.14) 
D 


假设 有 两 个 直线 段 1= 0 和 +t= r(> 0), 和 具有 全 部 点 都 位 于 分 离 的 特征 线段 
上 的 一 对 4C, BD ( 见 图 37); (22.14) 的 对 应 形式 ， 


Bu 2 2 Ou 
ok — | dzxat+ Wu dr = dr 十 udr + 2ku——dt 
A Oz CD AB BD Oz 
一 / (wa + 2huBe dt 
AC Ox 
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在 45.4C 和 BD 上 =0 的 情形 下 简化 成 


站 /于 2) drdt+ 人 u2dz = 0. 


由 于 两 个 被 积 函数 非 负 且 在 CD 上 dz > 0 , 得 到 一 对 结论 


5 =0 在 D 中 ，w=0 在 CD 上 
其 中 第 一 式 隐 含 另 一 式 , 即 
Ou Ou 加 
因而 在 D 中 
wu 二 常数 = 0， 


这 个 结果 提供 了 建立 以 下 论断 的 关键 : 即 偏 微分 方程 (22.5) 的 解 u(xz,t) 在 沿 曲 
线 CABD 指定 它 的 值 后 在 该 区 域内 是 唯一 决定 的 , 其 中 CABD 位 于 边界 最 上 
边 部 分 CD 之 下 . 在 以 后 的 问题 中 将 会 显示 后 一 限制 性 条 件 是 本 质 的 . 
考虑 对 拉 紧 弦 的 小 振幅 位 移 的 偏 微分 方程 
62 02 
Pa 一 =p 本 可 
这 里 o, P 分 别 表示 每 单位 长 度 的 质量 和 张力 , (22.15) 是 一 个 动力 学 关系 式 而 不 
是 守恒 关系 式 ; 然而 , 用 oY 乘 (22.15) 且 重 新 整理 后 , 其 结果 


811 /ev\’ Ovy 0 Oy Oy 

5 加] en 
却 有 资格 作为 一 个 能 量 守恒 关系 式 , 在 第 一 和 第 二 项 中 带 有 能 量 密度 和 能 量 流 
量 的 度量 . 在 区 域 D 上 积分 (22.16) 且 用 Green 公式 


/| 和 - 训 | dzrdt = Ga + Fdt, 


得 出 能 量 平衡 的 曲线 积分 表示 形式 


1 /Oy Oy Oy Oy 
fy (GF) +ie(E) er ra 0m 
如 果 曲 线 有 图 36 中 描绘 的 矩形 形状 , 这 关系 式 如 预期 的 那样 , 确定 在 时 刻 
t = 0,t = 7 弦 运 动 总 能 量 


E(t) = [ 区 (2) + 十 二 已 (总 ) | dz (22.18) 


(22.15) 
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之 差 等 于 在 端点 xz = 0, 工 纯 能 量 流量 之 差 
= {| (| 


以 下 , 设 工 有 梯形 图 形 ( 见 图 38), 其 
中 线段 4C, BD 是 特征 线 族 


| 
=L 


ZX 土 ct = 常数 


的 一 部 分 , 且 参 数 


p\1/2 
- 
p 


是 与 波动 方程 (22.15) 相 联 系 的 沿 z 方 
向 能 量 传 播 的 特征 速度 . 考虑 到 在 4C 上 
dz 二 cdt, 在 BD 上 dz = -cdt, 现在 用 (22.16) 得 出 


[Ll 


l Oy OY -1 Ov Oy 
i so. J d mm Tp | 
-ie 人 = 十 CT ) t+ 35oc / ( 一 ) dt, 


且 导 致 结果 


BE(r) — E(0) < 0. (22.19) 


如 果 ， 和 2 在 4B 上 , 即 在 0<z<Lt=0 处 为 零 , 则 E(0) =0, 因此 考虑 到 
(22.18) 的 非 负 性 , (22.19) 的 结果 


E(T)<0 


编 含 着 y 和 2 3 在 CD 上 也 为 零 , 这 里 t+ =. 因此 偏 微分 方程 (22.15) 的 解 , 当 
它 的 果 间 导 关 一 开始 取 志 值 时 和 角形 (或 影响 区 域 ) ABE,0 < 
t < 工 内 也 为 零 ; 且 这 结论 保证 了 在 4B 上 yy 和 ax 取 指 定 值 的 解 在 特征 三 角形 


中 的 唯一 性 . 
必须 指出 唯一 性 的 证 明 并 没有 证 明 解 的 存在 性 , 此 外 , 当 一 个 特定 问题 中 的 
齐 次 边界 条 件 包括 不 同 参数 时 , 需要 利用 积分 关系 式 或 偏 微分 方程 的 其 他 方法 . 
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习 题 22 
1. 借助 于 考察 函数 
0 L2 
1(t) -| Ne(z,t)dr +o 上 Nz (x,t)dz 
—Li 0 
的 时 间 变 化 , 证 明 第 二 十 章 习 题 ] 中 的 问题 的 唯一 性 是 成 立 的 , 这 里 Ni (7z,)， 


No(X,t) 在 互补 区 间 一 Li <X<0,0<x<L2 上 的 两 个 不 同 的 解 的 差 , 且 有 
分 别 / 联 合 的 规定 


DANi 加 ON] ON2 ON, 
Bt xz Qt ?Or2 i 
ON _0. ON 0 
Ox yb OX wp—L2 
ON ON 
一 有 一 一 一 DD» —— 
N1(0,t) o No{0, )， 1 D7 0 2 Dr 0 


和 
Nilz,0) =0, —Li<7x<0, N22 (7X,0) 一 U， 0<i< 元 > 
2. 考虑 对 两 个 自 变 量 都 有 二 阶 偏 导 数 的 偏 微分 方程 


1 Oy Oy 
22 Or 


上 且 为 了 研究 解 的 唯一 性 , 齐 次 边 / 初 值 为 


u(x)y, 0<z<L,t>d0, (*) 


y(0,t)=0 yL,t)=0, 1>0 


| 
Eiki | 
/ y(7x,0) ~ 0， 去 


一 0， 0<z<L. 
t=0 


引入 胃 数 
Y (zx,t) = | y(x, t')dt’, 
0 


且 证 明 这 函数 同时 满足 偏 微分 方程 (*) 和 积分 恒等式 


1 /r+/8 1 /rt/8 1 /t 
1 0 2 oO dxr —- Y?2(z, tdz. 
;| (KY))) dx ; | (ea ;| un(T)Y (7,t)dzr 


讨论 后 者 在 唯一 性 问题 中 的 作用 . 


第 二 十 二 和 章 ” 解 的 唯一 性 .219 . 


3. 应 用 对 扩散 方程 或 热 方程 的 解 的 积分 恒等式 


Bu\” 2 Ou 
2k — | drdt= ¢$ u’dz + 2ku—dt, 
Ox Tr OT 
DD 


此 时 区 域 D 位 于 特征 线 t= 二 0 之 下 , 如 草图 所 示 , 且 讨 论 如 果 4 在 4B,AC 
和 BD 上 为 零 时 它 覃 涵 的 结果 . 考虑 该 方程 的 一 个 特 解 


1 

u(x,t) = sin Ze 一 ct 一 3 sin 2re Kt 
t 

4 B 

A 
C D 
和 相关 曲线 ， 即 
t=—lnsinz, 当 sinx>0. 


， 在 其 上 取 值 为 罕 ， 画 出 这 族 旧 线 的 几 条 曲线 的 草图 且 把 它们 当 作 以 下 的 

命题 来 看 待 : 如 果 偏 微分 方程 2& ~ 2. 的 一 个 非 平凡 解 洛 一 曲线 为 替 , 册 
这 曲线 的 任何 部 分 都 不 可 能 同 与 此 曲线 在 两 点 相交 的 特征 线 (t = 常数 ) 构 
成 一 个 位 于 该 特征 线 下 的 区 域 

4. 证 明 声 扰动 的 一 阶 偏 微 分 方程 组 


Ou 20D Op 2D 2 _ 2 
Hitar ™ Ht BT 7 (WW | 


能 用 来 建立 恒等式 

Of 1 。， 1 ，» 0 

py (a 十 3 a? ) 十 5 (PUY) = 0, 
它 又 导致 曲线 积分 关系 式 

l 1 

由- a 十 二 | dr + pudt = 0. 
应 用 后 者 证 明 指 定 久 和 Dp 在 AB 上 的 值 , 就 决定 了 在 特征 三 角形 ABE 中 
方程 组 (*) 的 唯一 解 . 
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5. 考 宗 方程 组 


Ou B21 
i “有 了， 0<z<L,t>0, 
Ou Ou 
=— 0, 一 0, 一 一 -一 = 0, ~ LL t> 
u yi 57 十 5 可 化 0 


和 
u(x,0)= f(x), 0<7z<L 


的 解 的 唯一 性 . 


第 二 十 三 章 
解 的 替代 表示 


解 的 存在 性 和 唯一 性 并 不 排除 有 可 能 找到 有 利于 对 解 做 佑 计 的 相辅相成 的 
解 的 不 同形 式 . 为 了 用 一 个 具体 例子 来 阐明 这 个 特点 , 也 复习 一 下 先前 处 理 非 齐 
次 边界 条 件 的 方法 , 选取 方程 组 . 


On On 
一 一 二 DD—— L, 23.1 
下 B73 0<z<L, > 0, (23.1) 
On 
0})=N, 一 -一 下 一 0 也 
ml; 0 ) ， 亢 RI, Zz , 了， 


它 与 圆柱 形容 器 中 由 极 化 效应 诱导 的 电流 有 关联 . 采用 本 征 函 数 展开 式 , 即 


mA 
9 


n(x,t) = 2》, Tn, (t) cos T (23.2) 
m= 二 0 


援引 (23.1) 中 给 出 的 边界 条 件 后 , 发 现 系数 函数 


L L 
To(t) -一 Rh/ ul(z, t)}dz, Tr lt) 一 了 u(x, t) COS Yr, 7 一 1,2,. ,4 
L 0 L 0 L 
满足 常 微分 方程 
dTo aT, (m+lrl 4 
dt dt Dp| L | ec 
取 
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和 


4RIL 2m + 1)7)? 
Torm+1(t) = Cam + 1)2n2 {1 一 eXP (pe | ;m= 0,1,2,.-.- 


它们 与 初 怒 条 件 的 一 致 性 经 由 (23.2) 就 导致 结果 


ReiL I 
nd) = N- “3 (1 -27) 
RIL SS COs (2m + 1)—z » 
- 2 om Dy 和 (2 的 
?1 一品 
用 到 了 关系 式 
co cos(2m 二 DT) 一 2 
LL _7 也 
mr = (27), 0<z<L 


m=0 


n(z,t) 上 面 形式 的 解 的 级 数 的 收敛 性 当 t 的 量 增加 时 显然 更 快 , 且 最 终 的 定常 态 
分 布 


n = -7 (1-22), 上 — 00 (23.4) 
是 极其 显然 的 . 
为 了 对 上 的 小 的 量 达 到 快速 收敛 的 目的 , (23.3) 中 的 级 数 的 一 个 变换 , 例如 
说 
co cos (2m 十 1 二 zx 9 二 172 
(r,t) 一 2 er exp ( -De (23.5) 
借助 于 结果 


1 2 1 1 一 NA 2 
—(z—2mL)’ /4Dt _ -Dmn/L)’t 
》 € 二 一 一 十 > COS 一 一 一 23.0 
on Dt 21 L < 一 1 L ( ) 


而 得 到 . 为 了 证 实 (23.6), 注意 左边 的 级 数 定义 一 个 z 的 以 2L 为 周期 的 偶 函 数 ， 
设 为 S(z,t), 所 以 其 Fourier 展开 式 为 


?二 一 上 


OO 
S{(x,t) = ao 十 >》, Qam(t) cos 7 de, 
1 


71 二 


这 里 


| 
ar (ti) = 7 |, Sed eos dz, m 一 0.1.... 
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这 样 


1 一 f 2 
an(t} = pe—(T—2mL) /4Dt yy 
ob 2V TDt > 了 


mm 二 一 Ov 


] oo —(2m—1)L/2vVDt ca 
一 e » dc 
LV mm—_ oo | 
] L/2v Dt 3L/2vDt —L/2vDt 
-| 
LV -LL/2vDt L/2vDt —_3L/2vVDt 
(m = 0) (m= 1) (m = 1) 


] 人 1 
-EA 
且 类 似 地 , 回顾 (4.4),(4.5)， 


2 
=ep(-D( 袜 ) 中 m = 1,2,... 


在 用 结果 (23.6) 前 , (23.5) 的 函数 (zx,t) 对 t 微分 是 合适 的 , 且 随 此 运算 
后 连同 接着 的 重 排 且 明显 的 改写 (23.6), 从 而 得 出 


07 7T2 亡 Ee (2m+ Dr 
Br = -FD 2 2m + 1) 7 exp {7 (ee) | 


2 OU py 
一 一 太刀 > COS 站 exp {-2 (下 ) :| 


_ cos 2 eX 一 天) SMT 1 
人 LD OP L 


DO 
四 D 3 ee-2mD)/4Dt _ ~ Se-(e—mD)?/4D! 
2L Vt 2 | 
1 二 OO — OO 
所 以 
72 小 x3/2 OO t ] » 
y， 一 一 (1 -2 了 ) 门 1723 | (rt—2mL) /4D7] 
(一 L 2 2 Vz" " 
m3/2 oa t 1 ， 
+ DV? 5S | A "? /4Drd7 
4L mo VT 
给 出 
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由 于 


+ 一 CA/T OO » OO 1 
| < dT = / eo 2 一 2 | e-o qd (-z) 
o VT -1/2 6 t172 6 


— 2tl/2e-o/t — so | eo dc (23.7) 


t—1/2 


— 2tl/2e-o/t — 2(xa)!/2erfc ( | 2 ，Q>0 


这 里 erfc 表示 互补 误差 函数 , 即 
erfc z = 蕊 / | e-¢ de, (23.8) 
就 得 到 
D(x,t) — (1 2 了 ) _ ra/2Y | Y、 2 一 (z 一 2m7) /4Dt 


m 二 一 00 
1 一 2 
+ —(z—mL)?/4Dt 
9 2 
< — (= 一 De ) 
一 一 rT— 2mLiertc 
7 1 二 | 2V Dt 
1 be er 
一 一 XT— mLlertc 
(| 


且 当 用 于 (23.3) 时 , 将 指标 m 从 一 oo 到 oo 的 和 式 重 写成 指标 从 1 到 ce 的 另 
外 的 和 式 后 , 得 到 解 的 另 一 种 表示 


=N-2RTU/ 一 4RIzerfec ({ 一 
n(r,t)}= NN — 2RI 一 6 十 Zerfc 2 
Dt 一 _(z_mL)?/4D — (z+mL)?/4Dt+ 
+2RIN/ 一 》、(-Dm+a {e (2—mL)?/4Dt | e-(stmL)"/ } 
”m=1 (23.10) 


+RI 3 {mr - x)erfc (TB ) 


mL+i+Zz 
+(mL + Zz)erfc ( 2 )} . 
(23.1) 中 的 边界 条 件 导 出 n(z 轩 在 0<z< 工 上 的 积分 值 不 随时 间 而 变 , 因 


(23.9) 


此 L 
/ n(z,t)dr = NL; (23.11) 
0 
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容易 证 实 函 数 n(x,t) 的 原 表示 式 (23.3) 与 (23.11) 是 一 致 的 , 由 于 在 xz 的 整个 
区 间 上 积分 时 , 该 和 式 的 每 一 项 为 零 , 且 该 一 次 多 项 式 的 积分 值 也 为 零 . 为 验证 
另 一 种 表示 式 (23.10) 遵从 (23.11), 首先 考虑 包含 指数 函数 的 那些 项 目 注 意 关 系 
式 


L 
11 = / ce-z /14Dtdr = VrDterf (28) 
0 


ov D+ 

L 7 mL/2vDt » 
1» = | e- (zmL) /4Dtgr ~ 2V Dt ed 

0 (m—1)L/2vVDt 

—1)L 
(< 
2 2V Dt 
L 
十 了 二) 元 mL 

1s = e-(rtmL) /4Dtdz = VrDt {ert (e ) — erf (5;)| . 
/ 2V Dt ~\2vDt 


由 于 成 对 相 消 , 这 些 项 对 n(x,t) 的 积分 的 贡献 为 
2RI/ 宇 - 卫 十 >C Im (12 + 13) 

or L 一 i” (m+1)L 
-2R12t| (5) + 1)m+ 了 | 二 ) 


—erf 2 | 
f 


于 


考虑 (23.10) 中 所 有 其 他 项 的 积分 , 由 于 最 后 是 


加 [ fe (5 寺 ) dx + RI Cy 三 {mr — ZT)erfc (2 ) 
+(mL + rz)ertc (于 一 3 | QT 


2V Dt 
了 /2VDt oo (m+l)L/2vVDt 
= 4RI pt | C erfc ©¢ dl + 4RI1 Dt > ("| C erfc ¢ dc 
0 ml (m—1)L/2vVDt 


L/2vVDt L/2vDt 
= 4RI pt | C erfc C dC — 4RI pt 1/ C erfc 6 dc¢ = 0, 
0 0 
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表示 式 (23.10) 当 t < 二 1/ 时 , 令 人 满意 地 适合 于 估计 , 与 此 对 比 , 解 的 原 
形式 (23.3) 的 快速 收敛 和 容易 估计 要 求 上 六 L?/D. (23.10) 的 一 个 特别 推论 , 即 


n(0,t)=N-— 2RIY 一 + 4RI' 二 2 (一 mm+le-m L /ADt 


+2RIL (—1)™m erfc Ee 元) 
二 2vVD 
导致 估计 式 
n(0,t) ~ N -2RIV/ LE + 4RI/ Ce-r*/4Dt _ 2RIL erfe ( L ) 

” T 2V Dt 

[Dt (Dt)3/2 ra 

~N—2RI4/— I /4Dt+t 
ft 人 + 8h VL2 C ， t+t—0, (23.12) 


后 者 是 利用 了 对 大 目 变量 的 互补 误差 请 数 的 一 个 估计 式 


1 -> 11 1 
erfc 2 ~ 一 一 6 一 一 一 十... ，Z 渤 1. 


VT z 223 
在 区 间 的 男 一 端 扩 , 发 现 


Dt 2 LL 
L,t)=N— 2RI er /4Dt + RI erfc (5 
n(L,t) = V 一 = 
+2RIY/ 一 Bema {e/a 上 en 14Dt 
7 一 上 
(m — Dr) : 
十 4 —1)™ (m 一 1) erfc D3 13 
{me pa 
+(m + 1) erfc (e 二 2 )| 


2v Dt 


2 3/2 ， 
~N-—2RI Dt -8RIMA ye -~L /ADt, 1 0: 


这 样 , (23.12) 和 (23.13) 两 者 揭示 在 两 端点 从 初始 水 平 N 的 早期 偏离 是 与 时 间 
的 平方 根 成 比例 的 . 
表示 式 (23.3) 的 各 项 , 除 第 一 项 外 , 在 中 点 z = 了 工 /2 为 零 , 所 以 


n (到 ~ N, t+>0, 


且 同 样 结果 是 (23.10) 通过 项 的 互相 消去 而 得 出 的 推论 . 最 后 由 (23.10) 提供 的 


合计 ， 
也 (4 :) ~NC— RM- 


2/2 ， 
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揭示 z = 工 /4 处 从 初始 水 平 的 偏离 与 在 端 反 x = 0, 工 处 相应 部 分 (23.12),(23.13) 
中 出 现 的 偏离 相 比 , 是 一 个 较 小 阶 的 量 . 

诸如 (23.6) 那样 的 基本 恒等式 , 不 是 普遍 可 用 于 表示 式 的 转换 ; 在 这 方面 ， 
对 各 个 问题 用 其 解 的 一 个 积分 表示 式 (通常 用 Heaviside 于 19 世纪 末 首 先 提 倡 
和 使 用 的 运算 微 积 方法 找到 ) 证 明 是 合适 的 ， 这 种 性 质 的 一 些 细节 留待 以 后 讲 
述 . 


习 题 23 
1. 方程 组 
On _ On 
Ot O72 
n(x,0)}=N, 0O0<z<L, n(0,t)=0, n(L,t)=0, tt>0 
有 一 个 形 为 
ce sin(2m 十 1 
n(z t) — N11 4 sin(2m +t) —-D((2m+1)7r/L)’t 
: Tt 2m++1 


的 解 ， 当 t+ 污 L*/D 时 明显 地 容易 估计 . 求 得 且 检 验 当 +t < L*/D 时 有 助 于 
估计 的 另 一 种 表示 . 

2. 注意 到 基本 恒等式 (23.6) 能 使 回环 (- 工 <z < 了 荆 ) 内 在 原点 (Z=0) 具有 热 
输出 万 的 皮 时 作用 源 产 生 的 温度 分 布 (19.19) 立即 转换 成 另 一 种 形式 ， 即 


u(x,t) = 3 > ee /Akt. (*) 
且 由 此 得 到 的 估计 
H 2 天 
~ —7X’ /4kt wu 
u(x,t) hie t < 天 
是 偏 微分 方程 2 
u 也 
Bt “ara 


对 t+ >> 0 在 无 穷 区 间 -oo <x < oo 上 的 一 个 非 分 离 变量 解 (回顾 (4.5)), 在 
点 工 二 0 附近 有 局 部 化 初始 分 布 . 显然 , 当 t < D2/k 时 , 这 构成 对 中 心 在 有 
限 圈 环 内 的 类 似 热 源 的 一 个 近似 . 证 明 (*) 正确 地 预示 了 所 要 求 的 热 在 该 环 
中 的 守恒 性 . 
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OO 
DNAX -Dpr/L)2t 
n(z,t) = 2 sin ee pr/ mt OQO<z<L, t>0, (*) 


其 系数 cp 表示 为 


9 L 
oo -= 了/ n(z,0) sin 一 da p= 1,2,: 


该 级 数 表 示 方 程 组 
On On 
始 分 布 为 n(z,0) 的 解 . 如 果 后 者 局 限于 工 = 了 /2 的 紧 接 邻近 处 , 且 
持 (1 十 €) 

lim n(x, 0)dzx = NN, 
E—»O 如 (1 一 e) 

则 

2N ， pr jo p=2m, m=1,2,. 
Cp SN (mm p=2m++1, m=0,1,2,... 


且 这 样 得 到 的 (*) 的 表示 式 


n(z,t) = < N Si 1) mgin(2m + 1) TT ~ e-D(2m+D)r/L) (**) 


m=0 
当 t+ 污 L*/D 时 有 加 降 项 . 
注意 如 果 (23.6) 首先 改写 成 形式 


OO OO 
(x-2mL)24pt _ 1 工 2MAT D2mn/L)?t+ 
e 一 十 COS 
2VnDt 2 2L LL 2 
1 一 LN 
— 1 一 一 DC2m+DT/DD 
十 了 2 cos(2m + ) Fe 
再 用 上 /2 代替 了 工 , 得 出 
] 2 1 2 一 mAz 2 
-zz—mL}y /4Dt -一 二 一 了 (2rnT/ 工 ) tt 
e 一 十 COBS CC ， 
2vV Dt 2 L LA L 
、、 、 、 DT 
从 上 面 两 关系 式 之 间 消 去 带 有 因子 cos 的 级 数 , 其 结果 给 出 


3» COS(27m 十 1 一 六 二 -DC2m+lm/D)2t 


m= 二 0 


L > cc 一 (z 一 2m7) /ADt Y、 ez—mL) /4Dt 
”2VrDt 1 


7 二 一 OO 二 一 OO 


3, 
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、 L 
然后 记 二 5 十 4， 由 此 得 出 


>》 (—1)™ sin(2m + DZ er PC Dt 


m=0 wo 
L T、r 、2 

-二 —(C—(2m— $$)L)?/4Dt 
一 e 

2V Dt 2 人 

OO 
_ > pe—(S~(m—$)L)" /ADt 
4vVTDt 一 


用 (***) 去 实现 (**) 的 一 个 转换 , 且 检 验 产生 的 结果 . 


. 对 第 十 九 章 中 分 析 的 局 部 源 问题 (参看 (19.1) - (19.6)) 建立 解 的 另 一 种 表 


示 , 且 就 此 提供 一 个 检验 . 


证 明 方 程 组 
Bu tu 
Ot Ox? 
u(z,0)=0, 0<z<L, wv0,t)= ft), ul(L,t)=0, tt>0 
的 一 个 解 可 用 积分 表示 


u(x,t) = / | K(x,t — tt)f(t) at’, 
0 
其 中 核 函 数 久 (z,t) 有 两 个 供 选择 的 式 子 , 即 


2xk 一 MAT (mn/L)2t 
K(7x,t) = 了 > msin 一 一 


2 一 -了 
或 
_ 1 . —k(2+2mL)’ /4kt 
Klz,t) =- -7 De + 2mL)e . 
对 上 两 式 的 存在 所 市 来 的 优点 作 评 注 . 
. 考虑 一 图 环 ， 其 上 的 温度 分 布 u(7,t), 一 上 <x < 之 上 , 满足 偏 微分 方程 
Ou Ou 1 . 
A 一 Br2 一 了 ， t > 0, (i) 


它 容 许 周 围 的 热 损 失 ( 设 > 0)， 因而 冀 池 随 着 时 间 向 前 不 断 冷 却 ， 且 假设 
开始 时 一 个 内 部 点 源 曾 经 在 充分 长 时 间 内 起 作用 , 有 效 地 建立 一 个 定常 态 温 
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度 分 布 U(z), 它 由 以 下 这 些 方 程 确定 : 


» 。 
dU -0 —L<7xX<L, 


dr? 7 
dU |*=0 
U(0') = U(0 )， 一 二 Q@ (常数 )， 
人 二 0 
dU dU 
U(-L) = UV(L), i 
证 明 这 些 方程 的 解 可 表 戌 
U(x) = re A _-L<r<L, (ii) 
和 Sinh 
且 对 应 于 环 内 总 热 容量 
L 
H= pc | U(x)dz = QT. (iii) 
一 也 


以 下 , 设 该 热源 在 上 = 0 时 被 皮 时 地 废止 ; 则 该 环 随后 的 冷却 由 处 处 有 连续 
一 阶 导数 的 温度 分 布 u(z,t) 的 方程 组 决定 ， 即 


Ou ,Ou 
BF ts 7 F<r<L, t>0, 
0 0 
u(-L,t)=uL,t), 一 - 一 ,，t>0, 
zlz--r orlz-=+r 
u(x,0) = U(x), -LL<7xz<L. 
证 明 辅 助 函 数 
v(x,t) = et/Tu(z,t) 
“容许 有 表示 式 
_1 二 NAT 一 K(nr/)2t 

(®t) = 500 + 2, onecos Fe 

这 里 0 0 1 
了 
一 IF 和 和 Li n= 1,2,... 
L kT 
所 以 , 在 冷却 阶段 环 内 温度 由 
cos LT 
QT —t/T WY — L —k(nn/L)*t—t/r 。 
wap 二 三 2 [到 工 ‘> WW 
L kT 
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给 出 , 且 在 时 间 + 呈现 的 总 热量 
L 
H(t) = | u(x,t)dz = Qre- i/", 
_L 
有 初始 值 (0) = QT7, 与 (ii) 一 致 . 此 外 注意 三 角 级 数 或 Fourier 级 数 
1 cosnc _ cosh(a(7 — |¢|)) 
a 1 ro sinh a TS 
以 验证 
co COS 一 了 cosh (Ft 一 加) 人 了 
Dr Ta a rb 
n=1 (地) pe sinh J 二 
从 而 当 t 一 0 时 , (iv) 准确 地 回复 到 对 U(z) 的 式 子 (ii). 


(iv) 中 级 数 的 实际 可 用 性 要 求 寺 六 L*/k， 


它 的 一 个 变换 是 可 行 的 ; 为 此 ， 
定义 
[Ri 
OO COS 
S(z,t) = > -ee (vi) 
nr 本) + 大 


且 得 到 对 5S 的 一 阶 常 微分 方程 , 即 


— -一 —k 3 COS 一 一 一 WAL pe—k(nn/L)t 


_kE EL o—k(z—2mL) /4kt 
2 2Vnkt 一 


这 里 最 后 一 个 表示 式 是 由 应 用 恒等式 (23.6) 而 得 到 的 . 积分 这 方程 , 得 出 


k 
S(zx,t) = S(z, 机 二 (et 一 了 


-5 将 Ly 人 -itVre-(z-2mD)2/4kbt OF ct 
Ve 


二 一 OO 
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特别 地 ， 
S(0,+) 一 S(0,0)et/7 十 (et — 1) 
co t ,—m2L? /kt’—t’/r 
-1 > | CC 
2 Li mwovy0 Vi 
kT 
_ 二 /三 本 
= S(0,0)et/7 十 (Ee" —1) : (vil) 
YY kL >》 co—2mL/VkT orfe mL /: 
4 ， 人 一- Vkt T 
L t 
_e-2mL/VEkre fe mL 十 
r i - 
以 上 推导 中 用 到 结果 


| (a2C+ 名 ) 人 
2VC 


0 
一 A eer [元 一 ov — e2aoerfc ([ 霹 十 ovz) . 
这 样 得 到 的 表示 式 


z V kT - /I mL t 
0,t) — wu{(0,0) = —Q@—— —t/T -2mL/vkEkT f ihn 
u(0,t) — u(0, 0) 0 re 》 e erfc -大 


T 
m= 二 一 00 


2mL/VkT f mL t 
e er 一 一 十 
" 攻 7 


已 准备 好 当 t 之 L2/k 和 t<7 时 的 直接 近似 估计 ; 特别 地 , 援引 关系 式 
erfc z+erf z=1, erfc(—z)+erfc(z)=2 
和 


1 ， 
erfc z ~ -er 2 六 1 


VTZ 


u{0,t) — u(0,0) ~ -8 /外 当 一 0. 


注意 到 为 了 在 (iv) 的 基础 上 去 建立 这 种 估计 (及 其 直接 的 精细 改进 ) 提出 了 
很 大 的 挑战 . 


求 差 u(L,t) 一 u(L,0) 的 相应 的 估计 . 


去 验证 估计 式 
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Fourier 选择 热传导 问题 来 进行 分 析 具 有 特别 的 好 处 , 即 简 单 的 物理 论据 就 
能 支持 从 这 种 分 析 中 作出 的 预测 .在 运 今 为 止 提 出 的 有 关 常 微分 方程 以 及 各 种 
边界 条 件 的 例子 中 , 他 的 方法 很 容易 详细 说 明 ; 考虑 到 这 种 方法 明显 的 功能 , 范 
围 更 广 以 及 有 关 更 复杂 的 微分 方程 的 应 用 就 成 为 有 意义 的 事 . 

因此 , 为 了 领会 非 初等 本 征 函数 怎么 会 产生 和 怎样 得 到 刻画 , 假设 热流 沿 非 
均匀 细 杆 的 轴 (或 z) 方 问 发生, 该 杆 的 热学 和 力学 参数 随 位 置 而 变 , 且 设 温度 


“wu(z,t) 满足 以 下 形式 的 线性 仿 微 分 方程 


8 

Oz 
其 中 p(z),q(z) 和 r(z) 是 给 定 的 函数 . 其 中 两 个 , 即 p(z) (热传导 率 ) 和 gq(z) ( 密 
度 和 比 热 之 积 ) 自然 是 正 的 , 而 另 一 个 r(x) 可 以 有 不 同 符号 , 依赖 于 方程 中 出 现 
的 这 一 项 是 否 表 示 进 入 或 离开 该 杆 的 一 个 局 部 热流 . 分 离 变 量 解 


u(x,t) = Xz)Tt) (24.2) 


(za 杂 ) + 7?(T)u 一 ge) a<zr<b,t>0, (24.1) 


可 以 得 到 , 如 果 方 程 
-一 十 AT 0， 上 >0 (24.3) 


和 
2 (5 十 和 gq(X)X 十 7T(XT)X =0, a<z<b (24.4) 
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两 者 都 能 解 ; 显然 第 一 个 方程 的 求解 没有 困难 , 而 第 二 个 方程 中 的 变 系数 除 特殊 
情形 外 排除 了 找到 显 式 解 的 可 能 性 . 而 正 是 第 二 个 方程 从 一 开始 束 必 须 处 理 的 ， 
因为 的 容许 值 与 (24.4) 的 在 x = a,b 满足 齐 次 边界 条 件 的 (本 征 ) 解 相 联系 . 
考虑 到 分 析 中 以 前 讨论 的 问题 或 局 限 性 , 就 Fourier 方法 的 持久 的 重要 性 而 言 更 
广 的 定性 描述 是 必要 的 . 如 果 边 界 条 件 有 形式 


dX dX 
Qi11X (a) 十 CQ12 ( 室 十 a13X (0) 十 0Q14 所 一 0, 


T= 二 a0 二 


dX dxX 
Qo1X (a) 十 CQ22 ( 宝 ) _ 十 Qo23X(D) 十 ao24 ( 宇 ) ， = (24.5) 
方程 组 (24.4),(24.5) 定义 一 类 以 Sturm 和 Liouville 命名 的 问题 , 他 们 在 Fourier 
的 发 现 后 不 久 首先 创造 这 有 关 理 论 (1836 一 1837). 

当 考 虑 (具有 不 同 物理 或 技术 联系 的 ) 其 他 类 型 偏 微分 方程 时 , 例如 


2 
L(u) = ab 十 8(0) t>0, (24.6) 
这 里 
: Ou Or-iu 
L(u) = Po(7) Fn 十 PiZ) ai 十 十 Dn(Z) oo<r<b (24.7) 
就 提出 了 常 微分 方程 (24.3),(24.4) 的 变形 ; 它们 就 是 
qd dT 
alt) sz +B) 7 +AMT =0, t>0, (24.8) 
L(X)+ 和 人 X=0, a<7z<b. (24.9) 


对 X 的 nn 个 边界 条 件 的 集合 从 对 v 的 边界 条 件 中 得 出 且 齐 次 表示 式 


LX)=0 i=1,2,...,n (24.10) 
一 般 与 阶 数 低 于 n 的 微分 算 子 £; 有 关 
设 偏 微 分 方程 
L(u)=0 (24.11) 
的 具有 乘积 形式 的 特 解 为 
也 一 Ui : 已 >， (24.12) 


其 因子 与 出 现在 算 子 L 中 的 自 变 量 的 不 同 的 子 集 1,2 有 关 , 如 果 算 子 表示 式 


L=LiL2+ MM, (24.13) 
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LiL2z(Ui1: U2) = LiUi: L2U,, 
Mi Mo(Uy :U2) = MiU. MU 


成 立 , 则 这 种 特 解 容易 描述 . 借助 于 上 面 的 关系 式 从 (24.11) 可 得 出 
LV M2U; 
MU LaU2 

由 于 两 个 比值 包含 不 同 的 变量 组 , 随 之 而 来 的 对 Ui, U2 的 方程 , 即 
Li = AMU, M2U, = -ML2U, (24.15) 


显然 比 原来 的 方程 (24.11) 包含 较 少 的 变量 .如果 算 子 分 解 的 类 型 (24.13) 能 重 
复 充分 多 次 , 则 最 终 得 到 一 组 常 微分 方程 , 且 隐 和 式 地 定义 了 (24.11) 的 一 个 分 离 
变量 特 解 . 当然 必须 指出 , 可 能 对 这 种 解 的 存在 性 没有 一 般 的 断言 . 

”关于 在 一 均匀 杆 内 热 传 递 的 一 维 偏 微分 方程 (14.1) 分 别 是 从 反映 热平衡 的 
基本 要 求 和 热流 量 与 温度 梯度 之 间 成 比例 的 一 对 基本 关系 式 中 推导 出 来 的 . 当 
质量 传输 发 生 包 括 质量 守恒 和 有 动力 学 性 质 的 类 似 关 系 时 , 其 中 有 关 的 力 就 适 
当地 合并 在 一 起 了 . / 

考虑 通过 一 根 管子 的 质量 流 的 理想 模型 , 它 的 平面 法 截面 可 随 位 置 与 时 间 
两 者 而 变 ; 具体 地 , 设 x 表示 轴 问 坐标 , t 表示 时 间 , 且 设 横 截 面积 A(zx,t) 的 变 
化 充分 小 以 致 可 设想 为 具有 轴 同 速度 分 量 w(x,t) 的 一 个 单 回 流 . 如 果 p(z,t) 表 
示 在 截面 x 的 质量 密度 , 则 在 时 间 t 和 t+ 十 di 之 间 该 处 质量 流 由 


puAdt 


给 出 , 而 在 同样 时 间 区 间 dt 内 通过 在 z+ dz 处 的 面积 为 4 上 Ted 的 邻近 截面 
的 质量 流 近 似 地 是 


Op Ou 04 . 0 
(e 十 有 Ed C 十 dr ) (4 十 Ee dt = jpuA 十 57 (PuA)dr dt. 


它们 的 差 为 


= (24.14) 


(puA)dr at, (24.16) 
考虑 到 必要 的 守恒 性 , 必须 等 于 在 x 和 z+ dz 之 间 总 质量 
pAdz 


在 同样 时 间 区 间 dt 内 的 改变 量 , 即 


S (pAdr)dt (24.17) 
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这 样 (24.16) 和 (24.17) 之 和 为 零 , 且 所 得 方程 


(puA) 十 (pA) 一 0 (24.18) 
表示 流 中 的 质量 守恒 . 
为 了 得 到 动 重生 衡 的 相 件 关 系 式 ， 选 一 个 厚度 为 dz 在 时 间 上 具有 动量 
puAdz (24.19) 
的 狭窄 流体 片 , 且 注 意 经 时 间 区 间 dt 后 , 随后 的 动量 是 
(e+ + Fd) ( 十 Ez (4 十 Nd (a 十 > az)at ), (24.20) 
这 时 该 片 占据 了 不 同位 置 . 该 片 的 厚度 的 改变 量 , 即 
(dz)dt 
也 出 现 于 对 应 的 质量 度量 中 ， 


€ 十 Bt) (4 十 区 中 他 十 5 
一 pAdz 十 drs-(pA)dt 十 pAS (dz)dt + (dz) a 
(必须 ) 以 足够 精度 等 于 原来 的 质量 度量 pAdz， 贡 条 件 是 
0 0 
pA (dr)dt 一 -3 (PA)dz dat. (24.21) 

利用 守恒 方程 (24.18), 得 到 (24.21) 的 另 一 表示 
二 亏 (puA)dz dt, 
将 此 式 引 入 到 (24.20) 中 后 , 动量 改变 量 的 结果 是 


Op Ou D4 1 0 
( 十 Bd) C 十 Rt) (4 十 过 风 ) (a + 元 (udadt) 


—puAdz = 攻 


0 
一 - d 
Fi (dx)dt = 


i (puA)+ wu (puA)| dzxat. (24.22) 
上 式 中 的 (uA) + upuA)| dz 等 同 于 薄片 上 轴 向 的 纯 力 , 此 纯 力 由 两 端 


面 上 的 法 向 压力 和 侧 边 上 压力 的 投影 推导 出 , 因此 (24.22) 中 出 现 右 端 项 是 显然 
的 . 如 果 p 表示 该 流体 压力 , 则 分 别 的 力 的 贡献 是 


0 04 
pA,— (ma 十 区 4)drj ,Da 


第 二 十 四 章 ”其 他 微分 方程 及 有 头 推论 “237. 


且 它们 的 和 等 于 


_ A ax, 
Or 
所 以 动量 平衡 方程 取 形 式 
(puA) 十 v (ou4) = 一 -42 (24.23) 


一 对 方程 (24.18),(24.23) 以 及 p 和 p 之 间 的 一 个 关系 式 (或 流体 的 状态 方 “ 
程 ) 一 起 构成 所 考虑 情境 下 的 基本 方程 组 . 如 果 假 设 w 和 p,p,w 的 导数 是 小 ( 例 
如 说 , 一 阶 小 ) 量 , 则 方程 组 忽略 高 阶 量 后 能 线性 化 , 它 有 利于 较 简 单 的 分 析 , 这 
样 重 写 (24.18) 成 


DpA)+ (pp) (uA) + po (uA) + ut-(pA) =0, 


这 里 po 表示 密度 的 静态 值 , 上 述 假设 瘟 含 着 第 二 和 第 四 项 是 比 其 他 项 高 阶 的 项 ; 
且 按 p,w 线性 的 形式 成 为 
(pA) 十 po (uA) = 0. (24.24) 


类 似 推理 表明 方程 3 2 
po Dr (vA) 十 4 元 = 一 (24.25) 


替代 (24.23) 是 合适 的 , 且 给 出 一 个 状态 方 得 
p= f(p), (24.26) 


它 补 充 p 和 p 的 时 间 导 数 之 间 的 一 个 关系 式 ， 


op _ df Op . = ( 纯 ) Op 
了 一 Po 


Ot dpot dp Ot (24.27) 


其 中 f 的 常 导 数 在 静态 压力 下 估 值 , 通过 联 立 线性 方程 组 (24.24),(24.25) 能 求 得 
Dp 和 vv. 

当 4 保持 为 常量 时 , 从 这 方程 组 消去 一 个 未 知 函 数 , 其 结果 是 对 pz 和 的 
分 离 的 然而 是 同样 的 偏 微分 方程 , 即 


0* 1 OV\1p 
( 荡 下 问 )| ?|= 0) 


(24.29) 


这 里 
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且 和 它们 描述 一 维 或 平面 声 扰动 (前 面 关 注 的 主题 , 见 (17.9)). 

方程 组 (24.24) - (24.26) 已 被 用 来 研究 一 类 角 状 区 域内 无 穷 小 振幅 、 轴 对 称 
声 激发 , 该 角 状 区 域 的 横 截 面积 由 A(x,t) 规定 ; 且 一 些 有 关 细 节 现 已 准备 就 绪 . 
首先 假设 该 面积 不 随时 间 改 变 , 即 


A= A(z), 
且 引 入 记号 1 
9(Z) = Alz) a (24.30) 
那么 (24.24),(24.25) 相应 的 变化 形式 是 
Ou 1 Op 
Br poc? Br q(T)u 
和 
Ou 1 Op 
ot | po Or 
在 上 面 这 对 方程 中 依次 消去 wp, 得 出 两 个 偏 微分 方程 
Bp 2 0 z 
=) (24.31) 
0O* 0* 0 d 
二 _ 3 一 gz) 下 十 站 (24.32) 


其 中 4 的 可 变性 用 一 个 线性 波动 方程 中 的 (类 似 于 源 的 ) 低 阶 项 显示 出 来 , 该 线 
性 波动 方程 将 修改 齐 次 方程 (24.28) 的 解 F(x 土 ct). 
(24.31) 的 分 别 依赖 于 每 个 变量 的 特 解 , 即 


p(x,t) = X(T)T) (24.33) 
可 以 得 到 , 如 果 X,T 工 分 别 满足 常 微分 方程 
dT 
dt2 十 Ac*T 一 0 
和 12 (24.34) 


dX 


这 里 第 二 个 方程 除 分 离 常 数 外 还 包含 一 个 变 系 数 . 
其 次 , 假设 该 角 状 区 域 有 柱 面 的 形状 且 设 
1 dA 
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是 其 横 截面 积 A(t) 的 瞬时 变化 的 度量 ; 求 得 与 偏 微 分 方程 (24.31),(24.32) 对 应 
的 方程 为 


1 Ou Ou 1 9 
Bo RO 24.36) 


1 Op Op 1 Op 1 a*A 


巧 一 二 一 TD 一 Do 本 了 5 ， (24.37) 
这 里 低 次 项 由 4 的 不 均匀 性 产生 , 如 前 所 述 .(24.36) 的 一 个 特 解 
u(x,t) = Xx)TE) 
的 各 因子 X 了 与 常 微分 方程 
dX X=0 
2 十 OA 十 ($ 一 Ne ) T=0 (24.38) 
相 联 系 ; 且 第 二 个 方程 考虑 到 它 的 变 系 数 更 为 复杂 
当 裁 面积 不 能 表 成 积 的 形式 
A(z,t) = F(z)G) 
时 , 构造 p 和 v 的 分 离 变量 解 不 再 可 行 . 例如 , 给 出 典型 的 压力 方程 
3 oP _ 2 = (r,t) -re (24.39) 
这 里 ， ， 
gtz 胃 = FA,t), T(r,t) = A(t). (24.40) 
作为 替代 , 形式 的 简化 是 可 取 的 , 且 依赖 于 引入 特征 变量 
Eg=z+ct, 7=z 一 此 (24.41) 
用 新 变量 ,(24.39) 表 成 
1 
令 


p(é,7) = RE Nn) PE, n), 
且 适 当选 取 4, 则 (24.42) 中 的 一 阶 导 数 项 能 消去 , 便 有 最 后 结果 
Op 


OtOn 十 F(E,mP 一 0, 
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这 里 FUe,m) 按 确 定 方式 与 A(&,n) 关联 ; 分 析 这 微分 方程 的 方法 已 经 被 Riemann 
( 歼 曼 , 1826 一 1866) 所 发 展 . 
关于 非 齐 次 场景 中 热 和 质量 流 的 上 述 观察 指出 变 系数 微分 方程 的 普 遇 的 作 
用 , 对 其 他 现象 也 是 这 种 情况 . 如 果 要 求解 一 个 偏 微分 方程 , 它 在 二 维 或 三 维 区 
域 的 边界 上 服从 设 定性 状 , 则 采用 可 利用 的 特殊 坐标 系 的 优点 是 清楚 的 ; 然而 ， 
这 将 导致 将 常 系数 偏 微分 方程 , 例如 
Ou Ou 
O72 Ov? : 
蔡 换 成 一 个 带 变 系数 的 方程 . 所 以 在 这 种 情况 下 如 何 应 用 Fourier 分 析 , 尚 待 以 
后 说 明 . z 


0 


习 是 24 
1. 证 明 带 有 混合 二 阶 导 数 的 偏 微分 方程 


2 2 2 
1 Ou OW _ 2a Ou oo c 为 常数 


2 Ot Or ec prpt 


可 以 有 关于 的 周期 解 ， 即 


QTN . 
u(Z, ) = Acos 的 sin(wt 一 kz), 
这 里 
k= ~ Vu to 
且 由 此 导出 对 az/c 和 Qa/w 的 充分 小 的 值 的 估计 和 式 
Qe T oa? 
u(x,t)= 有 A 1 一 和 sin { (t 一 一 ) 一 | 
它 展 示 了 港 工 方向 前 进 的 形状 不 变 的 周期 波 列 , Asinw (t 一 二) 的 振幅 和 相 
位 的 某 种 修正 . 


2. 在 委 直 平面 内 的 一 U 形 管内 装 有 流体 , 一 旦 两 自由 面 (或 弯 液 面 ) 的 高 度 不 
同 , 流体 就 会 产生 单 摆 似 的 振荡 运动 ; 这 种 运动 基于 黏 性 不 可 压缩 流体 的 线 
性 化 方程 的 近似 理论 , 用 到 了 偏 微分 方程 


Oz Oz 1 Oz 2g 


CZ ,| 0% /i 07|1+29.- 0 0 R,t >0, 
Ot2 ” BraBt 7 orot +t L“ ~ > (*) 
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这 里 2 表示 弯 液 面相 对 于 流体 平衡 位 置 的 位 移 , 它 是 离 管 轴 的 径 向 距离 7r 和 
时 间 t 的 阴 数 , g,L 和 vv 分 别 表 示 重 力 加 速度 、 流 体 柱 长 度 和 流体 的 运动 夭 
性 . 求 服从 条 件 


z(7,0) = —H, Sz(r,0) =0, 0<7r<R: 2(R,t) =0 t>0 


的 (*) 的 正常 解 的 方程 , 其 中 最 后 的 条 件 表 示 在 管 壁 了 = 已 处 流体 的 速度 为 
零 . 

. 考虑 一 个 有 圆 横 帘 面 和 直线 轴 ( 没 Z) 的 有 弹性 的 管 , 它 包 含 密度 为 po 的 不 
可 压缩 流体 ; 且 假 设 轴 的 法 向 平面 截面 保持 其 园 形 形状 , 与 平衡 状态 有 小 的 
偏差 或 扰动 , 而 半径 改变 了 . 设 ro 和 7ro+6C(z 昌 为 平衡 状态 下 的 半径 和 扰动 
后 的 半径 ; 则 对 应 的 模 截 面积 是 Ao = 778 和 A= 7(ro 十 6? = T(ro 二 27ro9)， 
如 果 C 安 ro. 援引 对 质量 和 动量 守恒 的 一 般 方 程 (24.18),(24.23), 验证 现在 


9 近似 式 
的 近似 区 Ou 206 


B51 Ww 
和 和 Ou 1 Op _0 
ot po Or | 
给 定 半径 和 流体 压力 之 间 的 一 个 关系 式 
A2 
到 一 po = QC + ha 7 


这 里 Q, [0,7Y,po 是 正常 数 , 从 (*) 消去 4 旧时 C(Z 的 四 阶 线性 偏 微分 


方程 : 


3 4 
oC_ ro [06 ,906 OC 


Bt ™ po [Bz + Br3dt Yar208)| (9 
如 果 6 二 Y= 二 0, 它 简 化 成 简单 波动 方程 . 
假设 
C(0,t) = eee!, w>0 
且 研 究 (**) 的 具有 形式 


C(x,t) = ee st Ks) xz>0 


的 一 个 解 . 如 果 Re 天 > 0, 那么 Im 大 的 符号 是 什么 ? 


， 想像 站 是 3 Pn 其 中 具有 和 速度 U0 和 压力 po 


p(T,t) = po + oc — Pa 2 


. 242 ， 含 微分 方程 


证 明 : 如 果 


二 一 Do 士 co 


ro(o 十 Bk) 
0 一 2p0 ) 


且 为 了 与 管 的 每 一 法 向 截面 中 的 平面 形变 的 假设 相 一 致 , 要 求 入 = 27/k 六 
ro, 则 半径 在 静态 值 ro 附近 的 小 振幅 周期 变化 即 


这 里 


C(z, t) — ceitwt— kr) 


是 可 能 的 . 


5. 如 果 简 单 波动 方程 
Ou_1 Ou ， 
DBz2  c2 Ot? (*) 
如 d'Alembert ( 达 朗 贝尔 , 1717 一 1783) 建议 那样 改写 成 形式 


日 (aa _9 /1 
Dr\ar/ Ot\ce2 8 人 


那么 可 引出 结论 : 
Ou 1 Ou 


Br AH 
是 一 个 轴 数 v(X,t) 的 恰当 微分 , 即 
Ou 1] Ou 
因为 
du = Ou 十 Ou 
Or Ot | 
就 得 到 关系 和 式 
ou 1 Ou d(zX + cect) = d(wu + ev) 
Or coAa 加 
且 同 时 有 结论 
We + > 人 和 Ucv 
Dr c ot 
两 者 必 是 了 十 ct 的 函数 , 即 
ut+ev = f(r et). (x**) 


对 应 关系 却 1 
攻 一 如 d(T — ct) = d(u— ov) 
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u— cv = g(r — ect), (x* * *) 
从 而 ， 从 (**), (***) 消去 v 后 , 就 得 到 (*) 的 用 任意 函数 户 9 表示 的 通 解 ， 
Ep 
z u(t,t) = f(z + cot) + g(r — et). 
两 个 变量 的 偏 微分 方程 与 对 那些 变量 的 徽 分 的 恰当 性 条 件 相 结合 并 不 导致 
洪 非 均匀 杆 的 热传导 方程 ( 见 (24.1)) 


Ou 口 Ou 
q(7) 下 = 5- GEDy3 (kk 六 冰冰) 
的 一 个 通 解 ; 不 管 怎 样 , 个 证 明 (六 六 水 水 ) 的 解 能 从 与 其 紧密 联系 的 方程 
p(Tt) Ht Or (而 ) " 


的 解 找到 , 且 反之 亦 然 . 注意 两 方程 中 系数 或 热 参 数 的 互 换 . 
6. 考虑 内 外 半径 分 别 为 ri,ra 的 两 同心 图 之 间 的 环形 区 域 和 Laplace 方程 在 以 
其 公共 圆心 为 极点 的 平面 极 坐 标 中 的 变 系 数 形式 
Pu 1 du, 1 Fu 
Br2 rr Or 7r2 892 


求 偏 微分 方程 (*) 的 满足 以 下 条 件 的 正则 解 , 即 对 所 有 9 


-0，Yr1<7Y<yroa;0< 人 < 27 (*) 


u(r1, V0) 一 CO, 
OO 
u(rTr2, 9) = 3 Cn COS NY. 
n=0 


设 以 表示 空心 (0 <r < ri) 普 利 克 斯 玻璃 (Plexiglass 咏 ) 圆柱 内 的 定常 温度 ， 

验证 在 其 外 边界 的 热流 量 表 成 

KC 1 — ao ， 人 1 1] + (ri/r2)" 
n= 二 1 


六 一 > To In 过 1 — (r1/72)*" 
2 


COS nd | ， 


这 里 
1 ff 2 ff 
Q0 一 二 u(r2,9)dY, an = -| u(r2,0)cosnddy, nz 1, 
4 Jo no 


且 表示 该 首 利 克 斯 玻璃 的 热传导 率 . 
咏 一 种 用 聚 甲 基 丙 烯 酸 甲 栈 制 成 的 透明 塑料 材料 , 常用 来 制造 飞机 座舱 单 、 镜 片 等 . 一 一 校 


. 244 ， 侦 微 分 方程 


7. 设 上 述 问 题 中 该 圆柱 的 空心 部 分 0 <7 <71, 包含 一 种 热传导 率 为 ko 的 热 
传导 和 气体. 设 ur,9)，uo(r9) 分 别 表 示 在 普 利 克 斯 玻璃 和 气体 中 的 稳 态 温 
度 , 且 假 设 条 件 


u(r1, 9) = ug (rT1, 9), 
ou 
Or 


人 六 一 了 1 


在 其 公共 边界 上 成 立 . 给 定 外 温度 分 布 
u(r2,9) = > Q COS NnY, 


试 在 两 个 区 域内 求解 Laplace 方程 , 且 验 证 结果 


wo r9 十 7 nn 
u(r, 9) = ao + 》 on 一 一 一 一 一 cosnd， ri<T < 7, 
n=1 73 二 一 ri"r2" 
0 十 1 
这 里 
5= 二 ， 
Kg 
1 f/f 2 广 
00 = -| u(r2, 9)dd, an = -| u(r2,9)cosn9dy, n>1. 
TT Jo i 
求 热流 量 
Ou 
Or ?二 712 


的 表示 式 , 以 及 当 6 一 1 且 该 柱 体 不 再 有 空心 部 分 时 它 的 极限 . 
8. 研究 (半径 为 民 ) 均匀 球 的 冷却 问题 , 给 定 一 个 初始 温度 (在 t= 二 0) 且 随 后 
在 表面 的 外 向 热流 与 局 部 温度 之 间 成 比例 . 对 应 的 方程 组 包括 


Ou Bu Ou Ou 
如 = 针 人 王 + 二 9 


u(x, Yy, z, 0) = cy z), T+Yy +z = R* 


和 @ 
ol r= R, 六 >0: 
Ou | Ou 2 Ou ] Ou cotog Du 1 Ou 


FHA 7 8 Pony Op 
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考虑 具有 形 为 

ur, 9, p,t) = eK* tR(r)Y (Y, y) 
的 特 解 , 这 里 入 是 常数 , 且 导 出 函数 RR,Y 必须 满足 的 方程 ; 前 者 R(7) 属于 
称 为 柱 函 数 的 函数 族 , 而 后 者 称 为 球面 调和 函数 . 不 试图 得 到 它们 的 详细 性 
质 (以 后 会 着 手 做 的 ), 按 Fourier 的 方法 , 概述 求解 方程 组 (*) 的 步骤 . 
， 单 向 流 中 联系 压力 和 速度 改变 的 线性 化 动量 方程 


ou 1 op 
Bt po Or 
借助 于 引入 一 个 称 为 速度 势 的 函数 9(X,t) 而 成 立 , $ 满足 


op _ 09 
uC 二 Br P= Po ar: 


从 适合 于 截面 积 为 4(z) 的 角 状 区 域 的 相伴 质量 守恒 关系 式 
Bu 1 Op 1d4 


一 一 一 一 u 
推导 出 对 9 的 偏 微分 方程 


1 6 O06\ 1 62 

有 可 C7 =- 

考虑 具有 喇叭 形 指数 展开 , 长 度 为 了 的 角 状 区 域 , 即 
4(z) = A(O)e”**, a>0, 0<z<L 


且 设 它 为 工 二 0 处 振荡 的 一 活塞 激发 , 而 在 工 = 工 处 维 桂 一 个 常 压力 水 平 . 
当 活 塞 频率 ww 与 本 征 解 


pn (zx,t) = Xn (rT) en! 


的 本 征 频 率 wn 中 的 任 一 个 重合 时 , 共振 或 异常 大 激发 出 现 于 这 个 简单 模型 
中 ; 什么 是 用 以 决定 这 种 wn 的 在 x = 0, 工 的 齐 次 边界 条 件 ? 证 明 在 序列 
0 一 wjlj<w< .<wn<.…: 中 ,可 以 得 到 渐 近 估计 


aC 


wn ~ (2m 一 1)37， 


i OO, 


第 二 十 五 章 
一 阶 常 微分 方程 


前 一 章 观察 到 , 当 Fourier 分 析 用 于 解 偏 微分 方程 边 值 、 初 值 问题 时 , 二 阶 
或 局 阶 且 带 有 参数 的 变 系数 线性 常 微分 方程 起 关键 作用 ; 这 种 情况 归 因 于 这 类 
积分 或 解 的 不 依赖 于 其 显 式 解 的 常 微分 方程 的 大 量 文献 和 结果 的 积累 . 

开始 陈述 关于 二 阶 方程 的 这 类 结果 时 , 首先 注意 它们 的 不 同 表 现形 式 是 合 
逢 的 ; 这 样 , 如 果 在 有 关 区 间 . 上 po(z) 关 0, 那么 齐 次 正规 形式 

y 


d*y d , 
Po(Z) 3 十 Pi(Z) +p2(T)y=0 (25.1) 


可 换 成 另 一 种 形式 
+ pi1(7)— + pa(x)y = 0, (25.2) 

即 此 时 选 po = 1 是 容许 的 且 不 受 限制 . 方程 

久 (Po) ) + on) 


dy dp dy : 
= p(7) 十 7 7 十 qtzjiy 三 0 


有 特别 的 特征 , 即 导 数 项 的 系数 本 身 是 通过 微分 联系 着 的 ; 此 外 分 别 的 表示 式 
(25.2),(25.3) 在 能 互相 变换 意义 下 是 有 紧密 联系 的 . 为 此 , (25.2) 中 乘 以 


ey 


(25.3) 
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再 合并 前 两 项 , 其 结 采 


全 {ep f Pear | 十 p2(7) exp 全 Pendz' y=0 


是 (25.3) 形式 的 方程 . 
反之 , (25.3) 中 由 


并 dz’ 
=) a 2 
确定 一 个 自 变 量变 换 , 将 这 方程 变 成 归 入 (25.2) 中 的 形式 
2 
9 + pay = 4， 
虽然 无 一 阶 导数 项 . 上 面 形式 的 方程 也 可 从 (25.3) 通过 其 中 因 变 量 的 变换 得 到 |; 


为 此 , 令 ， 


一 -六 
VP(7) 
结果 是 2 
2 F(z)Y = 0, 
这 里 


p(T) 2Vplz) dr \ Vp(z) dz 
且 F(z) 的 连续 性 要 求 对 2 有 同样 的 连续 性 
可 以 消去 (25.2) 的 一 阶 导 数 项 , 只 要 令 


r0- 旨 -A (2) 


Y=uUv 
就 有 
dv od do dp pu)v=0 
“qr dar Par \dri filar 2) 
选取 使 得 
2 全 | w=0 
Or pit os yy, 
B ra 
2 = exp 了 / pi(e dr 
所 以 v 的 方程 变 成 。 
dv + p(r)v =0, (25.4) 


. 248 - 偏 微分 方程 


中 ld 1 
p(T) = p2 一 2 grflT 了 21 
采用 (25.4) 作为 二 阶 线性 常 微分 方程 的 正规 形式 对 定性 讨论 和 方便 求解 两 方面 
都 有 好 处 . 
关于 二 阶 常 微分 方程 的 基本 命题 说 : 在 x 的 单独 的 一 个 值 处 固定 一 对 带 


四 dy _ 
y(a) = C1， (EE) _=0 


后 , 解 是 唯一 确定 的 . 零 初 值 Ci; = Cs = 0 推断 出 的 结论 y(x) = 0 意味 着 上 述 这 
类 具有 连续 系数 (分 别 为 p1 (x), pz(z), 或 者 p(x),gq(7x), 或 者 p(x)) 的 初 值 问题 的 
非 平凡 解 只 能 有 简单 零点 , 即 


x 0 


二 以 


因此 , y(a 一 0) 和 ya + 0) 反 号 , 且 若 给 定 解 


y(t)}>0, a<z<b 


dy dy 
一 一 0 一 一 0: 20.5 
时) _ ” ( 呈 ) ~ 


如 果 y(z) < 0,a <z <b, 则 不 等 式 (25.5) 中 的 不 等 号 反 号 . 
假定 已 知 z = a 是 解 yi(z) 的 零点 , 则 任何 也 以 z = a 为 去 反 的 其 他 解 y(z) 


和 w(x) 差 一 个 因子 4 使 得 ( 针 ) = 有 4 ( 舍 ) ;而 且 , 由 此 得 出 yz) 


的 其 余 零 反 也 就 被 确定 了 . 

在 Fourier 分 析 中 在 寻找 偏 微分 方程 的 表 成 单 变量 函数 之 积 的 那些 解 后 出 
现 的 常 微分 方程 必须 包含 一 个 参数 或 分 离 常 数 Ni 而 且 典 型 方程 (24.4) 揭示 和 
是 作为 一 个 系数 因子 进入 的 . 然而 随后 的 论证 同样 适用 于 对 和 有 非 线 性 依赖 关 
系 的 各 种 变形 


则 得 到 不 等 式 


中 


5 + p(xz,A)y=0 (25.6) 
和 
号 (za 型 ) +ae Ny=0 (25.7) 


由 于 曲线 y = y(z) 的 四 凸 性 质 是 由 二 阶 导数 5 的 符号 决定 的 , 常 微分 方程 的 
正规 形式 

dy 

CY = -plz)g (25.8) 
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的 系数 函数 po(z) 的 符号 起 类 似 作 用 . 为 了 建立 p 的 符号 和 方程 (25.8) 的 解 的 零 
反之 间 的 联系 , 假设 


p(T) <0, a<r<b, 
y(c)} =0, a<c<b; 
这 样 ,如 果 ( 昏 】 ”> 0, 随 之 得 出 不 等 式 


d*y 
y >0, (县 i )>0. 在 c<z<6 上 . 


且 曲 线 y(z) 是 向 上 四 上 升 攻 、 0) 到 点 < 的 右边 . 类 似 地 , 如 果 (¥) < 0 
相应 的 不 等 式 | 
y 
y<0, 的 <0，H<Z<C 
蕴涵 曲线 y(z) 下 目下 降 到 点 c 的 左边 . 从 这 些 讨论 中 , 一 个 一 般 性 结论 出 现 了 ， 
即 : 如 果 在 区 间 a < z <b 内 p(xz) < 0, 则 和 党 微分 方程 (25.8) 的 任 一 非 平 凡 解 
y(z) 在 其 中 最 多 只 有 一 个 零点 . 好 ofz) > 0, 解 曲线 的 不 同性 状 就 会 出 现 , 由 


sin zx 和 cos xz 满足 的 特殊 方程 所 + y 二 0, 可 以 推断 出 多 个 零 上 后 是 可 能 的 . 
(25.8) 的 解 的 堆 点 在 有 限 区 间 a <z2<b 内 不 可 能 有 聚 点 或 有 无 穷 多 个 零 
尽 : 因为 如 果 T1900 ony 表示 零点 序列 ， 且 
im zn 一 2 (有 限 )， 


从 两 个 关系 式 
V(Z ) 一 0 


.yrzn)— Yr) /dy 
i zn () = 
可 推断 出 y = 0, 这 和 非 平 凡 解 的 原 假 设 予 盾 . 
如 果 yi (x),y2(z) 是 常 微分 方程 (25.8) 的 两 个 线性 无 关 解 , 则 关系 式 


d* yi yy d* V2 
x2 qr? 


成 立 , 因此 在 x = a,b 之 间 积 分 


和 和 


一 人 


一 已 
dr ， 岂 ?| 


kd = 0, 
Pa Mdr)_ 
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这 表示 它们 的 Wronski ( 明 斯 基 ) 行列 去 在 z = a,b 上 有 同样 的 非 零 值 . 设 yj (7) 
在 z= ab 为 零 , 则 上 式 的 简化 形式 为 


dl CdV1 
(故人 本) 


再 考虑 到 不 等 式 (25.5), 就 得 出 推论 : yo(a) 和 加 ( 电 肥 号 . 所 以 yz(x) 在 mi(7) 的 
两 零点 之 间 至 少 有 一 个 零点 ; 且 没 有 其 他 的 零点 , 因为 由 同样 的 论断 (或 互 反 性 ) 
yi(z) 的 一 零点 必 位 于 yo(z) 的 两 零点 之 闻 , 而 这 种 情况 是 被 排除 的 . 现在 可 以 
叙述 一 个 一 般 性 命题 : 线性 无 关 解 的 零点 互相 交错 , 且 这 对 该 常 微分 方程 的 不 间 
形式 都 成 立 . 后 一 论点 证 实 如 下 : 设 ,yo 是 线性 无 关 解 , 有 非 零 的 Wronski 行 
列 式 
y2 Cy Vl Cy, A0; 
假设 在 a < x <b,wy2(7x) 关 0 后 , 定义 连续 函数 


-中 


在 a,b 取 零 值 . 由 微分 学 中 的 中 值 定理 断定 存在 a,b 之 闻 的 一 点 &, 其 上 YY(z) 的 
导数 


d d 
dY y2 yyy1 一 Y1 772 
dr | (y2(T))* , 
为 零 , 这 与 y1,yz 的 无 关 性 矛盾 ; 所 以 yo(zx) 在 yi(zx) 的 两 相 邻 零 扣 之 间 必 有 一 
零点 , 且 反 之 亦 然 . 
一 个 得 到 更 多 结果 的 有 效 方法 用 到 两 个 系数 不 同 的 常 微分 方程 : 这 样 , 考虑 
一 对 方程 


和 (POP) ran=0 (25.9) 
z 由 d d 
CA (25.10) 


其 中 连续 函数 p,q1,q2 满足 
p(Z)>0，0<dqz)<dqz)，a 入 Z 往 1 


分 别 用 ,WwW 乘 (25.9),(25.10), 且 相 加 得 出 


d d a 
Jz [ee (2 呈 一 ea] 一 (92 一 q1)y1Yy2, 
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然后 在 a,b 之 间 积 分 , 得 出 结果 


7 d T=b b 
po) lw ne) = (0) -and C051 


如 果 vy 和 ws 两 者 保持 同 号 , 例如 都 为 正 , 上 式 右 边 是 正 的 , 而 左边 在 假设 yj (a) = 
y1(b) = 0 下 条 化 成 


p(b)ya(d) (党) _- Plo)w(o) ( 2 


注意 到 如 (25.5) 所 规定 的 ， 2 在 z = a,b 反 号 , 左边 部 分 结果 是 负 的 , 所 以 出 


现 矛 盾 . 所 以 给 定 了 (25.9) 的 一 个 解 yj(z) 在 x = a,b 为 零 , 则 具有 较 大 系数 函 
数 qz(z) 的 比较 方程 (25.10) 的 每 一 解 yo(z) 在 这 一 区 间 人 至 少 有 一 次 为 零 . 
为 了 第 二 个 发 现 , 假设 (zx) 和 w(z) 两 者 有 同样 的 初 值 , 即 


四 dyi dy2 
yi(a) = y2(a) > 0 (全 ) 上 ( dz ) 


则 (25.11) 简化 成 


T=0 


b 
p(b)y2(0) (各 二 / (g2(T) ~ qi(z))y1Yy2d7, 


有 是 左右 两 边 的 相反 符号 (左边 < 0, 右边 > 0) 必然 得 出 结论 : yo 在 整个 区 间 不 能 

保持 为 正 . 所 以 yz(z) 的 最 近 零 点 (在 x = a 后 的 ) 出 现 于 yi(z) 的 最 近 零 点 之 

前 , 且 常 微分 方程 (25.3) 的 解 的 “振荡 ” 性 态 随 系数 函数 的 量 值 首 六 而 加 加 
常 微分 方程 


soy + (nt) 十 2 三 0 (25.12) 
及 其 前 述 类 型 的 替代 形式 : 
了 € i 十 TV 一 0 


提供 和 证 实 了 一 个 具体 的 应 用 . 如 果 0 <a<7z<oo 时 ， 2Zm > QXR 一 上 提出 的 比 
较 方程 是 

< (a ) +ar" liy=0 (25.13) 
或 
dy 


d 
“5+(n+1)r +oy=0. 


小 
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后 者 为 等 维 方 程 , 可 证 明 其 线性 无 关 解 是 


Trl 一 erl ln z 和 Try2 一 era2 jn 7 ， 


这 里 ri,T2 是 二 座 方 程 


rr—1)+(n+l)r+a=0 
的 两 个 根 , 即 


1 1 
ti rin 
如 果 


2 
-nrn2_a<0 
4 


则 x1,72 的 值 是 复 的 , 且 这 些 函 数 的 一 个 线性 组 合 表 示 (25.13) 的 具有 振荡 性 态 
的 一 个 解 , 即 


] 1l 

元 fen” ” 7 一 erz jp | 一 xn/2sin Ve i ln | ， 
] 一 172 

Tm 一 exp mr (a -im ) ,m=0,1,..: 


因此 当 z > a 和 a > jn? 时, 常 微分 方程 (25.12) 的 每 一 个 解 有 无 穷 多 零点 , 且 


包含 常 系数 且 容 易 求解 的 比较 方程 证 明 是 有 用 的 ; 例如 , 给 定 


V(Z) = 


其 零 瓜 位 于 


0< pzZ) < M, 0<2Z<D， 


考虑 两 个 党 微分 方程 

5 + p(x)y=0 (25.14) 
和 2 

0 十 好 z 三 遇 ， 


后 一 方程 满足 规定 条 件 


z(c) = 0, (S22) =4 QC<Z<b 
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的 解 是 , 
z(X) = J 二 sin VM(z — o), 
且 其 后 继 零点 为 
T=ci+ J 


所 以 如 果 c,d 表示 (25.14) 的 一 个 解 在 区 闻 (a,5) 内 的 相 邻 零 反 , 则 用 前 面 结果 
得 出 


VM 

日 根据 比较 方程 

dz 0 

dr2 十 nz 二 0， 
这 里 

0<m<p(x), a<zrz<b 

用 类 似 推 理 可 得 出 

d—cec< 未 


因此 , 可 以 得 到 为 分 离 (25.14) 的 解 的 相继 零 后 的 两 个 互补 界限 , 即 


T Tt 
JV 地 < d—c< Vi (25.15) 
日 一 个 推论 是 : 在 区 间 a < x <， 内 的 零点 数 n 满足 不 等 式 
b 一 “Vm<n< 2 二 Vi (25.16) 


发 现 关于 不 同 解 的 交错 零点 和 当 微分 方程 的 系数 变化 时 零点 位 置 的 一 定 的 
移 位 的 漂亮 结果 应 归功 于 Sturm (斯 图 姆 ) (1836); 他 选择 形 如 


到 (za 于 )+oloy=0 0 


的 微分 方程 , 因为 “数学 物理 中 产生 的 二 阶 方程 直接 表现 成 形式 (x*)”. 同时 代 的 
数学 物理 主题 包括 固体 中 热传导 和 弹性 体 、 腊 和 弦 的 振动 ; 其 中 , 在 Fourier 之 
前 和 他 以 外 , 作出 显著 贡献 的 人 是 Euler, L. ( 欧 拉 )， J. Bernoulli (约翰 . 伯 努 利 ) 
和 D. Bernoulli (丹尼尔 . 伯 努 利 ), Laplace, P. S. M. de ( 拉 普 拉 斯 )，Lagrange 
J. LL. ( 拉 格 朗 日 ), Legendre, A. M. ( 勒 让 德 ) 和 d'Alembert, J. 工 . R. ( 达 明 贝尔 )， 
d'Alembert 的 一 篇 文章 , 得 到 柏林 科学 院 的 奖项 且 发 表 于 1747 年 , 评论 包括 “在 
数学 物理 中 首先 普遍 应 用 偏 微分 方程 ……… 作为 对 大 气 潮 汐 的 研究 工作 它 是 成 
功 的 , 且 很 多 年 后 Lagrange 仍 继续 赞扬 d'Alembert 的 努力 ”. 
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Liouville ( 刘 维 尔 , 1837) 处 理 包含 一 个 常 微分 方程 和 在 分 离 点 上 边界 条 件 的 
齐 次 线性 组 时 选取 (x) 中 系数 函数 的 特殊 形式 , 即 
p(x) = Ag(z) + 7(T), 


这 里 和 是 一 参数 而 g(z) 是 一 个 正 函 数 . 早 就 知道 (参见 (24.4),(24.5)), 正 是 这 样 
的 一 个 方程 组 出 现 于 沿 非 均匀 杆 的 热传导 分 析 中 , 日 类 似 的 一 个 组 出 现 于 非 均 
色 纺 在 变 张力 k(x) > 0 下 受 偏 微分 方程 


| 
元 (ka 灵 ) -ry (25.17) 


支配 的 小 横 位 移 y(z,t) 的 分 析 中 , 这 里 w(z) > 0 和 r(z) > 0 分 别 等 于 质量 密度 
和 与 弦 位 移 成 比例 的 恢复 力 的 大 小 . 这 样 (25.17) 的 时 间 周 期 解 
y(z,t) = X(r)et 
依赖 于 一 个 必须 满足 常 微分 方程 : 
人 (ro) ) + (wu(z)+r(r)X=0 
的 函数 X(z), 以 上 方程 与 (24.4) 的 形式 完全 一 样 . 
有 一 个 参数 的 沼 微 分 方程 , 即 一 般 情形 下 的 (25.6),(25.7), 其 解 通 过 表示 式 
y = Yy(Z, 和 ) : 
反映 了 这 种 情况 . 如 果 像 以 后 将 假设 的 那样 , y 对 zx 和 和 两 者 有 连续 依赖 性 , 且 
y(c,A)=0, a<c<b, 


则 当 
xz-c<e 和 | 和 一 和 |<#6 


时 , 函数 y(x, A) 恰好 有 一 个 零点 , 这 里 对 任意 的 e > 0,6(e) 是 可 确定 的 . 
由 内 在 参数 和 的 改变 带 来 的 微分 方程 的 改变 显然 对 其 解 的 零点 的 位 置 有 影 
啊 . 考虑 党 微分 方程 


jz2 + p(T, MY =0, a<r<b 
和 对 某 个 和 的 值 满足 
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的 唯一 确定 的 特 解 , 这 里 附加 条 件 lal|+18| > 0. 设 这 解 在 a < x < 内 不 同 零点 
表 成 
T1(A), T2(A),. 


且 给 定 p(x, 和 ) 是 自 变 量 的 连续 函数 , 则 zx (和),k = 1,2,.… 是 和 的 连续 函数 . 如 
果 p(z, 和 ) 是 和 的 正 的 单调 增 函数 且 X > A, 则 应 用 前 面 一 个 结果 , 它 规定 与 一 
特殊 系数 函数 的 不 同 量 相 联系 的 常 微分 方程 解 的 零点 相对 位 置 , 现在 推断 出 


Lk (和 ) < Tk (和 ), 


即 当 入 增加 时 , 零点 沿 zx 轴 移 向 左边 . 当 入 和 和 相差 无 穷 小 量 时 , 两 曲线 y (zx, 入 ) 
和 yy (zx, 和 ') 在 其 一 对 零点 之 一 附近 的 配置 分 两 种 情形 如 图 39 所 示 . 一 般 地 , 与 
分 别 的 参数 值 入 ' 相 联 系 的 党 微分 方程 的 两 个 解 , 在 z ==a 和 x =b 之 间 有 相 
等 的 零点 个 数 . 如 果 yy.(b, 入 ) = 0, 则 额外 的 一 个 零点 出 现 了 , 因为 对 yx(zx, 入) 的 
相关 的 一 个 零点 位 于 区 间 a < x <b 之 外 ; 换言之 , 当 入 变化 时 , y(z, 入 ) 的 一 个 零 
点 能 得 到 或 失去 , 只 有 和 过 其 进口 进入 (a,b) 区 间或 从 该 区 间 离 去 时 才 发 生 . 此 
外 ,如果 . 
p(T; 和 一 00， 当 和 一 00， 在 a<x<b 内 ， 


则 在 这 区 间 内 解 的 零 挟 数 变 成 任意 大 . 


图 39 


“同样 的 结果 适用 于 常 微分 方程 


d dy 加 
本 (5 + g(x,A)y=0 


dy | (\ (TZ) + rT))y = 0; 
dr2 p " Y= 9 
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在 后 一 情形 , 规定 p(x) > 0 种 r(Z) = 0, 如 果 入 < 0, 则 在 x = a 为 零 的 解 在 
4a<Z<b 内 无 另外 的 零点 . 当 和 增加 时 , 零点 数 也 增加 , 而 且 每 增加 一 个 零 氮 ， 
则 区 间 端 点 z = 5 必 为 零点 . 这 样 就 确定 了 和 的 不 同 值 的 一 个 无 穷 序 列 , 即 


A ZA <A Ak 


其 中 每 一 个 都 表示 该 常 微分 方程 在 所 考虑 区 间 的 两 端 > = ob 为 零 的 一 个 解 . 此 
外 , 该 常 微分 方程 的 本 征 函数 为 


Vi(Z， 入 1 Vy2(2， 入 2 )， , Yk (XT, 入 k )， "+ 


而 yx (zx, 和) 在 (a,5) 内 恰好 有 (k 一 1) 个 零 扩 . 
对 给 定 区 间 a < x < 内 无 参数 第 微分 方程 
d*y 
dz2 
解 的 零点 数 的 界 (25.16) 可 以 马上 改写 以 适用 于 包括 带 系 数 参数 入 的 方程 
027/ 


了 2 + 入 p(T)Yy = 0. 


为 此 ， 用 Arm, ArkM 取代 7n, M, 这 里 k, yr(T, Ak) 是 配对 的 ， 日 用 Nk 表示 对 应 的 
零 反 个 数 , 由 此 得 出 


bp— bp— 
2 /mieN < VAMM. 
让 并 


接着 就 可 证 明 和 的 界 是 


N27n2 N22 
( -a3 > 人 > 全 om 
根据 后 一 不 等 式 , 和 的 倒数 的 级 数 
] 
2 


收 令 . 
与 一 个 常 微 分 方程 的 在 区 间 端 点 a,b 不 为 零 的 解 相 关联 的 其 他 本 征 值 集 和 
的 存在 性 也 能 证 明 ; 例如 , 在 以 下 这 种 情况 , 设 


号 (pz@ 壬 ) + Maoy =0 
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p(x),q(z) >0,a<z<b, 给 定 齐 次 边界 关系 式 


0, 


I 二 0 


d 
oy(a) — 68 和 


dy 
yy(b) 一 0 jz _, 一 0U， 


对 齐 次 线性 方程 的 解 , 除了 专注 于 其 零点 外 , 某 些 其 他 观察 也 是 适宜 的 . 首 

先 , 回顾 一 下 二 阶 齐 次 常 微分 方程 的 通 解 能 用 任意 一 对 线性 无 关 解 Wi(z),ya(z) 
构成 , 即 

yzZ) = C1VWLZ) + Coy2 7), | (25.18) 


其 中 系数 C1, Cs 是 任意 的 . 一 个 特定 的 复 值 
y1(7) + iy2(¥) = es(t) te) (25.19) 
将 注意 力 分 别 集 中 到 辐 角 函数 和 相 函 数 上 (zj,w%(z), 用 yi1,y2 来 表示 是 


lz) = 5In( 好 + 成) (25.20) 


和 


_ tan-! 多 多 ) 
w(x) = tan yi 


函数 E(x) 在 a < xz<b， 有 确切 定义 且 是 连续 的 , 因为 y, 和 ys 在 同一 点 不 能 同 
时 为 零 ; 此 外 , 在 通过 yi 的 一 个 零点 时 由 于 它 在 零点 两 边 取 反 号 , yo /yi 的 值 从 
+oo 改变 到 干 co. 所 以 在 (a,65) 内 某 点 固定 w(x) 的 一 个 值 后 , 函数 %(z) 也 是 确 
切 定义 和 连续 的 . 注意 到 


dy2 dy 
dy _ ar Ydr _ Wy,y) 


dz yt + yy2 y? 二 + 多 


包含 线性 无 关 函 数 的 Wronski 行列 式 , 其 符号 不 变 ; 因此 假设 9 > 0 是 可 允许 


的 (如 果 需 要 , 可 改变 y1,yo 的 次 序 ), 所 以 函数 y(z) 显示 单调 递增 性 状 . 给 定常 


微分 方程 ， 
9 十 X2 一 0 
的 基本 解 对 


1 一 Sin AT, ?2 一 COS 人 了 7 


以 及 相应 的 限制 条 件 
(zj 一 0, pz, 入 ) = AT， 
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w% 关于 x 和 参数 入 的 单调 增长 性 是 显然 的 . 
从 (25.19) 推导 出 特征 化 表示 式 
Ji(z) = estz) cos 罗 (Z)， We(zZ) = etz) sin wp(z) 
使 得 能 将 (25.18) 的 通 解 改写 成 形式 


tb(2) = Cie8(z) 05 p(T) 十 Coestz) sin pT) (25.21) 
一 Crestzj sin[w(z) 十 vol, 


这 里 C, wo 表示 任意 常数 , 且 后 者 显示 yw(z) 形成 了 y(z) 的 振荡 ; 当 w(x) 增加 


时 , 振荡 也 快 起 来 . 
为 了 得 到 含 参数 和 的 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 的 符合 端点 或 边界 条 件 


y(a, 和 A) =0, vw(b,A)=0 


的 解 , 在 (25.21) 中 令 wo = 0, 且 对 任意 的 入 满足 初始 条 件 
d 


y1(Q, 入 ) 一 ]， Ir! 一 0， 
y2{(a, A) 一 0, Cy = 1 
的 特 解 yi (7x, 入 ),y2(Zz, 和) 定义 
~ tan-! y2(7, 入 ) 
wp{z, 入) t yi (z， 入 )， 
则 
wla, A) = 0, 2 一 1. 
端点 条 件 之 一 ya, AN) = 0 自动 满足 , 而 另 一 个 条 件 y(b, 和 ) = 0 要 求 规定 
(b,Ak) = Er， 大 为 整数 (25.22) 


这 使 大 的 有 的 值 和 (5, 和) 相 联 系 . 由 (25.22) 推导 出 的 和 的 特征 值 方程 即 
y2(b, Ak) = 0 


显然 与 隶属 该 问题 的 特征 函数 yz(z, 和 4) 一 致 
关于 非 齐 次 方程 组 


d dy 
Po(T) 3 + Dl (7) +p2a(T)y = F(x), a<r<b (25.23) 
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d d 
Lily| = Qi1Yy(4) + Q12 沁 十 Q13Y(b) 二 Qi14 2V = 4, 
4 [ra dz 人 二 如 
dy . dy 
Lo2ly 一 Qo1Yy (a) 十 CQo22 7 十 Q23Y (0) 十 Go24 一 - 一 已， (25.24) 
, T=0 dz r=—b 


做 一 些 进一步 的 评注 是 合适 的 . 给 出 党 微分 方程 (25.23) 的 一 个 特 解 yo(7) 和 对 
应 齐 次 方程 的 一 个 无 关 解 对 y1(7x),y2(7z), 其 通 解 有 形式 


V(Z) = yo(Z) 十 CIV1(Z) + Coy2 (7). 
由 边界 条 件 (25.24), 得 出 C1, Ca 的 联 立 线性 方程 组 , 即 


CiLilyi]l + C2Lily2| = A — Lilyo), 
CiL2lyi| + C2L2ly2| = B — L2lyo]), 


由 此 得 出 的 推论 依赖 于 系数 行列 式 


是 否 为 零 . 
首先 , 如 果 A 天 0, 该 非 齐 次 问题 对 F(z), 4, B 的 每 种 选取 有 唯一 非 平凡 解 ， 
同时 对 应 的 齐 次 组 (F(z) = 0, 4 = B = 0) 只 有 平凡 解 . 其 次 , 如 果 A = 0, 该 齐 
次 问题 有 无 穷 多 解 , 而 非 齐 次 问题 一 般 无 解 , 除非 
B — L2lyo] _ Lzlyi| _ L2ly2l 


me 
die 
Er 


A—-Lilyo] Fi Lilyz] 
当 最 后 的 关系 式 成 立时 , 有 无 穷 多 解 . 


习 题 25 
1. 考虑 函数 VW(Z) 满足 的 常 徽 分 方程 
da” ad 
+p(r) +po(z)y =0 a<r<b, 


用 ?定义 通 数 。 
2(Z) = y(7) exp {/ pi(e dr’ ， 


— > 0, 
dz 
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用 此 结果 证 明 以 下 一 组 关系 式 


一 0， yc)=0, a<c<b 


都 成 立 是 有 了 矛盾 的 . 解释 这 个 结论 . 
2. 设 yi1(zZ) 表示 常 微分 方程 


的 一 个 特 解 , 证 明 这 个 方程 的 通 解 有 表示 式 


yz) = Ciyi (2) / | re + Co (7), 


其 中 C1,C2 是 两 个 任意 常数 ， 验 证 如 果 轨 和 Wh 在 (Qa,b) 内 的 同一 点 为 
规则 Ol 二 0; 引出 适当 的 结论 . : 


3, 给 出 一 对 形式 相同 的 常 微分 方程 


SO P(e) En — Q(x)y1 = 0, P(z)>0 


和 
d d 
Jz Bora — 4q(z)y2 =0, p(x) >0, 


它们 只 是 系数 函数 不 同 . 验证 : 如 果 gy1,yz 分 别 是 各 个 方程 的 任意 解 ， 则 除 
了 vy2 = 二 0 的 那些 点 外 有 


d [vy /dyi 二 
一 | 一 11P-oo 一 < 
dz 也 ( dr sd fl dz 


dy1 dy1 yl1 dy2 “ 
_ 2 J dl J de 


利用 这 个 关系 式 得 出 结论 : 第 一 方程 的 任 一 解 态 的 两 相继 零点 间 至 少 有 第 
二 方程 每 一 解 ya 的 一 个 零点 . 
容易 证 实 , 函数 
yi(r)=sin( Vm xz), m>0,r>0 


具有 零点 


且 满 足 带 微分 方程 
或 上 面 所 选 形 式 
具有 替代 形式 
人 < 
的 常 微分 方程 
d 
dr 
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其 解 在 守 >0 处 的 零点 有 何 推论 ? 


4. i) 考虑 单个 常 微分 方程 


a 
dz 


(po) ta =0, pe),a(e) >0 


. 201 ， 


且 证 明 每 一 个 无 关 解 在 任 一 解 的 每 一 对 相继 零点 之 间 有 一 个 零点 . 函数 


yi(7T) = asin z+beos 7, 


满足 同一 个 常 微分 方程 


yo(T)=csin Ti+dcosz 


dy 
QT TY 


它们 的 零点 是 否 总 是 低 上 述 方式 隔 开 ? 


ii) 关于 常 微分 方程 


的 解 的 相继 寒 点 间 的 区 


d2y 
一 二 十 2 一 人 
dr? TTY 


间 ,， 当 z 较 大 且 为 正 时 , 有 何 结果 ? 


iii) 试 得 到 带 周 期 系数 肖 数 的 常 微 分 方程 


的 解 的 有 关 结 果 . 
5. 对 二 阶 常 微分 方程 


dy 


了 +(a 二 pcos Tj)y=0 


也 (pa 到 +q(rz)y=0, p(x)>0 


(*) 
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的 解 的 一 种 有 用 的 特征 描述 曾 被 Priifer,H. ( 普 吕 弗 ) 于 1926 年 提出 , 依赖 
于 (*) 和 一 对 一 阶 常 微分 方程 之 闻 的 等 价 性 . 为 建立 后 者 , 引入 振幅 肖 数 和 
相 函 数 >(Z),W(z) 使 得 


y(z) =7(2) sinb(z), plz) 型 =r(z) cosw(z), (ss] 


化 
证 实 包含 其 导数 的 联 立 线性 方程 组 
dy 


dr 7 
— SNnVY +r eo CosY = — coswy, 
dz dz 力 


由 coOgS 急 十 ro cos wy = gr siny 
dz dz 


的 一 些 细节 . 从 (***) 导出 表示 式 


= jy 0 + glz) sin? (二 类) 


oT 一 pe 一 st rSin 2 


(水 闭 】 


它们 构成 了 完全 等 价 于 (*) 的 一 个 非 线性 常 微分 方程 组 . 值得 注意 的 是 : 该 
方程 的 第 一 个 方程 只 涉及 由 且 有 一 个 由 初始 条 件 

wrxo)=C 
确定 的 唯一 解 .7r 不 可 能 取 零 值 , 因为 


2_ /dy\ » 

Tr“ 二 G3 二 + ， 
从 而 可 取 7 > 0: 确定 一 个 少 后 , 该 方程 组 的 第 二 个 方程 提供 了 对 振幅 通 数 
r(Z) 的 表示 式 ， 即 


r(X) 一 7(Z1) exp 3 人 (a 一 a sin 2 da! . 
所 以 , 常 微分 方程 (*) 的 振荡 性 态 可 以 通过 研究 相 函 数 (XT) 而 前 明 . 所 定 
义 的 方程 (*) 揭示 y(z) 的 零点 对 应 于 相位 值 pk 一 ATT， k= 0, 土 1， 士 2 “9 此 
外 ,从 (****) 直接 得 到 推论 


dy >0 当 Y= Wk. 
dz 
用 最 后 的 不 等 式 证 明 论 断 : 如 果 Va) > kz， 则 对 工 > QUVZ) > kn. 又 


(a) 和 二 W(b) 之 间 的 整数 的 个 数 有 什么 含义 ? 
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6. 考虑 问题 5 中 定义 的 相 函 数 由 (X), 亚 (7X), 分 别 满足 常 微分 方程 


人 一 J cos 2 + q(x) sin’ » 
和 dy 1 
= 五 可 cos“ 种 十 Q@Q(z) sin 更. 
假设 
1 1 
PL) > py Q(T) 过 qz) 
和 
vw (a) 一 亚 (aj); 
则 比较 关系 式 
V(r) > Vz), 2 > 
pz) < V(x), rT<a 
成 立 . 


验证 这 断言 的 一 种 方法 始 于 引入 单 参 数 函 数 族 


和 
pa(z) p(x) P(x) p(x)| 
qa(7) = gq(7) + alQ(7z) — alz)l, Osasg!]1 
和 一 个 常 微分 方程 
0 pb 二 cos Va 十 da(Z) sin” Wa, 


其 有 关 解 由 初始 条 件 


Wala) = pla) 
确定 ; 且 对 参数 a 一 0,1, 等 式 
bo(z) = Wr), Wr) = (2) 
随 之 得 出 . 
其 次 , 设 2 
Xal(¥) = do Yall?) 
证 明 该 函数 满足 方程 


Ce 一 4u(Z)Xa 十 五 a(Z)， 


-2063 . 
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详 壕 As, Ba 对 Vaspasga 的 依赖 性 ， 用 线性 常 微分 方程 (*) 的 解 连同 关系 
式 1 9 1 
wa) wo) = me) ols) = | Bede = 人 xfoda 


去 完成 比较 定理 的 证 明 . 
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已 得 到 的 关于 常 微分 方程 的 结果 为 处 理 偏 微分 方程 及 其 伴随 的 边 / 初 值 条 件 
的 Fourier 分 析 的 迅速 重新 开始 扫 清 道路 . 专 于 线性 常 微分 方程 解 的 零点 和 振荡 
性 态 是 前 一 章 中 最 重要 的 内 容 , 留 下 某 些 其 他 方面 内 容 在 本 章 讨论 , 主要 涉及 与 
齐 次 边 值 问 题 相 联系 的 不 同 的 解 

用 稍微 一 般 的 术语 来 指出 线性 微分 方程 组 的 特征 是 合适 的 : 这 包括 一 个 7 
阶 常 微分 方程 

Ly] = po(r) SE + pi(z) sy 
和 ?个 (第 系数 的 ) y(a),y(b) 及 y(z) 的 直到 n 一 1 阶 导数 在 端点 a,b 处 的 值 的 
线性 组 合 , 即 


十 十 pn(ZJy = f(r), a<r<b (26.1) 


Uy = COC;, i=1,..,n : (26.2) 

(假定 (26.2) 能 包含 高 阶 导 数 , 且 个 数 可 不 同 于 n)， 此 后 特别 有 兴趣 的 是 系数 

依赖 于 一 个 参数 (或 分 离 常数 ) 和 的 方程 组 ; 首先 必须 讨论 的 问题 是 齐 次 方程 组 

( 即 , f(x) 和 常数 C; 均 为 零 ) 的 相 容 性 问题 . 给 出 yi,y2,… ,yn，, 构成 党 微分 方 
程 : L[y| = 0 的 线性 无 关 解 的 基本 组 , 相 容 性 条 件 是 用 行列 式 方程 

lly] Ui yn) 

0 (26.3) 


Un “1 Un, [yn 
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来 表述 的 , 因为 y; 和 (可 能 ) 线性 组 U; 的 系数 与 A 有 关 , 所 以 它 可 以 更 简单 地 
表 成 
F(A) =0. (26.4) 


这 样 , 方程 组 (26.1),(26.2) 是 相 容 组 当日 仅 当 和 的 值 是 函数 已 的 根 ; 这 些 值 
称 为 该 组 的 特征 值 或 本 征 值 . 如 果 对 任 一 本 征 值 Ni, 行列 式 (26.3) 的 n 一 1 阶 子 
式 不 全 为 零 , 则 称 此 本 征 值 为 简单 本 征 值 ; 如 果 最 高 的 非 零 子 式 是 nn 一 m 阶 的 ， 
则 称 对 应 的 本 征 值 或 本 征 根 有 重 数 m. 基本 解 组 y,… ,yn 的 特定 选取 不 影响 
这 些 结论 的 结果 ; 例如 选取 不 同 的 基本 解 组 


Yi(7) = 》 Aijyi(7), 1 一 | ,nN 
j=1 
(26.4) 的 形式 改变 为 
[AijIF(A) = 0， 


且 行 列 式 |4;;| 必须 是 非 零 的 . 
对 某 些 方程 组 FF 简化 成 一 ( 非 零 ) 常数 , 这 就 缠 涵 无 本 征 值 , 也 无 相 容 性 ; 一 
个 例子 由 以 下 这 个 方程 组 提供 , 其 方程 包括 


Ly = + Ny=0, 0<7xz<a 
i z 
gj = y(0) = 0， (26.5) 
D 国 = 到 =0 
应 用 该 常 微分 方程 的 基本 解 组 
y! = cosXz， wa(z) = Sn (26.6) 


到 (26.5) 中 , 发 现 


从 而 不 管 和 取 何 值 , 上 述 方程 组 仅 有 的 解 是 平凡 解 y(z) = 0. 
考虑 为 一 方程 组 


df2 
Llyl = 了 +My=0 -a<r<a (26.7) 
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和 
=) -0) =0 mm- 到 + =0 
这 里 用 (26.6) 的 基本 解 组 , 特征 行列 式 为 
0 0 加 

-2NsinXa 2cosXal 

日 每 一 个 和 的 值 是 本 征 值 , 相伴 的 本 征 函 数 为 
COS 入 代 . 
如 果 (26.7) 中 的 边界 条 件 换 成 周期 边界 条 件 , 即 

Uily| = y(—a) — ya)=0 

i ad d 
UM= 2 -x =0 
则 关系 式 
0 _osin AQ 
F(A) = A |=4sin MG=0 
2 和 Sin Aa 0 
推出 存在 无 穷 多 本 征 值 
Mn = 一 ， n = 0, 士 1, 士 2 
它们 有 重 数 2; 与 每 个 本 征 值 对 应 的 线性 无 关 本 征 函 数 是 
放下 人 .Nnz 
COsS Anx = cos 一 ， sinA 和 nz 一 Sin —; 
对 于 用 n 阶 线性 算 子 构成 的 微分 式 
1 z 
Ly = p(w) TE + pr) 二 十 pr 人 jg (26.8) 


有 一 个 极其 重要 的 系统 化 分 析 的 方法 ; 它 是 由 Lagrange ( 拉 格 于 日 , 1736 一 1813) 
提出 , 首先 要 做 的 是 求 一 个 乘 子 z(z), 使 得 zLlyl 等 于 y, 到 dy 的 线性 


”CT 一 
组 合 的 导数 . 
通过 逐次 分 部 积分 后 建立 的 关系 式 就 能 清楚 地 了 解 对 这 种 性 质 的 确切 要 求 


| :rar = / {m0 + ed tpn) 


= P(y,2)+ 全 yM [zldz, (26.9) 
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这 里 
A dn—1 
M|[z| = (—1)" ——n (Poz) 十 (1 nT (P12) 十 .十 pnz， (26.10) 
Pl(y,z) 是 包含 在 积分 区 间 的 固定 限 和 变 上 限 的 4n 个 量 
,时 
z(a), dz i d"_ 2z z(7), dz 2 
”| cam | dz dxn—1 


的 一 个 双 线 性 型 . 具体 地 说 , 双 线 性 型 的 元 素 是 两 个 不 同 的 NN 变 元 组 的 成 员 , 即 


而 双 线 性 型 由 和 式 


QTIY1 + QI12T1Y2 二 二 ONTIYN 
十 Q21T2Y1 十 Q22T2Y2 十 … 十 Q2NIZ2VN 
十 


二 QOQNITNYI TT AQN2TNY2 十 … 十 QNNTINUWN 


定义 , 且 对 分 别 的 元 素 zi, y; 有 线性 依赖 性 . 


要 得 到 希望 的 表示 趟 | 
zLiy| = Fz Py, 2) (26.11) 
可 以 从 (26.9) 对 z 微分 并 且 约 定 滋 子 z(z) 必须 满 下 稼 微分 方程 
M|[lz| = 0, (26.12) 
上 式 称 为 算 子 工 的 方程 z 
| Lly =0 (26.13) 


的 伴随 方程 . 这 样 , 函数 z(z) 作为 方程 (26.13) 的 积分 因子 , 把 求解 的 范围 缩小 
到 满足 n 一 1 阶 方程 
| P(y,z) = 弟 数 
的 解 , 这 里 P 中 的 2n 个 变量 仪 仅 依 赖 于 zx. 
从 (26.9) 导出 的 恒等式 


Ly — yMl] = CP(y,2) (26.14) 
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对 不 必 满 足 (26.12),(26.13) 的 任意 可 微 函数 y,z 都 成 立 , 称 为 Lagrange 恒等式 ; 


(他 也 给 出 积分 形式 的 对 应 ) 


b I 二 
| {ar -vm = Pa 


(26.15) 


是 Green 公式 的 单 变 量 形 式 (回顾 第 二 十 二 章 )，Green 公式 是 合生 面 区域 一 的 


一 个 二 重 积 分 等 于 沿 该 区 域 周 线 的 一 个 曲线 积分 . 


算 子 L, M 之 间 存 在 互 反 关系 , 即 : 如 果 M 是 工 的 伴随 , 则 工 是 WY 的 伴随 . 
特别 重要 的 一 类 算 子 称 为 自 伴 算 子 , 即 M = 工 的 那些 算 子 ; 比较 (26.8),(26.10) 


就 知道 只 有 偶数 阶 算 子 才 具 有 这 种 性 质 . 考虑 二 阶 表 示 式 
,dy dy 
Lly| = po(T) 十 p1(7) -7 + po(T)y 


及 其 伴随 , 按照 (26.10) 
2 
MHz = po(z) $2 + 人 2 -| 2 [ _ ol tp 2 


这 里 M 和 工 恒 等 的 充分 必要 条 件 是 (26.16) 中 的 系数 必须 满足 


虽然 表示 式 (26.16) 一 般 不 是 目 伴 算 子 , 乘 以 因子 (回顾 第 二 十 五 章 ) 


l " Dl(Z ) / 
DO / ee "Po? 


得 到 自 伴 形 式 , 即 , ， 
Lly| = 元 (pa 时) 十 QZ)2， 
它 满足 条 件 (26.18) 是 显然 的 ; 工 及 其 伴随 


Mizj = 人 (za 宇 十 GZ)z 


的 Lagrange 恒等式 即 
加 -wa 加 = 友 |aa(> 开 -至 ) 
当 系 数 函 数 pz) 无 导数 时 仍然 成 立 . 


(26.16) 


(26.18) 


(26.19) 


与 本 书后 面 有 关 的 结果 是 : 如 果 二 有 自 伴 特征 , 则 带 任意 常数 入 和 函数 gq(z) 


的 算 子 L 十 和 g(xz) 也 是 目 伴 的 . 
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以 下 考虑 一 个 线性 齐 次 微分 方程 组 
(26.20) 


其 中 Ui; 包含 y 及 其 导数 在 区 间 端 反 处 的 值 , 即 


dy d™— ly 
Uily| = Qi,1Yy(Q) + Qi,2 a 十 十 Qin 一 一 一 
dz 二 人 ' dm 一 r=a 
dy d™-— 1 
+Bi,1Y( ) 十 Bi2 J 时 十 十 Bin TAR] _, ; 


此 外 假设 个 线性 式 U; (数目 上 与 微分 算 子 工 的 阶 数 相等 ), 共有 2n 个 变 元 , 是 
线性 无 关 的 . 进一步 假设 引入 了 个 线性 式 hi1,… ,Uzn, 与 原来 的 可,… ,Uh 一 


起 构成 更 大 的 无 关 集 、 这 2n 个 线性 式 使 得 量 y(a), 型 | 30) 
oY 可 用 i,i = 1,… ,2n 来 表示 ,因而 Green 公式 (26.15) 的 右边 部 


z=b 
分 允许 有 一 个 用 Ui, Vi,i = 1,.… ,2n 表示 的 双 线 性 表示 式 


Pl(y, 2) 2 二 = Uilyl Vanlz] 二 二 Yilz 
t+Untily Valz| + :+ Uzn [yy Vi [zl, (26.21) 


这 里 Vi 称 为 边界 算 子 U; 的 伴随 算 子 , 也 构成 无 关 和 集 . 
由 
Mlz|=0, a<z<b, 
Vilz| =0, i7=1,..…,n 


定义 的 一 组 方程 称 为 (26.20) 的 伴随 方程 组 ; 引用 表示 式 (26.21) 后 , Green 公式 
(26.15) 变 成 


(26.22) 


b 
/ {zLly] — yM [sl}dz = Uily] Von 
FU Van lz + :+ UznlylVilz)l. (26.23) 


由 于 线性 式 1,… ,Uon 不 是 唯一 确定 的 , 只 要 求 加 ,Uo,… ,Uon 构成 无 
关 集 , 线性 式 到 …… , VW, 也 有 类 似 任 意 性 ; 然而 U41,… ,U2n 的 指定 的 改变 结 
果 仅 是 生成 线性 式 页, , 友 的 一 个 新 集合 , 它们 是 老 的 式 子 的 简单 线性 组 合 . 
这 样 五 ,全 仅 被 可,… ,UU 所 确定 , 且 能 确切 地 定义 齐 砍 伴随 方程 组 . 

一 个 完全 自 伴 方程 组 满足 

M=L 


第 二 十 六 章 ” 边 值 问 题 和 Sturm-Liouville 理论 . 271 . 


且 Vi, Vo, ,Vn 是 Ui, Us, ,Un, 的 线性 组 合 ， 人 允许 选择 Wi 一 一 1 
且 Green 公式 (26.23) 右边 部 分 为 零 . 作为 例子 , 考虑 具有 日 伴 算 子 工 的 二 阶 方 
程 组 


了 十 = 二 (rlo)L) +alz)y, a<z<b, 
Gi = oy) + P| =0 Ul=w)=0 (2020 
为 确定 边界 算 子 Vi, V2, 注意 
/ zLlyldz = / 3 各 (p(n) ) 十 so dz 


= p(b) (2 yl) 2 | 


z| }+ f ya 


= -p(o)z(o) { 型 因 +oy(o +za1 三 + oz(a) | va) 


tp(o) yo) 字 


二 


b 
+70)z0® P| -p00) E+ | veld 
CA 
r=b 
dz ， 
二 Zz(b)Usaly| 十 dz| + zo)Ual+ / y M |zldz, (26.25) 


这 时 就 可 作出 选择 


Usly) = p(2) 2 呈 LU4| 才 = pl(a)y(a). 


Vilz| = 宇 十 cz(a)， V2lz] = z(b), 


Wl = -的 EV = -zz 


则 上 面 的 关系 式 具 有 型 为 (26.23) 的 Green 公式 , 且 根 据 和 恒等式 
Vilz] = Uilz], V2lz] = U2l2 


就 证 明了 该 方程 组 的 目 伴 性 . 
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以 下 , 设 方 程 组 (26.24) 的 边界 条 件 换 成 更 一 般 的 一 对 边界 条 件 ， 


Ui [yl 一 Qi1y(a) 十 Q2y (0b) 十 Ca 2 十 Cd4 2 一 
TL—a T=b 
和 , 
Uzly] = Biy(a) + Bay(b) + Bs — + Ba 2 -0 
TX 二 a T=b 
如 果 和 抢 阵 


(% CD Qa 2 
PB1 bo bb3 Ba 
的 秩 为 2, 则 它们 是 线性 无 关 的 . 定义 
Yii = ip; — Qj 
且 假 设 辟 如 7iz #0;U3, Ua 的 选择 ， 原来 假定 是 任意 的 , 由 于 


Ql CQ2 CQ3 Qa 


B1 B22 Bs Ba 


0 0 1 0 A 
0 0 0 1 
它们 可 用 式 子 
Lasiy| = Ualy] = ， 
来 确定 . 


那么 Green 公式 
b 
/ {zLly| 一 yM lz|}dz = UiVa + UoVs + UsaVo + Ua 
包含 边界 算 子 


Vi [Z| 一 


一 BO + p(a)y24 2 + p(0)Y14 | | ， (26.26) 
V2[z] = 一 -pajmaz(a) 十 2D(aj723 | + p(b)Y13 | | (26.27) 
和 更 简单 的 V3, Va, 它们 不 含 z(a) 或 z(0b). 
两 个 方程 组 


Liy|=0, MlIz|=0, a<zxz<Db, 
Uily| =0, Vilz|=0,， 1i1=1,2 
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的 站 伴 性 的 必要 条 件 是 各 个 式 子 Vi [z|, V2|z| 是 Ui lz) 和 UVz|z| 的 线性 组 合 . 因为 
z(a) 不 出 现在 Vi|z] 中 , 把 z(a) 从 [zl, U2[z] 中 消去 , 由 此 得 出 方程 


dz dz 
让 La [z] 一 QiU2[z] 一 7y212(0) 十 ?31 | 十 ?41 六 


z=b 
= 一 az 十 Y13 | 十 了 14 2| | ， 
将 上 式 和 (26.26) 的 变形 
Yi2Vilz) p(Q) dz dz 
一 = ~ maz(W) + 5 p(b) — ~ Y24 -一 dz|, TY | | 
相 比 较 , 如 果 
?724p(a)] = Y13p(b), (26.28) 


则 建立 了 Vi 与 页 和 忆 之 间 所 要 求 的 关系 式 . 其 次 从 Uz1, U2lz| 消去 z( 昌 ,其 
结果 
BoUi|z| ~ a2U2lz| = 94122(0) 十 732 | 十 ?742 2 , 


和 Vo 的 表示 式 


Y12V2|z] 


dz p(b) dz 
p(a) 一 ?7122(Q) 十 “732 dz oo 十 


p(a) 一 人 31 dz| 


相 一 致 , 如 采 
?742D(Q) = 7Y31p(0), 

此 式 等 价 于 (26.28)， 由 (26.28) 规定 的 必要 条 件 当 ys = 0 时 也 成 立 , 因此 可 以 
看 成 是 一 般 的 条 件 . 

值得 注意 的 是 : 如 果 各 个 边界 条 件 附 加 在 单个 的 端点 上 , 因而 把 沙 数 与 其 导 
数 的 值 在 同一 点 (x = a 或 xz = 0) 联系 起 来 , 则 和 yis == 0 和 和 yz4 = 0; 从 而 对 应 边 
界 算 子 必 然 是 自 伴 的 . 

假设 包含 有 参数 入 的 齐 次 方程 组 ， 


Liyl + Ap(r)y =0, a<z<b, (26.29) 


Uily) = 0, i= 1,:…,n 


容许 有 与 本 征 值 入, 和， 相 联 系 的 解 (或 本 征 函数 ) y,,(7), yn(z); 同样 的 本 征 值 
集合 是 满足 伴随 方程 组 
Miz|+Ap(T)z=0, a<z<b, (26.30) 
Vilz| =0,， i=1,.…,n 
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的 本 征 函 数 zj (x), zn(7X) 的 本 征 值 .将 7 = ym,z = zm 代入 Green 公式 的 合适 变 
形 中 , 即 


/ {znLlym) 一 ym M |zn|}dz = 0, 
用 关系 式 
了 bm] = —AmplT)Yym, Mlzn| = —Anp(T)zn 
去 推导 出 
b 

On- Am {pla)ymls)anls)dr =0 
或 ， 如 果 Am 天 An ， 

/ pl(r)ym(r)zn(r) dr =0, mA#n. (26.31) 
因此 , 方程 组 (26.29) 和 其 伴随 方程 组 (26.30) 的 匹配 有 不 同 本 征 值 的 两 个 本 征 


函数 关于 权 函 数 p(z) 是 正 交 的 . 
特别 地 , 自 伴 方 程 组 的 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 构成 一 个 正 交 集 , 即 


b 
/ p(T ym(T) nT)dr =0, mn, (26.32) 
且 当 p(x) > 0 时 , 它们 能 按 要 求 


b 
/ p(x)yi (rz)dz =1 (26.33) 


规范 化 . 
容易 证 明 如 宋 在 整个 a<z<b 上 poz)>0 或 <0, 则 目 伴 方程 组 


Ly + Xp(zy = < Coy + (g(r) + Ap(z)y =0, a<zr<bh 
Uily| 一 人， 2 一 工 2 


只 有 实 本 征 值 . 假设 存在 复 值 形式 的 本 征 值 和 本 征 函 数 


(26.34) 


入 二 由 十 记 ， yz) = (7) + in(z), 


将 它们 代入 (26.34); 所 得 方程 的 实 部 和 虚 部 分 离 后 发 现 函 数 E(x),n(7x) 满 下 联 芯 
方程 组 


L[éE] + p(x){né(z) — vn(z)} =0, Uilé] =0，i= 1,2, 
LIn] + p(x){un(z) + vE(T)} = 0 Uiln| = 0,， i= 1,2, 
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两 者 联合 起 来 且 借 助 于 Green 公式 化 简 , 推导 出 


b b 
/ {nLlé] ~ ELlM}dr =v / p(z)[E2(z) + (zd 
= P(é,n) = UiléIU2[n] + 让 = 0. 


由 于 对 该 方程 组 的 非 平 凡 解 或 本 征 函 数 各 + 关头 0 在 a<z<b 内 处 处 成 立 ， 
p(z) 宕 0 时 , 则 > 的 值 为 零 , 因此 本 征 值 为 实数 ; 这 个 结果 对 具 7? 阶 微分 算 子 的 
目 伴 方程 组 也 成 芯 . 

为 建立 关于 方程 组 (26.34) 的 本 征 值 的 另 一 命题 , 用 yz) 乘 该 常 微分 方程 且 
在 a <7x<b， 上 积分 , 分 部 积分 后 , 给 出 关系 


和 f p(T (rz)dz = 人 十 f a + p(z) 乓 ] dz, 


这 里 
T=b 
A = —p(T)y | = p(y(0) (¥) PW)y) C3 | 

因此 , 如 时 

p(T)>0, g(r)2>0, p(x)>0, a<z<b 
有 量 

A > 0， 

则 所 有 本 征 值 是 正 的 . 特别 地 , 给 出 边界 条 件 

dy 本 dy 

az| hyla) = 0, 了 + Hy(b) = 0, (26.35) 


如 果 h, 瑟 > 0, 则 由 此 得 出 
A = hp(a)y’(a) + Hp(b)y’(b) >0 


满足 正本 征 值 准则 . 事实 上 , 这 些 本 征 值 与 通过 一 根 杆 的 各 端点 z = a,b 问 外 散 
热 而 冷却 的 问题 有 关 , 散热 与 在 端点 的 温度 成 比例 ; 其 正 散热 量 推导 出 沿 杆 的 热 
传导 的 偏 微 分 方程 的 特 解 都 随时 间 指 数 衰 减 . 

有 一 种 值得 注意 的 改写 边界 条 件 (26.35) 的 方式 , 对 h, 瑟 的 符号 无 任何 规 
定 , 即 : 


cos ay(a) — pla)sin a 2 一 0 (26.36) 
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和 
. » dy 
cos By(b) — plb)sin8 | =0, 


r=b 
这 里 一 对 实数 a, 6 现在 用 来 定义 系数 . 由 于 采用 Priifer 变量 7(x), V(x) (见习 题 
25, 问题 4) 使 得 
yz) = r(z)cosy(z)， p(z) 呈 = r(z)siny(zh 
当 y(z) 满足 常 微分 方程 (26.34) 时 , 相 函 数 w(xz) 被 一 阶 常 微分 方程 


zi cos? $+ (q(7) + Ap(z)) sin? yy (26.37) 


所 确定 , 且 边 界 条 件 简单 地 变 成 


tan wv(a) = tan oa, 


(26.38) 
tan w(b) = tan b. 


”指定 
w(a)=a 
遵从 (26.38) 的 第 一 个 关系 式 , 且 不 管 和 的 值 如 何 , 选取 了 (26.37) 的 一 个 唯一 解 
(zx, 入 ); 再 从 第 二 个 关系 式 导出 对 入 的 本 征 值 方程 , 即 
ww(b, 入 ) = 8+nr，n 为 整数 . (26.39) 


依赖 相 函 数 (x, 和 ) 的 性 质 , 即 作 为 入 的 函数 它 的 持续 增长 性 和 对 x 的 连续 性 ， 
从 (26.39) 推导 出 存在 与 整数 n = 0,1.… , 对 应 的 本 征 值 的 无 穷 集 


MN <A<A < A 
对 应 的 本 征 函 数 有 形式 
yn(T) = rn(T) cosy{r, Mn), 


此 外 , y, (x) 在 区 间 (a,b) 上 恰好 有 n 个 零 扩 . 

与 常 微分 方程 的 齐 次 线性 组 方程 有 关 问 题 的 这 个 简单 回顾 说 明了 它们 的 茶 
些 一 般 特征 且 给 出 多 种 个 别 例子 的 细节 ; 这 两 方面 都 证 明 处 于 仿 微 分 方程 中 心 
的 边 值 问 题 的 广义 Fourier 分 析 具 有 极 大 的 重要 性 . 与 常 微 分 方程 对 应 的 非 齐 雇 
方程 组 有 关 的 结果 在 Fourier 分 析 中 也 非常 重要 , 是 以 下 习题 中 某 些 问题 的 主题 
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习 是 26 
a) 证 明 二 阶 方程 组 
Ly = SY =0 a<rz<hb, 
=) -Wo) =0 ZU= 且 一 到 = 


是 自 伴 的 . 
b) 证 明 四 阶 方程 组 


Lly| = oY -ay 一 a<Zz<b, 
vid=y)=0, d= HY =0 
1iY 一 4 TY 由 2 一 六 四 
dy dsy 
Usly] = =0,， Ud]= | =0 
dz2|1 _ dz3| _， 


是 自 伴 的 . 
. 给 出 二 阶 自 伴 常 微分 方程 


Liy = 也 (nla ) +q(r)y=0, a<z<b 
和 边界 条 件 
= P| ayo) -oay(b) =0 


d 
al = 到 piv(e) — Bayld) = 


的 齐 次 方程 组 , 这 些 边 界 条 件 表示 在 变量 工 的 范围 各 端点 处 的 导数 是 函数 
y(X) 在 两 端点 取 值 的 一 个 线性 组 合 . 试 决定 伴随 边界 条 件 且 验证 自 伴 性 条 
件 


ca2ptd + Bip(b) = 0. 
注意 当 
az 一-4 B=1, pr)=7x, l1<r<2 
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满足 上 面 的 条 件 , 研究 自 伴 组 


1 <Y<2， 


一 aly(1) + 4y(2) = 


dy 
-用 一 y(1) 一 Doy(2) 二 0 


的 本 征 函 数 和 本 征 值 ; 证 明 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 济 数 正 交 关系 式 


2 
/ ym (Tyn(T)dr =0, mn 


3. 如 果 方 程 
Llyl = UY 2 + (2 + A y=0, a<r<b 
和 


(*) 


Uily} = ya) =0, U2ly| = y(6)=0 


定义 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 验证 上 的 伴随 算 子 有 形式 


2 
Mi|z| = C3 (222) 十 2 和 (22) + (2+ A zr )z 
一 -2 十 6r 


+ (6+ Mr’)z 
且 找 出 伴随 边界 算 子 Vi[zl, V2lzj. 给 出 


Yi(z) = zsinA(T —a), ya(T)= rcosA(r—a) 


构成 常 微 分 方程 : Llyl = 0 的 基本 解 组 , 求 方程 组 (*) 的 本 征 函 数 和 本 征 值 
的 显 式 表示 式 . 验证 


zl1(Z) 一 Z sinA(r—a) 


提供 了 和 党 微分 方程 ; 


22( 之 ) 一 rx 


cos (I - 0) 


[z] 二 0 的 一 个 基本 解 组 , 且 描 述 伴 随 于 (*) 的 方程 组 
的 本 征 汐 数 和 本 征 值 . 检验 涉及 各 方程 组 的 本 征 函 数 的 双 正 交 性 关系 式 和 它 
们 的 本 征 值 的 恒等式 . 常 微分 方程 


也 =0 的 自 伴 方程 是 什么 


第 二 十 六 章 ” 边 值 疝 题 和 Sturm-Liouville 理论 . 279 . 


4. 在 假设 o,f 之 0 条 件 下 , 分 析 方 程 组 


ad“y 
[加 + = ry=0 0<z<l, 


dr?* 
ri 名 (0) =0, Uyl= 错 By) =0 
= 0) 0 = +) =0 
且 对 正常 解 建立 表示 式 


yn(T) = cos(knz — On), 
k,l 一 1 十 区 十 PHU， Mn = k2, 


这 里 1 
CY 
Hn = tan- 一 一 ， 7 = tan-! 一 一 ， n= 0,1,... 
kn kn, 


验证 论断 : ks 是 a,6 的 增 函 数 且 在 每 一 区 间 
(和 ) n=01... 
! ! 
有 唯一 的 本 征 值 . 研究 下 列 各 对 系数 值 w=68=0a=0,6=ocoa=oo6= 
0,aw=B= co 所 确定 的 极限 情形 , 且 对 大 的 n 导出 估计 


1 
pl nn+ (th +0 (高) 
NT Nn 
5. 考虑 自 伴 方程 组 
d2y | 
Ly + 和 NWN=-—5 +AY=0 -nT<7<+n, 


dx? 


d d 
Uily] = ay(-7)— =0, Uzly] = oay(7) + 


dz 业 一 一 下 几 盖 并 


且 证 明 有 两 个 不 同 的 本 征 函 数 集合 , 即 


yn(X) = cos An 


和 


gm(Z) = cos AmZ, 
依 和 满足 本 征 值 方程 


QCOS AnT — Mn Sin AnT = 0, 


Qsin AmT ~— Am cos AmT = 0. 
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6. 证 明 常 微 分 方程 
Liy| = 2 7 十 (3 一 27) 二 2AYy 一 0 


当 入 取 正 整数 时 容许 有 多 项 式 解 加 (z).， 改写 这 方程 成 自 伴 形式 且 证 明 
ym(Z), yn(7),m 关 n 在 无 界 区 间 (0,co) 上 关于 一 个 确定 的 权 函 数 正 交 . 


7. 给 定常 微分 方程 
dy 
Lily| = po(x zs) +p(z)Y Y | p(x)y = 0, a<r<b, 


”证 明 : 存在 满足 周期 边界 条 件 


_dy 
dz ~b 


dy 
y(a) ~ y(b 3 dz 


的 解 的 必要 条 件 是 


p1(7) 
[ po(z) To 


8. 线性 依赖 于 入 且 包 含 两 个 不 同 线性 算 子 L,L (L 的 阶 低 于 工 的 阶 ) 的 常 微 
分 方程 
Liyl+AcLly|=0 QQ<Z<b (*) 


表示 以 前 所 取 形 式 的 一 种 推广 , 其 中 C = y. 设 MM 表示 L,L 的 伴随 
算 子 , 因此 不 管 入 取 何 什 


Milz|+ 和 AMIz|=0 (**) 


是 (*) 的 伴随 方程 . (*), (**) 连同 适当 的 齐 次 边界 条 件 的 两 个 方程 组 是 伴随 
方程 组 , 如 果 包 人 钨 边界 算 子 的 双 线 性 型 P(y,z) 对 任何 入 都 为 零 ; 而 且 有 


b 
[ et + Me} -yAMI + Mia dz =0 
Liym| 十 AmL lym) 一 


M [zn| + An Mlzn| = 0, 
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描述 这 两 个 伴随 方程 组 各 自 的 本 征 函 数 ym(zZj,zn(Z); 试 建立 本 征 函 数 的 正 
交 关 系 式 , 且 讨 论 自 伴 方程 组 的 特殊 情形 . 试 对 特殊 的 方程 组 


dy d2y z 

Liy| + 和 Lly| = 24 十 和 73 = 0 0 <2Z< 1 
dy 

Uily} = vy(0) = 0, Uy = | _ = ， 


ad 
Usly] = y(1) =0， Valy] = 元 
T=1 


阐明 上 述 结论 . 
. 弹性 对 杆 的 热传导 的 影响 反映 在 关于 温度 u(7,t) 和 杆 的 模 截 面 的 纵向 位 移 
v(x,t) 的 一 一 个 偏 微 分 方程 组 中 ， 


Bt “Br "Oxot or? Dr 


这 里 第 一 个 方程 或 修正 扩散 方程 包含 一 项 其 效应 是 为 了 提高 与 相 邻 截面 间 
的 相对 压缩 了 成 比例 的 局 部 热 容量 , 而 第 二 个 方程 说 明了 热流 量 与 弹性 应 
力 之 间 的 比例 关系 . 假设 在 杆 的 两 端点 工 二 0,1, 满足 齐 次 边界 条 件 ， 
u(0,t) =0, wl(ll,t}=0 
和 
v(0,t)=0, wv(l,t)=0, t>0; 

由 于 4 和 wv 的 时 间 变 化 必须 同步 , 记 

u(t) = p(T)e ko ,v(m,t) = Pr)e tot, (ii) 
然后 从 (i) 消去 时 间 变 量 tp(z),w(Z) 的 耦合 常 微分 方程 组 成 为 


dp o21 2 dy 2 ,od ,.. 
J thkop Tc TY (iii) 


后 者 的 第 一 次 积分 , 分 别 为 定 积分 和 不 定 积 分 , 当 应 用 边界 条 件 


一 Ka2p = 大 一 一 


p(0 = (=0, (0) = YD)=0 


= 


! 人 
dy 
-0° { vr)ar = PF 
(7) dz | 


(iv) 


. 282 . 偏 微分 方程 


机 dy dy 
24/ 2 4 
dx < dr 


十 vp. (Vv) 


交 二 0 


此 外 , 由 关系 式 (v) 推导 出 


! 
dy 

__2 
"| p(T) dz = c 1 天 


因此 (iv),(v) 可 联合 起 来 给 出 


l 
dy _ vp $1 | eaz= + v dy 
0 


dz C2 c2! C2 G2c27 dr 


9 


T= 二 0 


t=!| 


(vi) 


TX 二 0 
黄 次 , 从 (iii) 的 第 一 个 方程 消去 他， 由 此 得 出 p(z) 满足 齐 次 常 微分 方程 


qa? do | 
Ap = 一 7 7 


了 ，0<z<1 (vii) 


这 里 


在 p(x) 关于 村 的 中 点 工 二 1/2 对 称 的 情形 , 即 


PT) 一 pl | X), 


则 

sl sl dp _o 

dz Z 一; dx z=0 dz 一 ! /2 
因而 只 要 考虑 范围 0 < z < !/2 就 足够 了 . 这 里 对 p(X) 的 方程 组 包括 

dp 2 »_ dy . 

2 + 和 P=27 Fr| _， 0<zxz<U2 (viii) 
和 

dz z=!/2 
描述 这 个 方程 组 的 本 征 函 数 pn(T) 和 本 征 值 和 以 及 常 微分 方程 
2 
S$ + Me=0, 0<zx<1/2 


和 适当 边界 条 件 的 伴随 问题 的 本 征 函 数 和 本 征 值 ; 双 正 交 性 关系 式 
1/2 
/ pm (z)én(z) dr =0, Xm # A 


是 否 满 足 ? 
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10. 给 定 非 齐 次 线性 方程 组 


nn 
aurj=b i=1,..,n (i) 
j=1 
并 假设 相关 的 齐 次 方程 组 
1 
Yayiy 一 0， 2 一 工作 (ii) 
j=1 


的 非 平 凡 解 yj,7 二 1,.… 存在 , 这 里 (ii 的 了 系数 矩阵 (aii) 是 原 矩 阵 (ai 让 
的 转 置 或 伴随 , (i) 乘 以 yi 再 对 i 求 和 , 由 (ii) 得 出 


Nn nn fi 
>》 ViQiyTs 一 >》 biyi = >», TiQjiy; = 0; 
i=1 


1 ,7 一 1 i 7 一 1 
所 以 (i) 的 解 的 存在 性 有 一 个 相 容 性 条 件 ， 
2 ,biyi = 0, (iii) 
t=1 
其 中 伴随 方程 组 (ii) 起 了 作用 ， 
以 下 考虑 菲 齐 次 线性 微分 方程 组 
Liyl= f(r), a<zr<h, (iv) 
Uily] =% i=1,,n 
和 它 的 对 应 的 齐 次 伴随 方程 组 , 即 
Mlz| =0, a<r<b, (Vv) 
Vilz| = 0, ? 一 1,.…. ,nN; 
推导 出 (iv) 有 和解 的 相 容 性 条 件 
b , 
| zjzlzjaz = mVan ld + + nVanle) (Vi) 


这 里 z(z) 表示 (v) 的 任 一 非 平凡 解 . 为 了 证 明 这 个 条 件 的 充分 性 , 设 J(7) 
使 得 工 团 = f(z), 且 页 (Z) ,yn(Z) 构成 Lly] = 0 的 一 个 基本 解 组 ; 验证 
Green 公式 的 推论 


{Uily| 一 TY2n+i-itzj=0 
1 


4 一 


“ 284 . 


11. 


>》 Un 一 0, 了 一 ] 站 


?一 


即 WW 的 nn 十 1 个 方程 的 线性 方程 组 , 其 秩 不 能 超过 ni 一 1, 这 样 保 证 了 微分 


方程 组 (iv) 的 相 容 性 . 


必须 指出 (vi) 要 求 确定 边界 算 子 Vt1,… ,Van 而 不 是 给 定 的 边界 算 子 
U1,.… ,Un 的 伴随 算 子 集合 放 ，,… ,Vi 当 方程 组 (iv) 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 
从 而 1 二 … 二 Yn 一 0 的 特殊 情形 时 , 就 不 用 这 样 做 了 . 


者 卡 质量 为 m 的 一 个 质点 受 随 时 间 变 化 的 力 f(t) 作用 下 运动 的 Newton 方 
程 
y . 
2 一 f(t), t >0, (i) 


这 里 y(t) 等 于 离 一 固定 点 或 参照 点 的 位 移 . (i) 的 首次 积分 和 第 二 次 积分 用 
函数 


F(t) = | f(t)at 


表示 成 |， 
y y 
一 二 F(t)+m 一 
ma TO tm |, 
和 
t ， dy 
my{t) = | F(t )dt + mt 一 + my(0). 
0 at t=0 
分 部 积分 给 出 
t t dF t 
/ F(t')dt’ =tF(t)— / t'—dt =trF(t)— | t f(t')dt 
0 : o dt 0 
或 
t t 
/ F(t')dt’ = | (t—#)f(t dat, 
0 0 
因此 (i) 的 通 解 
dy 1 [ / 八 1/ . 。 
站 一 Vf(0) 十 上 一 | + (tt)f(t)at, t>0 
yO =y(0) tt +t) (ii) 


包含 位 置 的 任意 初 值 V(0) 和 达 度 的 任意 初 值 (至 ) | 
设 dy 
起 


y(0) = 0 =0 (iii) 


t=0 


12. 
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具体 确定 了 初始 条 件 且 假设 在 时 刻 开 >0 指 定 


dy _ . 
at pT 一 0; (iv) 
检查 (ijitiii),(iv) 的 伴随 方程 组 且 求 得 相 容 性 条 件 . 就 通 解 (ii) 来 讨论 这 些 
相 容 性 条 件 且 用 物理 术语 解释 这 些 结 果 . 

关于 一 非 均 匀 (可 变 横 截面 ) 杆 受 横向 负载 力 f(T) 支配 的 静 载 找 度 V(Z) 的 
四 阶 方程 是 


y(7T)=0, 


0 = f(72), 0<z<L, (i) 
这 里 T(z)(> 0) 表示 惯性 算 或 弹性 测度 . 设 (i) 换 成 一 对 联 立 的 二 阶 常 微分 
方程 , 即 
2 
1(2) SY 一 2(0Z) = 0, (ii) 
d2z | 
5 ="f(2), 
且 假 设 


pp 
一 em 


dz dz 
z(0) = 0,， 2z(L) =0, 7 ， 7 _， 


是 对 具有 两 自由 端的 边界 条 件 . 来 由 两 个 函数 wu(zj,v(zZ) 构成 的 伴随 方程 组 
的 细节 . 研究 相 容 性 条 件 问题 . 
其 次 , 假设 方程 (i) 换 成 四 个 一 阶 常 微分 方程 组 成 的 方程 组 , 即 


= 0 (iii) 


dy4 
dy3 
dr y4 三 0, 

dye Ys _ 

dx I(zx) 
和 

dyi1 

dr — Y2 一 0, 
这 里 

V(Z) = 1(7) 
给 定 端点 固定 的 杆 的 边界 条 件 


y1(0) = Yn(l) = y2(0) = yo(l) = 0, 


导出 其 伴随 方程 组 的 详情 并 评论 其 性 质 . 


第 二 十 七 章 
Green 函数 和 边 值 问题 


有 另 一 种 重新 表述 Sturm-Liouville 型 问题 的 极其 重要 的 方法 值得 我 们 来 讲 
述 , 尽管 该 方法 突出 的 是 积分 方程 而 不 是 微分 方程 . 与 物理 或 技术 现象 有 关 的 侦 
微分 方程 是 以 局 部 形式 对 定律 或 性 质 的 表示 , 因为 导数 的 出 现 就 表明 了 这 一 所 ， 
而 且 为 构成 一 个 有 明确 定义 的 问题 还 需要 补充 在 所 考虑 区 间 端 反 处 的 边界 条 件 . 
说 明 该 物理 系统 与 它 周 围 的 环境 之 间 的 相互 作用 的 不 同 的 边界 条 件 可 以 和 共同 
的 偏 微分 方程 结合 在 一 起 . 与 此 对 比 , 系统 的 整个 范围 或 区 间 显 然 是 通过 积分 方 
程 的 积分 限 来 表示 的 , 而 且 边 界 条 件 已 经 融入 积分 方程 中 了 ; 边界 条 件 的 变化 反 
映 在 该 系统 的 描述 量 的 称 为 积分 方程 的 核 的 一 个 确定 的 函数 的 变化 中 . 这 样 , 积 
分 方程 的 表述 包括 了 问题 所 规定 的 所 有 特征 , 并 提供 了 对 其 进行 分 析 的 有 效 的 
方法 . 实际 上 , 这 种 方法 的 系统 研究 早 在 20 世纪 初 就 开始 了 , 尽管 在 更 早 的 时 候 
数学 家 就 有 能 力 掌 握 这 些 方法 . 

以 英国 数学 家 George Green (乔治 . 格林, 1793 一 1841 ) 命名 的 一 种 特殊 的 
函数 特别 适合 于 建立 积分 方程 , 而 且 可 以 就 二 阶 线性 目 伴 党 微分 方程 


Liy| = (nln) +gq(r)y=0, a<rz<b (27.1) 


和 相伴 的 Green 公式 


/ 2 四- yLlzj}dz = p(2) Ge 一 ,| (27.2) 


一 心 
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来 引入 . 如 果 y 和 z 是 (27.1) 的 光滑 (二 次 可 微 ) 解 , 则 (27.2) 的 左边 为 零 , 而 
且 显 然 有 连续 的 借 和 5 

以 下 设 y 和 z 的 一 阶 导数 在 a < x <b 内 分 离 的 位 置 &,n 分 别 有 不 连续 性 : 
特别 假设 : 


Qa<E<n<b. 
为 处 理 (27.2) 的 右边 , 有 必要 把 区 间 a < xz < 5 分 成 三 个 分 离 部 分 且 有 


T=b 。 T=£~é€ 二 J 一 € T=b 
P(y,z)|,_, 一 lim Pl 十 忆 ee 下 P| ,| : 


其 中 p(y,z) = pz Ge 2 ) ,而 左边 的 积分 不 需 改 写 . 从 表示 式 


dz diz 
, T=E—€ dy dz 
一 一 二 一 -一 —P 
lim Pl = p(n) z(7) 色 一 (nD) 空 
es0 1z 一 6 | A 1 dz X= a dz T=n—0 
dy dz 
—p(é) |z(é€) — -49 | |; (27.3) 
， r=b dy dz 
‘im PP, = Pl 70) |z) Ye| -vn) 
< 一 0 [n+ 1 | dT | > dz | ,n+40 


导出 (27.2) 所 需要 的 形式 是 


t=b 


0 dy dz 
/ {zL[y) ~ yLlz]}dz = p(x) Ge 一 ,和 人 
z=€+0 dT 


和 
dz 


| (27.4) 
T=£—0 


显然 容许 “和 他 有 不 连续 性 状 
用 yi (zx), yz(7) 表示 常 微分 方程 (27.1) 的 一 对 无 关 的 连续 可 微 解 且 考虑 确定 
在 整个 a < 并 < 上 连续 而 其 一 阶 导数 在 区 间 中 的 一 个 点 z = 上 < 有 规定 量 A 的 
不 连续 性 的 通 解 . 记 
yz) = (C4 — oa)y(r) + (C2 一 oajyga(z)，z<E ‘217.5) 
VD = (C1+ ai(r) + (C2 a2)y2(r), TL 6é, 


-pz 人 和 


+p()y( EE 


T= 二 1 二 +0 


. 288 . 偏 微 分 方程 


和 加 在 y(z) 上 的 条 件 一 起 得 出 关系 式 


(C1 — a (é) + (C2 — Qa2)y2(€) = (CI a)y(E) + (C2 + a2)y2(€), 


d d 
(C1 一 C1 ) - 十 (C2 一 Ce2 ) 092 
TI z=é 


dz 


z=é 


_ dy dy 
一 (C1 十 Q1) gr 。 十 (Ca 十 Ce2 ) 7 se 人 入， 
或 更 简单 地 有 
Q1Yi(€) + G2y2(€) = 0, 
yn dj| 人 
”dr drilse 2 
所 以 
—Ay2(é) 


C1 二 
d d 
2 nl® Ea -2G) 让 


二 


AY1(E) 


且 (27.5) 可 统一 成 一 个 表示 式 
y(Z) = Ciyi(z) + C2y2 (2) + 9(7,€), (27.6) 


这 里 Ci, C2 表示 任意 常数 , 且 


C2 一 了 
21 
。 — Yy2(é) J 


d 
2 nl® 


工 二 


A y2 (EY1(7) — Yi(€)y2(7) rE 
gm = 全 一 此 这 于 一 (27.7) 
1 一 一 — ya(£) 一 一 二 
yi1(é€) dz | _ 2(€) 7 ，_。 
是 具有 性 质 
了 [GZ 6 一 U， 天 5， 
d “tA 人 / 
U 3 -一 0, -一 乡 履 ， -一 一 -一 一 一 一 人 
8 4 dz ) T= 二 é—0 2 ( 2 ) 
的 一 个 函数 . 


表示 式 (27.6) 所 刻画 的 常 微 分 方程 (27.1) 的 解 称 为 Green 也 数 , 在 选择 
| 


p(é) 
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后 给 出 特殊 的 两 个 自 变量 的 表示 式 
VY = G(x, é)- 
考虑 一 对 Green 函数 
y= G(z,5 和 z= G(x,n), 
它们 在 a < z < 内 的 不 同 点 &n 处 有 不 连续 的 x 导数 ; 此 外 假设 


pla) {v0 7 7 z(a) 2 | = 2(b) | 2 一 (b) oY 上 

利用 (27.4) 和 关系 式 

dy T 一 上 十 0 dz T=n++0 ] 

dzlsse 0 PE)” dz oo PDT) 
得 出 对 任意 的 &,7， 

y(n) = z(é) 
或 
Cn 6 = G(é,n). (27.8) 


所 以 G(z,e) 是 它 的 两 个 目 变 量 的 对 称 函 数 , 且 其 显 式 能 通过 在 该 区 间 端 点 x = 
a,b 的 适当 的 边界 条 件 确定 (27.6) 中 的 常数 C1, C2 而 详细 描述 . 
在 物理 内 容 方 面 , 考虑 沿 一 杆 的 热传导 问题 , 它 依赖 于 偏 微分 方程 (24.1), 即 


[人 十 r(T)u 一 gr), a<zT<b,t>0 
或 在 采用 表示 式 
u(x,t) = X{(r)e 
后 , 它 依 赖 于 党 微分 方程 
LIX|+ Ag(z)X = 人 (rn ) 二 (r(z) 二 和 Ag(Z))X=0, a<r<b. (27.9) 
当 给 定 边 界 条 件 , 例如 
X(a)= X(b)=0 (27.10) 
时 , 就 遇 到 X 的 一 个 Sturm - Liouville 方程 ; 且 这 能 借助 于 适当 的 Green 函数 
有 效 地 重新 表述 . 用 G(x, 7 人 ,a < z,z < 表示 这 个 Green 饥 数 , 且 采 用 条 件 方 
程 组 
LIG=0, Z 天 2 
ClaZ) 一 0，G(bzZ) =0 (27.11) 


290 ， 侦 微 分 方程 


和 
OG OG 1 


Or 立 一 人 一 站 Or T 一 了 十 p(2’) 
最 后 这 个 条 件 缠 含 G 的 导数 在 点 xz = x’ 处 的 不 连续 性 . 
设 X1(Z))AX2(Z) 表示 常人 微分 方程 


LIX|= (n(n) 十 了 (Z) 全 - 0, a<z<b 
的 一 对 无 天 解 , 并 和 关系 式 
p(T)W(z) = 常数 (27.12) 
联合 出 现 , 这 里 
W = CXi Xa Xi Xa #0. 
以 下 增加 条 件 
Xi(a) 一 0, 六 2(0) 一 0, (27.13) 
Green 函数 表示 式 为 
X1(7)X2(7 ) QCTCX 
G(x, x’) = xX (27.14) 
Fe TS 
直接 微分 证 明 
OG DC 
Or T=7X' 二 0 | Or T= 二 XxX’—0 
1 do or 
oe A 小 = 


与 (27.11) 的 最 后 条 件 一 致 , 且 满 足 其 他 条 件 是 显然 的 ， 此 外 , 定义 等 式 (27.14) 
揭示 Green 函数 所 期 望 的 对 称 性 , 即 


G(r,7’) = G(x, T). (27.15) 


对 于 p(x) = 1 和 r(x) = 0 的 简单 情形 , 容易 得 到 显 式 的 详细 过 程 , 这 时 


LIX| = 了 ~0, a<7rz<b, 


这 里 两 个 式 子 
Xl (x) 一 
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X(T) 一 上 一 Zz 
分 别 被 边界 条 件 Xi(a) = 0,X2(5b) = 0 所 确定 , 因此 
W=6b—-7z+r—a=b—a. 


利用 (27.14), 有 关 的 Green 函数 


(ZT —a)(b— 7") < 了 < 
ba 
G(r,7x') = 27.16 
| 人 — WL) TrIeb : 
b—a ~ 


具有 在 图 40 中 展示 的 特征 , 即 它 是 z 的 分 段 光滑 函数 , 由 具有 公共 点 z = z' 的 


两 直线 段 构成 , 在 该 点 导数 或 斜率 有 等 于 -1 的 间断 , 因为 


8Glr-7 t+ (ra)-(b—z) 


一 一 二 一]. 
OT | -0 (b—a) 


Green 水 数 和 局 部 激发 或 局 部 源 的 作用 之 间 的 一 般 联 系 的 初步 概念 可 以 通过 把 
上 述 图 形 看 作 是 在 端点 xz = az = 固定, 在 点 x' 受 一 个 横 同 力 的 作用 下 拉 紧 
的 纺 产 生 的 结果 ; 这 里 G(x,z') 确定 该 弦 (从 沿 z 轴 的 初始 构 形 ) 沿 其 长 度 每 一 
处 离 x 轴 的 偏离 . 


G(x, x') 
a x b 
图 40 
Green 函数 (27.16) 是 恒等式 
b a2 
y(z) = -| G(T,7 ) -ay )dr (27.17) 


的 组 成 部 分 , 此 式 对 在 z = a,b 为 零 的 二 次 可 微 函 数 y(z) 成 立 ; 为 检验 这 断言 ， 
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注意 从 (27.17) 分 部 积分 且 用 条 件 y(a) = y(b) = 0 后 逐步 算得 的 一 串 关 系 去 


[ee ) yz) de 
7 ) YT )dr 


bp—z 六 d* ra f/f" Cl 
一 2 / (x' 一 0) YT )dr 十 一 / (5 一 7 ) yr )g7 


人 


2 一 了 z 7 
/ /i 
一 / J YT | 


=- 7 G -0) -gz 


沙 uu 一 。 
十 [ — 7) Cy(2) + / Be 
一 2 Ge 一 0) 一 一 va 十 一 区 一 7) 本 一 va) 


所 以 , 在 非 齐 次 常 微分 方程 
d*y 
Lly| = 3 = —f(7), a<r<b 


在 x = a,b 为 零 的 那个 解 中 ,上 面 的 Green 函数 有 下 搂 作 用 , 即 


b 
Vy(Z) = / G(rx, 7 Fr ) dr’; (27.18) 
， 更 一 般 地 , 对 微分 算 子 : 


的 Green 函数 (27.14) 能 类 似 地 用 于 (27.18) 去 描述 方程 组 
Ly =-f(r), a<7z<b 
y(a) = 0, 2 人 Dj 二 0 


下 的 解 . 
如 果 起 源 于 热传导 问题 且 包 含 一 个 待定 参数 的 常 微分 方程 (27.9) 改写 成 


LIX] = —M(x)X(x), a<z<b, 
应 用 (27.18) 得 出 
X(z) =A / G(x, x g(r )X (x dz’, (27.19) 
称 为 X(z) 的 积分 方程 ; 给 定 g(z) > 0, 用 男 一 水 数 
G(r) = Vg(r)X(7) (27.20) 
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使 (27.19) 改换 成 
= K(z,7')®B(7' ) dr, (27.21) 
它 是 一 个 具有 对 称 核 图 数 
K(x,7) = Va(r)G(r, rx) Va(r’) = K(x',7) (27.22) 


的 齐 次 积分 方程 , 这 里 已 给 定 G(z,z ) 的 对 称 性 . 

这 样 , Sturm-Liouville 方程 (27.9),(29.10) 的 解 能 通过 单独 一 个 积分 方程 或 
函数 方程 (27.21) 的 解 而 找到 , 该 积分 方程 的 核 满 足 有 关 的 边界 条 件 . (27.19) 的 
非 平 凡 解 Xi(z),X2(z)…,Xn(z)…， 与 参数 的 确定 值 入 1, 和 2,… ,xn … 相 联 
系 ; 这 些 称 为 该 积分 方程 的 本 征 函 数 和 本 征 值 , 而 且 与 其 Sturm-Liouville 方程 的 
对 应 部 分 恰好 一 致 . 

容易 得 到 这 种 等 价 性 的 特殊 情形 的 证 明 ; 例如 , 给 出 方程 


X=0 QQ<T<D 
X(a) 一 0，X( 一 0 
的 本 征 函 数 
Xn(T) = sin 0 n 为 整数 
和 本 征 值 


nn \” 
| 


以 及 Green 函数 (27.16), 简单 地 积分 给 出 


b 
AN | Gles a)Xal) (x' )dz 


四 = |/ (Z — a)b— 7) -Ws in TE Wg 


,fe oo i Ea 


b—a 
机 Te 
一 00- csin 一 -dc 


2 b—z 
1117 十 : NAH 
— (z — a)(—1) / nsin 一 d] 


十 一 一 一 SIN 


7T(Z 一 0) 0 一 Q | 
—a nn b—a 


= at -本 |- (Xx 一 Qj cos 


十 


7 b—a mb 一 
HCL |-@-aesm 人 9 + 和 eanm 人 | 
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由 于 
nn(b— Zz) » Nn(z—a) 
cos 一 一 = COS (b—a—(r—a))={(—1)" cos pt 
. NA(b—7X) .nn m1 ，92T(Z 一 aq 
sin 一 一 =-sinzr tb 一 4 一 (一 0) 三 (一 1 sm 一 
由 此 得 出 
一 0 一 nn(z nn(T—a 
Nm G(s, Xn(s de = (7 ?sin 1 ) sin 多 一 
正如 所 要 求 的 那样 
非 齐 次 党 微分 方程 
LIX|+Agq(r)X(7) = f(r), a<r<b (27.23) 
和 边界 条 件 
X(a)=0, XX(6)=0 (27.24) 
所 组 成 的 方程 有 一 个 等 价 的 非 齐 次 积分 方程 , 即 
bp : b 
P(r) = 上/ K(z,7x')B(7r')dr’ 一 var) / G(x, 7 Fr )dz (27.25) 


而 且 如 果 入 XXX 则 上 式 存在 唯一 解 . 当 参 数 等 于 本 征 值 时 , 例如 说 , 入 = 和 mn, 则 
对 yy=X(z) 和 满足 


LiXm|=0, a<7z<b, Xm(a)= Xm(b)=0 


的 z = Xm(z) 用 Green 公式 , 提供 了 对 方程 (27.23),(27.24) 的 解 的 存在 性 的 一 
个 必要 条 件 , 即 


/ | f(r)Xm(z)dr = 0. (27.26) 
从 积分 方程 观点 看 ， 非 齐 次 型 
@(z) = 入 / K(x,7x’)B(r')dr’ ~ F(x) (27.27) 
有 解 只 要 ， 
/ F(x)®Bn (rz)dr = 0， (27.28) 


这 里 7,(z) 是 对 应 齐 次 方程 的 一 个 本 征 函 数 ; 从 (27.25) 所 取 的 特殊 表示 却 


F(z) = VE / G(z, 7 ) f(z ) dz’, 
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利用 G(x,z') 的 对 称 性 条 件 (27.28) 变 成 
0 = / | q(x) Bm(z) / ‘Ga, x') f(x)dr'dz 
- * Vac sae (x)dz 


V4g(7’) 
_ " f(x)dr’ _ 本 入 f(x") Ny 
-| 7 [ K(x',T)Pnm (rz) dz = [ VD )dr 
b 
= 二 fe Xmle ds, 


因而 证 实 了 (27.26).， 

类 似 结果 适用 于 其 他 边界 条 件 , 虽然 对 一 般 型 边界 条 件 (24.5) 中 的 系数 的 
任意 值 , Grcen 函数 的 对 称 性 并 不 成 立 . 一 般 来 说 , 积分 方程 并 不 比 微 分 方程 更 
容易 解 ; 然而 它们 为 理论 和 实践 两 者 的 目的 有 效 地 提供 了 一 种 补充 形式 ， 关 于 
本 征 函 数 和 本 征 值 的 各 种 各 样 命题 通过 应 用 积分 方程 能 容易 地 建立 ; 例如 , 关于 
(27.21) 中 的 对 应 于 不 同 本 征 值 和 ,和 的 本 征 函 数 更 m(z),En(z) 的 正 交 性 的 一 
个 证 明 需 要 在 其 各 自 对 应 方程 中 用 积 入 Bn,(z), 和 mBm(z) 交错 相 乘 再 相 减 , 首先 
得 出 


(Am — An Bm{r) Bn (rz) = AmAn 中 K(z,T)En(t)Em(r’ dr 


b 
-| A 


其 次 , 对 z 积分 后 


b b rb 
(Mm, 一 >) | Bn (TB (TI) dr = Am 和 An / / K(z,7T')Bn, (rT) Bn (x)dr'dzr 


_ / [ esol) . 


右边 两 个 二 重 积分 中 的 变量 zx, z' 替换 成 zx',x 且 用 K(z,zx') 的 对 称 性 后 , 推出 右 
边 的 值 为 零 ; 所 以 , 如 果 Xm 关 An, 相应 的 本 征 函 数 是 正 交 的 , 即 


b 
| Pn(r)Bn(T)dr =0, 7 天光. 
实 对 称 核 的 本 征 值 都 是 实 的 这 一 事实 能 从 积分 方程 的 初始 形式 


b 
u(T) + iv(T) = (a+ iD / K(z,7r Ju + iv(r )) dr 
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推演 出 , 它 显 然 容许 有 复 值 本 征 函 数 和 本 征 值 . 于 是 其 共 扬 方程 
b 
u(X) — iv(z) = (a 一 8) | K(x, zx)(u(z’) — w(x GT 


则 从 第 一 个 本 征 函 数 确定 了 与 其 不 同 的 第 二 个 本 征 函数 , 而 前 面 的 正 交 关系 式 
要 求 


b b 
/ (uz) + iv(z)): (u(r) — iv(r)) dr = / (u*(z) + vw (zr))dr = 0 


即 w= wv == 0, 且 积 分 方程 的 带 有 复 本 征 值 的 非 平 凡 本 征 函数 不 存在 . 
本 征 值 的 性 质 显然 被 核 函数 的 性 质 所 决定 , 且 对 平方 可 积 型 核 , 即 满足 


b b 
/ / K“(zx, x')drzdzx' 二 有限 数 (27.29) 
的 核 , 可 以 得 到 最 完满 的 详细 描述 . 
假设 对 称 核 的 N 个 线性 无 关 (不 必 正 交 ) 本 征 函数 B(x),… ,BN(z) 有 公 
共 本 征 值 和 即 
b 
8*(z) = Mo / K(x,2)B* (zr dr, i=1,...,N; (27.30) 
则 有 标准 程序 确定 具有 以 下 性 质 的 另 一 集合 Bi1(7),… ,BN (7): 
i) ®B; 是 ®B;(7),j =1,.…,N 的 线性 组 合 ; 
ii) Bi, 1 < i < NN 是 线性 无 关 的 ; 
iii) Bi, 1 < i < NN 构成 正 交 和 集 , 即 : 
/ B(x)B(r)dr =0, i (27.31) 
iv) ®B; 是 规范 化 的 
E?(z)jdz =1, i=1,.…,N. (27.32) 


引入 基于 核 函数 和 上 述 集合 中 各 函数 的 量 , 即 


b b 
“(ro)= | K(s,2) Bs)dz = / K(r',T)Bi(T) dr (27.33) 
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且 观 察 到 作为 (27.31) 一 (27.33) 的 结果 ， 
N < 
I = / Klee) 一 pated) dx 
a i 一 1 
b N b 
-| rales)de -2 Dot) 上 K(z,7 )@®Bi(r)dr 
1 YY)o() / Bi(z) Bj(z)dz 


?一 1] 7 二 1 


一 天 (zz dz 一 yet 十 Sal ) 
a i=1 1 二 1] 


b N 
一 / K*“(x,7')dr 一 >》 el") 之 0 

4 i=1 
所 以 
NN b 
>》 cz(z)) < / K(x, x’)dzx. (27.34) 
一 荆 0 
给 定 对 a < x <5 中 的 所 有 xz’, (27.34) 成 立 和 由 (27.30),(27.33) 得 出 的 规定 


Bi(z)) 


ci(Z ) = i= 1,... ,N, (27.35) 


对 z' 积分 的 结果 


2 1 2 
S| "2( jd 一 > 总 < ga (x, x’ )dzr dz ， 


4 一 1 
这 里 也 用 到 规范 化 等 式 (27.32). 因此 , 对 于 对 称 的 和 平方 可 积 的 核 , 只 有 有 限 多 
个 线性 无 关 本 征 函 数 能 有 同一 本 征 值 , 且 这 种 本 征 函 数 的 个 数 的 一 个 上 界 由 下 
式 给 出 : 网 
N< 3/ / K(x, x')dr dr/ 
以 下 , 假设 在 区 间 
-A<A<A 

中 总 共有 p 个 本 征 值 出 现 ; 对 这 些 本 征 值 和 1,… , 和, 的 每 一 个 , 至 少 有 一 个 本 征 
国 数 Bi(T),1 一 1 ,2 且 其 特征 化 式 


~ 下 ;7 
ci(2Z ) = CE i=1,...,p (27.36) 
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适用 . 因此 , (27.34) 给 出 


— D2 (7x 人 
2 <| K?(z,7x)dr 


i=1 


或 者 对 zx' 积分 后 有 


2 1 b pb 
> 3 < / / K “(zx, x’')dr dr.. (27.37) 
1 Qa Ja 


(27.37) 的 左边 可 换 成 p/A? 由 于 
] ] 
A3 < Ee 
因而 在 任 一 有 界 区 间 内 可 能 的 本 征 值 的 个 数 是 有 限 的 . 
也 必须 观察 到 其 定义 方程 包括 齐 次 边界 条 件 的 Green 函数 也 能 用 来 直接 求 
解 对 应 边界 条 件 是 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 . 作为 例子 , 考虑 方程 组 


Lly = f(z), a<z<b, 
y(a) = A, yy(b)=B 


2 二 1,.…: ;DD 


(27.38) 


和 带 有 表示 式 (27.14) 的 Green 函数 (27.11), 它 满足 条 件 G(a,z) = 0,G(b, 7x’) = 
0.a <Zz<D. 设 在 修正 的 Green 公式 (27.4) 中 选取 y = X(zj,z = G(zz), 如果 
X 处 处 有 连续 导数 而 G 在 x = zx' 处 有 不 连续 导数 , 即 


则 该 式 变 成 


0 
/ {G(x,7X LIX|I — X(IILIG(z, ZJ az 


T=6 


二 X 和 | (27.39) 


= 一 V(Z ) + p(7) G 人 


几 一 尼 


考虑 到 对 X(z) 和 G(z,z)) 的 各 种 规定 , 得 到 (27.39) 的 更 简单 形式 , 即 


b 
| Class) fl) + ye) 


O / 


0 . 
— p(a)4 Br G(T, ) 


了 一 工 二 己 
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利用 G 的 对 称 性 , 能 重新 瑟 成 


0 
Ox! 


6 
y (xX) = -| G(x, 7 )f (zr)dr’ + Ap(a) G(r,7') 


Fo 
一 必 


0 
— Bp(b) sr oY 1 


(27.40) 


x’=b 
方程 组 (27.38) 的 解 的 上 面 的 这 个 表示 式 的 明显 性 值得 注意 , 它 带 有 定义 方程 中 
出 现 的 每 个 非 齐 次 度量 的 分 别 的 页 献 . 
为 体会 在 一 特例 中 Green 函数 更 广 的 作用 , 考虑 偏 微 分 方程 
Ou Ou 
az 82 
且 在 区 域 的 矩形 边界 两 个 部 分 上 满足 非 齐 
次 边界 条 件 ( 见 图 41),， 即 : 
u(r,0) = f(x), 0O0<ZxX<a, 
u(0,y) =9(W), 0<y<b 
的 解 . 
采用 对 w(z,y) 沿 z 方 同 以 有 关 本 征 
函数 sin 一 一 1,2,... 为 项 的 级 数 , 即 


0, 0<7z<a, 0<y<b (27.41) 


(27.42) 
u=g(y) 


图 
u(xX,Yy) = > Yn(y) sin -一 (27.43 和 
这 里 i 
Y,(y) = - | u(y) sin ST dr, n=1,2,.. (27.44) 
由 此 导出 对 这 些 单 变量 函数 的 以 下 方程 组 
d*Y,, NT\2 下 
dy? 一 (一 Y, = — gy), 0O<y<b, 
Y,(0) = / f(z) sin —dz (27.45) 
0 
和 
Y,(b) =0. 
一 个 适当 的 Green 函数 Gn(y,y ) 满足 关系 式 
32 2 
(EF) | Gn) =0 vy#Y, (27.46) 
9 y=Y' +0 
Gan(0,y) =0, Gn(by) =0, Gn =1 


Ov y=Yy’—0 
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且 其 表示 式 

» Sinh 一 于 sinh 一 人 —Yy) 

一 一 人 一 人 一 一，0<y 入 /<b 

sinh PT 

Gn(yy) = nr Nn (27.47) 

~ sinh sinh — (8 — vy) 

GO, YS<Yygb, 

Wi sinh PT 


按照 对 一 般 形式 (27.14) 所 概述 的 方式 容易 找到 . 这样, 按照 (27.40), 方程 组 
(27.45) 的 解 表 成 


nn 


0 六 / / 
Yn(y) = Yn(0) By Cn(y,Y ) +/ Cn )—a 9(Y )dy 


y’'=0 


.NA 
sinh —( —Y) b ,DNR 
=Y7(0)— 0 + | Galy,y) gy ) dy, 
nnb a 
sinh 一 


原来 方程 组 (27.41),(27.42) 的 解 表 成 


dy 

nnb ; 

41 sinh 一 
a 


b oo naxx Sinh 一 < sinh 一 人 一 ?> | 
/ g(y’) a aa 
这 里 y_,y, 分 别 表示 y,y 的 较 小 者 和 较 大 者 . 

(27.48) 中 的 两 个 积分 , 与 分 别 的 边界 数据 相关 联 , 可 从 一 个 公共 函数 导出 
如 下 式 所 显示 


0 i / 
ue) = fe) po) a 

0 ， y=0 (27.49) 
dy’, 


人 一 


b 
7 D ,ot 
+ | 9) #9) 
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其 中 
nn NT 
， 9 nxnr mrz' sinh 一 yc sinh 人 一 了 >) 
G(x,Yy;T,Y ) 一 2 -Sin Sm 一 | (27.50) 
a 
这 提示 了 (以 后 将 要 描述 ) 多 维 Green 函数 的 作用 . 
习 题 27 
1。 用 两 种 不 同方 法 决定 一 个 Green 函数 G(Z,Z ) 使 得 
， 
LIG(x, 7x')] = (i 一 昌 ) Glzz 一 0，7 关 2 >00<z<1 
9 z= 二 xX' 十 0 
G(0,7)=0, G(x)=0, PC _ = 1: 


一 个 根据 表示 式 (27.6),(27.7), 而 另 一 个 根据 表示 式 (27.14). 考察 上 一 0 的 
极限 情形 且 与 (27.16) 作 上 比较 . 


2. 对 问题 1 中 的 微分 算 子 L, 给 出 边界 条 件 


7 0 I - — 
G(0,7. ) =0, ( 范 +9) Clee) =0 =, 


求 其 Green 函数 , 且 分 别 讨论 a = oo0,a = 0 的 极限 情形 . 
3. 导出 与 非 齐 次 常 微分 方程 


d2y l\dy 
一 一 一 一 一 ”一 一 一 二 » 
2- 十 (> 2 7 f(x), l<zx<2, 


相关 联 的 Green 函数 , 使 得 
2 
yo) = [Gls) fl de 


和 
y(1) = y(2) = 0. 


4. 如 果 G(z,z') 表示 具有 定义 关系 式 


02 

LIG(z, x) 一 Frit 十 AC = 0, 0 < 小 ， 7" < 1, 
9 Z 一 2 十 0 

G(0,2) =0, G(hz) =0, 6 =1 


T= 二 2'—0 
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的 Green 函数 , Green 受 函 数 
1 
G(x, x’) = / G(x,7x" G(r”, x’)dr"? 
0 


有 哪些 性 质 ? 
5. 给 出 齐 次 方程 组 


a 
Lly) + Mg(z)y = +Ag(z)Yy =0, 0<zx<l, 


ay 
y(0) = 0, 了 _- 0, g(x) > 0; 
按照 定义 1 
oy 
z(X) = J 


将 Wz) 换 成 z(7), 且 验 证 变换 后 的 方程 组 , 即 


d 1 dz 
把 (总 至 ) +》z=0 


dz 


一 一 一 0 中 = 二 0 


T=0 
保持 自 伴 性 质 . 构造 一 个 Green 浮 数 G(X,7') 其 定义 方程 组 是 
811 OG 2 
re tt 
OG 
Or 


~=0, GI(,zx’)=0, 


T=0 
它 作 为 齐 次 积分 方程 
| 
z(X) = 和 上 GZ;T )z(Z )dr 
0 
中 的 核 出 现 , 构成 Sturm-Liouville 方程 (*) 的 等 价 的 重新 公式 化 表示 . 
6. 借助 于 一 个 Green 函数 , 表示 出 非 齐 次 常 微分 方程 


d Il d z 
ZT E 所 cy = f(z), 0O<zxz<1 


的 解 V(z) 且 它 在 二 0 有 限 , 在 z= 二 1 满足 条 件 2 _ oz 


7. 给 出 v1 一 zr1/2 是 种 微分 方程 
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的 一 个 解 ; 令 y = 如 (zj'a(z) 且 从 (*) 求 得 全 的 一 阶 常 微分 方程 , 决定 v(2) 
从 而 决定 (*) 的 与 1(7) 无 关 的 第 二 个 解 . 找 一 个 (*) 的 满足 边界 条 件 
Gla,T)=0, Gla+l1,x) =0, a>0 


的 Green 元 数 . 
8. i) 常 微分 方程 
d*y 
3 + Y= f(7), 0O<z<” (*) 


的 一 个 通 积 分 可 用 y 及 其 导数 在 点 xX 一 0 的 任意 值 来 表示 , 即 


y(z) = y(0) cosz 十 cy sin z 十 1 sin(zZ 一 ZX )f (x )dr.. 
0 


z=0 
用 此 式 去 讨论 由 (*) 和 边界 条 件 y(0) = A,y(7) = B 构成 的 方程 组 ; 且 写 出 
可 实现 的 解 的 最 一 般 形式 . 在 常 微分 方程 (*) 换 戌 
: oY y= f(e), 0O<7rX< 
的 情形 下 , 对 应 的 细节 是 什么 ? 
ii) 当 考 虑 非 齐 次 积分 方程 
Pz) = f(r)+A 三 sin(z — x)B(r dr 
0 
= f(z) tAsing 上 cos T(r jd 
0 
一 人 入 cosz / sin2Z'@G(r dr，0<2z<IT 
0 


的 解 的 存在 性 时 , 考 紧 参数 入 和 指定 的 函数 f(T) 所 起 的 作用 ,， 且 描述 可 能 
实现 的 解 的 最 一 般 形式 . 


9. 将 方程 组 
dzy 
2 + MY = fz) 0<7z<AN, 
dy 二 y= 二 0， X= 二 0,7 
dz 
的 解 表 示 成 


y(x, A) = 人 G(z,Z AAA) Fadr 


的 形式 , 且 讨 论 Green 元 数 G(X,7X', 入 ) 作为 自 变量 入 的 函数 的 性 状 . 
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10. 考虑 一 长 度 ! 和 密度 p 的 链 , 悬挂 于 固定 点 P; 设 该 链 的 距离 从 下 端 即 自由 
端 测量 .如 果 一 定常 水 平 的 (或 横 截 的 ) 力 下 作用 在 一 点 z,0 <x < 则 
该 链 的 与 时 间 无 关 的 图 形 (如 图 所 示 ) 被 位 移 函 数 W(z) = FG(z',z) 所 确定 ， 
这 里 


Z 天 2 
G(z)=0，G(0z) 有 限 (*) 
和 
OG TX=X 十 0 ] 
oz 2 一 2 一 人 T(Z) 


其 中 (x) = pgx 表示 该 链 中 的 张力 而 9 是 重力 加 速度 . 
对 于 在 一 确定 平面 内 离 生 直线 的 小 的 时 间 变 化 幅度 内 位 移 y(x,t) 适用 
一 个 线性 偏 微分 方程 , 即 


Oy 0 Oy 
PA = 让 (ra 杂 ) ;， 0Q<z<, (**) 


满足 条 件 
y(l,t) 二 0， y(0,t) 有 限 ， t+>0. 


从 (*) 决定 静 位 移 函 数 G(X, 工人 ), 然后 得 到 描述 (**) 的 本 征 解 y(X,t) 中 的 举 
标 因子 XX(z) 的 齐 次 积分 方程 , 这 本 征 解 有 一 个 时 间 周 期 的 时 间 性 状 , 即 


y(zx,t) = X(T) cos(wt — 0). 


这 些 本 征 函 数 的 正 交 关系 式 是 什么 ? 
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11. 设 要 求 在 环形 区 域 a < 过 7r<b, 一 不 <93<7 内 解 Laplace 方程 
0 Ou 1 Ou | 
Br) rr B02 


u(a, 0) 一 f1(9) 
ulb, V) 一 f2(9), 
此 外 假设 以 上 两 函数 有 奇 对称 性 , 即 
fi1(-0) = -1(9); fo(-9) = —f2(9). 
引入 反映 边界 数据 对 称 性 的 展开 式 , 即 


给 定 边界 条 件 


~T<UV<T; 


u(r, 9) = > Rr (7 ) sin nV, 


n= 二] 
其 系数 函数 
Rn(r) 一 ;/ ul(7, 0) sin n9dv, n= 1,2,.… 
满足 齐 次 常 微分 方程 
ad /aR, n2 
zlR = 二 (人 各 -Ru a<r<b,n=1,2,... 
且 服 从 要 求 


Rn(a) = - f1(9) sinnday, 


Rn,(b) = = / fo(9) sin nddy. 
构造 合适 的 Green 函数 G(7,7'), 且 将 (*),(**) 的 解 表 成 形式 


Rn (7) = 2 / fo(9") ;Gnlr, 7 ) sin nnd’ dw 


r'=b 


sin nd dV’, 


7 一 立 


a ff ,、0 / 
-on Cn ) 


它 蕴 涵 


开 D n ， 0 , 
ul(7, 9) 一 |/ fo(0) sy 9r=bdd 一 a | fi (9 ) Fg Yr'=add 


就 是 所 提出 的 问题 的 解 , 其 中 


1 一 . ， 
G(r7,9;7',0) = 一 >》, Gn (rT,T’) sin ny sin mt 


n= 二 1 


研究 a 一 0 的 极限 情形 且 与 第 十 七 章 中 所 得 到 的 解 相 比较 . 
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12. 线性 弹性 理论 (根据 Hooke 定律 即 应 力 与 应 变 之 间 成 比例 的 性 质 ) 提供 均匀 
国 核 柱 中 扭转 状态 的 简单 描述 , 该 柱 在 一 端面 (上 面 的 平面 ) 受 一 个 扭矩 的 
作用 而 另 一 《下 ) 端面 保持 固定 . 如 果 后 者 位 于 Xx,y 平面 上 而 wz 度量 其 中 
高 度 为 z 的 模 截 面 处 的 相对 旋转 , 在 X,Yy,z 方向 的 三 个 位 移 分 别 是 

U= wzy, UV=wr, WwW= zp(T,Y), (jj 
它们 定义 一 个 内 应 变 结构 , 对 这 种 静 位 移 结 构 的 相 容 性 要 求 满足 方程 


+ 一 0. (i) 


”如 果 母 线 平行 于 z 轴 该 柱 的 弯曲 表面 是 无 应 力 的 ,， 则 沿 每 个 横 截面 的 平面 
边界 曲线 上 的 有 关 边 界 条 件 是 / 
dz dy Op dr Op dy _0 


“ds Yds Oy ds Or ds 


这 里 ds 表示 工 上 的 弧 长 元 素 ; 它 具 有 一 个 用 共 罗 于 plz,y) 的 轴 数 WO 
来 表示 的 直接 可 积 形式 : 


dr dy [oy dr Oy dyl 


“ds Yds |ar ds Oy ds| 
其 中 w(7z,y) 由 . 
op _ 0 dp _ _ ov 
Or yy’ Oy Oz 
定义 , 结果 是 


2 2 
y = 一 CC 在 上. (iii) 


这 样 , 是 Laplace 方程 (ii) 的 一 个 解 且 它 有 边界 的 确定 值 (iii); 在 求解 这 
个 方程 组 或 其 等 价 方程 组 (如 下 ) 后 ， 


oy Ov 
Br? Oy? (iv) 
二 0, 在 TT 上， 


这 里 ， 
下 一 幼 一 一 二 人 -OC, 
直接 计算 该 柱 中 的 切 应 力 成 为 可 能 , 偏 微分 方程 (iv) 称 为 Poisson 方程 . 作 
为 一 个 起 说 明 作 用 的 例子 , 考虑 这 样 一 个 柱 , 其 模 截 面 的 边界 曲线 由 两 条 径 
向 直线 和 两 条 国 弧 构成 , 则 (iv) 中 条 件 有 四 个 互补 表示 式 
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人 


VY(a,d) = 0， 
V(b,9) =0,， 0<$<% 


和 
V(r,0)=0,， YY(r,0)=0, a<r<b. 


利用 应 力 防 数 下 的 分 离 变 量 展开 式 , 即 


es , nM 
V(r”, V) 一 Rn S11 Lind, Hn = 00 
它 满足 条 件 (vi) 且 验 证 系数 思 数 


2 f/f™° 
Rn(r) = 元 | V(r,d)sinund9dy, n= 1,2,.- 


服从 常 微分 方程 
d ( a ) 1 。 (" n 为 偶数 ， 
FT) rm sr 
了 7 人 四 7 为 奇数 . 


用 一 个 Green 函数 去 求解 (viii) 连同 由 (Vv) 给 出 的 要 求 
Ri(a) =0, Ra(b) =0: 
证 实 其 结果 为 


V(r, 2) = >》 [Aur 二 Bn7r ”十 
n 为 奇数 


8r2 


mr — 4) 


这 里 
8lb*a-t" — gb "| 
nn(p2 — 4)larn bus — bina~hn] 
8[a2bnn — Dawnn] 


考察 特殊 情形 90 二 及 其 与 前 面 问题 的 关系 . 


| 


Th 人 


Sin 1nd, 


307 ， 


(V) 


(vi) 


(vii) 


(viii) 
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13. 考虑 一 个 有 均匀 密度 p 的 拉 紧 的 弦 , 在 两 端点 二 0,1 固定 , 它 有 质量 或 负 
载 M 附加 在 点 z= 处 ; 描述 具有 离 直 线 平衡 位 置 的 横向 位 移 y(z,t) 的 小 
振幅 运动 的 线性 方程 组 为 

Oy Oy 


PA = {a Z 之 人 (i) 

y(0,t) =0,， y(é€—0,t) =yé€+0,t), yb,t}=0 (i) 

Oy Oy 中 

Dé, t) = 一 去 一 ， t+t>0. (iii) 
Mo Or zt10 OT|r-e | 


(ii) 蕴涵 孩 曲 线 的 连续 性 ,而 在 负载 点 斜率 的 不 连续 性 在 (这 ) 中 显示 ,( 这 ) 构 
成 了 AM 的 运动 方程 . 在 时 间 周 期 运动 的 情形 , 表示 式 


y (x,t) = X(T) cos(wt — 6) 
容许 将 方程 组 (i) 一 ( 道 ) 换 成 带 常 导 数 的 方程 组 , 即 


dX 2 / 0 
二 二， 7Z 之 6 k=w 万， 


X(0)=0, X(€—0)=X(E+0), X(D)=0 (iv) 
~ 十 0 
dX| 
| -MX 5 X(6) = 去 | ， 
(iv) 中 最 后 的 关系 式 与 相 了 Green 函数 的 关系 式 集合 
D2G 
Br2 一 0, TL 天 2 ， 
G(0,7) =0, G(,7z’)=0 (v) 
和 
BC X=7T +0 _ 
Ox 了 一 :一 


中 的 对 应 部 分 不 同 , 后 者 的 Green 函数 的 导数 的 不 连续 性 有 一 个 国定 的 量 ， 
而 本 征 函数 X 的 对 应 的 量 与 X 在 此 负载 点 的 量 成 比例 且 也 包括 振动 频率 ， 
这 两 者 还 是 未 知 的 


把 Green 公式 用 到 函数 X.G, 且 对 X 建立 一 个 积分 方程 


NM ri 
X(z) = AX(E)G(z,€) + 上 Grz z)X(zjdz 0<r<l. 
0 “ 
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LU 一 大 二 
V p 
的 方程 . 


14. 与 高 阶 微 分 算 子 相 联 系 的 Green 函数 仍 有 重大 意义 与 关系 ; 涉及 三 阶 组 的 
一 个 具体 例子 有 助 于 启发 定义 Green 函数 的 合适 条 件 . 为 此 , 考虑 具有 非 齐 
次 边 弄 条 件 的 方程 组 


找 出 决定 本 征 频 率 


dSy . 
Liyl 一 了 3 十 q(T)y 一 0，Q<2<D (i) 
dy 
Uily| = y(a) = 4, U2ly| = Ar = B, Uslyl = vy(b)=0, 
r=a 


引进 一 个 辅助 常 微分 方程 : 
diz 
dr3 
从 (i) 和 (得 到 两 个 函数 yz),z(Z) 之 间 的 关系 式 


d ad* dz d dz ，,， 
dz 2 -到 起 + 53 二 9D92 = 0 


= 0; (ii) 


设 Zi1(7),z2(7) 分 别 表示 在 Q<Z<cc<zZ<hb 中 不 同 的 一 对 函数 , 且 在 对 
应 的 互补 区 间 上 积分 ( 井 ), 考虑 到 (i) 中 的 边界 条 件 ; 这 得 出 


dy _da| wy dz 


一 一- 一 - 一 b 
21(C) dr2 _ <1 (a) dr* jn dx Te dx T=e dx T=a 
2 C 
vO- a+ da edd, 人 
dx? T=a a 
d2y dy | dy 2 oY 
z2(b) QZ T=b (0 dz? T=C | dz T=b dz r=b dz 了 一 ( dz TC 
dz 。 
-5 w+ se)zle)yte dr C 
由 于 端点 值 
yl dy|l dy 
GCT- 国光 dz ob dx” +=b 
未 确定 ,为 从 (iv),(v) 中 消去 它们 附加 要 求 
dzo 


Zi(a) =0,， 2z20) = 0， 一 一 = 0. 


dz 


r=b 
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15. 


偏 微分 方程 
其 次 , 采用 连接 条 件 
. - dz dz2 
z1(C) 22(C)， dr ee, dz oe ? 
da _ dal -1 
dz 二 C QT 淡 一 性 


它们 推断 出 由 21(z)j, zz(Z) 表示 的 函数 z(T) 直到 二 阶 导数 的 处 处 连续 性 , 且 
证 实 (iv),(v) 联合 起 来 提供 了 方程 组 (i) 的 解 的 一 个 积分 方程 , 即 


本 
+ / Glz,z')g(r yz dre, (vi) 


这 里 
G(x,2) = zi(7’), a<x <r<b, 
zo 7’), 2Z<Z<b 


起 到 Green 函数 的 作用 . 决定 它 的 组 成 部 分 即 函 数 Zz1,z2 的 显 式 表达 式 , 且 
验证 (vi) 确实 构成 方程 组 (i) 的 等 价 形式 . 
由 上 述 问 题 中 的 发 现 的 引 寻 , 方程 组 


dn cm 一 ] 
Lly] = po(z)9 攻 十 Pi(z)9 二 二 十 pn(oJy =0, a<r<b 


Caty| = 0, U2lyl] = 0,.… , Un ly = 一 


的 Green 郊 数 的 描述 方程 包括 : 
i) G(x,X') 是 其 自 变量 的 连续 函数 且 对 a < 7X,X' <b 有 直到 一 2 阶 的 
连续 导数 ; 
i) 
-10 Z 一 2 十 0 1 


DXm 一 | 小 一 人 /一 站 Do(Z7) 


iii) 


iv) 
Ui|G| = 0, 4 二],..…. ,Nn. 


如 果 一 个 有 相同 横 截 面 的 均匀 弹性 杆 , 它 的 一 个 端点 (Z = 0) 国定 而 另 


-一端 (Z=1) 自由, 受 一 个 横向 负载 力 f(x) 支配 , 作为 其 结果 的 静 位 移 y(X) 
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服从 一 个 方程 组 
a4 
Lly] = 了 一 一 FIZ)，0<Z< 1 
dy 
Uily) = y(0) = 0， U2 = = 
和 
d’y dy 
Vs = DT = Ualy| = dzs| 一 


相关 联 的 Green 函数 是 什么 ? 
16. 借助 于 Green 函 教 分 析 方 程 组 


df d*y 2 
Ly = fa (0 ) -wy=0 0O<z<l, 


= 0) =0， Uo = 到 | 


d d*y 


它 描述 一 个 一 端 (z = 0) 国定 另 一 端 (7 = !) 有 连接 质量 M 的 梁 中 的 频率 
为 w 的 时 间 周 期 性 的 位 移 y(z,). 


Ce 


3 


dy 
Usly| = dr2 | 


+ Mw*y(l) = 0, 
=l 


第 二 十 八 章 
Green 函数 及 其 推广 


第 二 十 七 章 中 有 关 处 理 适 合 于 目 伴 方程 组 的 具有 对 称 性 的 Green 函数 的 论 
述 , 现在 必须 进一步 扩大 其 处 理 问 题 的 范围 , 既 要 考虑 非 月 伴 组 , Green 函数 和 本 
征 函 数 之 间 的 关系 , 也 要 考虑 Green 函数 与 初 值 问 题 联系 在 一 起 时 所 起 的 作用 . 
首先 , 考虑 Green 函数 G(x,z') 的 形式 表示 , 用 它 能 将 方程 组 


d*y 
Lily| = 3 +gq(rz)y=—f(r), a<zr<b, (28.1) 
Uily]=0, U2zly|=0 


的 解 表 成 一 个 定 积分 , 即 


b 
y(z) = / G(x, 7') f(r' )dr.. (28.2) 
设 Wi(z),ya(z) 表示 齐 次 稍微 分 方程 Lly| = 0 的 任 一 对 线性 无 关 解 , 且 议 
y(T) = Ci(r)y(z) + Ca(T)y2(T) (28.3) 


作为 (28.1) 中 的 非 齐 次 常 微分 方程 的 解 . 用 参数 变异 法 ， 对 未 知 图 数 C1(z)， 
Co(z) 加 上 要 求 1 1 

C1 OZ) 十 了 CC2  y2 (7) = 0， 
注意 另 一 要 求 从 (28.1) 即 可 得 到 , 即 


d d a d 
-01 grd! 十 27Y2 一 —f (7x). 
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这 样 < 人 和 <2 2 可 用 ,如 显 式 地 确定 , 即 


dC1 _ f(z)ya(z) dC2 _ f(z)yi(z) 


dzx A dr A 
这 里 Wronski 行列 式 
Yi(7) vy2(7) 
dy yp 
dz dz 


有 和 非 零 常数 值 
对 C1(z), C2(z) 的 分 别 的 一 阶 常 微分 方程 的 不 同 的 积分 是 


CO = fe dt) + A 


cols) = f fenls) dre’ + 4 


b 
Gis) = - 云 fe ws) + B, 


Ca(z) = ~ / fle (sd + B,, 
带 有 任意 常数 A1, 42, B1, B2; 且 从 (28.3) 得 到 的 (28.1) 的 对 应 通 解 证 明 是 
y = aa) Top 人 + 去 人 fn owe) -may (ear 
y(Z) = Di(Z) 十 joyatZ) 一 ~ | y (7 [atz)ya(z ) ~ yar)y(z dr. 
上 面 两 式 相 加 再 除 以 2, 构成 通 解 的 另 一 形式 , 即 
V(Z) = CiV1(7) 十 C2g2(Z) + (7), (28.4) 
这 里 C1, C2 表示 任意 常数 ， 
= | G(x, 7 ) f(r)dr’ (28.5) 


G(x,7) = sn (z>)y2(z<) ~ ya(e>)y1 (ze) (28.6) 
其 中 记号 
z> 为 riz' 两 者 中 的 较 大 者 ， 
I< 为 z,Z 两 者 中 的 较 小 者 . 
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当 (28.1) 中 的 边界 条 件 加 到 (28.4) 上 时 , 结果 得 到 决定 常数 C1, Ca 的 一 对 
线性 方程 组 , 即 


CiUilyi| + CaUily2l + Uily’l = 0, 
CiDol| + CaU2lyz] + Uzly | = 0, 


如 过 


关 0， (28.7) 


则 唯一 地 确定 C1,C2. 如 果 以 上 要 求 得 到 满足 , 由 


yi(z) vy2(7) (7) 
Li Da Uily"| 
Us Uzlys] U2ly") 


] 


y(z) 一 也 (28.8) 


确定 的 函数 yz) 就 表示 方程 组 (28.1) 的 解 , 因为 行列 式 按 其 子 式 展开 和 行列 式 
的 两 行 相同 时 其 值 为 零 这 个 事实 使 y(z) 是 解 变 得 很 清楚 . 边 值 问 题 的 解 的 积分 
形式 (28.2) 中 的 Green 函数 G(x, 7x ) 的 对 应 表示 式 是 


yi(T) vy2(x) G(x,7') 


Gaz) = FU) Till vilg) |, (28.9) 
Uzly] U2zly2)] U2I9] 
这 里 算 子 避 , Uo 作用 在 9(x, x') 中 的 变量 x 上 . 
考虑 一 个 具有 特殊 的 规定 的 例子 : 
Lly| = oy a<r<b, (28.10) 


ily = ya)=0, Uzly = y(0)=0 


所 以 


] 
9(Z,Z ) 一 5(T< 一 也 >) 
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学 


由 于 D =b 一 a, 表示 式 (28.9) 成 为 


1 一 > 
2 
1 四 
cm- 。 2 
1 p T 一 必 
2 
, Q 一 和 | a— 7 
_ 1 2 1 2 1 
了 rT'—b b—a rT'—b + 3(7< T>) 
2 2 


一 5 —b)—b(a—7z)—zr{r 一 一 (ae 一 2Z)} 


+(6 — a)(z< 一 Z>) 
一 5 十 bz 十 Z) 一 20b 一 277 十 (一 al(z< 一 TI、>)] 


(tz — a)(b— 7) 2 


和 (27.16) 中 的 完全 一 样 . 
其 次 , 假设 (28.10) 中 的 边界 条 件 换 成 


d 
Uy| = 一 =0, U2ly| = ， 一 0， 
立 一 让 并 二 


yi;y2 和 9 的 显 式 细节 不 需 作 任何 改变 ; 则 从 (28.9) 得 到 的 
TT — Ts 
< i 
G(z,z') = 二- 0 1 一 -+ -+ ) 


TT'—b 


2 


了 Zz 


0 1 


与 z 无 大 . 


上 述 两 问题 之 间 的 不 同 处 在 于 这 样 的 事实 : 后 者 的 齐 次 方程 的 边 值 问题 存 
在 非 平 凡 解 , 即 方程 组 


027 dy 
一 一 一 一 一 -一 一 < 一 b 
2 0, a<ZX<b, 区 0， 和 一 ww 
容许 有 解 yi1(z) = 1; 在 这 种 情形 , 非 齐 次 方程 组 
2 
SY = -Jo Qa<r<b, 2 一 0 世 一 0Q)D 
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的 解 不 唯一 , 而 且 为 了 展示 所 有 解 对 任意 函数 f(z) 的 依赖 性 就 要 求 一 个 修正 
Green 邓 教 . 
设 yo(Z) 表示 方程 组 
Lly]= 二 +dq(z)y =0, a<r<b, (28.11) 
Dl |=0,， Usly|=0 


的 一 个 非 平凡 解 且 满 足 规范 化 
/ yi(T) dz = 1; (28.12) 
如 以 前 所 指出 的 , 为 了 对 应 的 非 齐 次 方程 组 (28.1) 有 解 , 要 求 满 足 条 件 
/ yo(z)f(z)dzr = 0. (28.13) 


由 于 wo 的 任意 常数 倍数 加 上 非 齐 次 方程 组 (28.1) 的 解 y(z) 仍然 是 (28.1) 的 解 ， 
所 以 要 附加 条 件 ， 
/ yzZ)yotzjdz =0 (28.14) 
以 得 到 唯一 解 , 这 个 条 件 表示 y 和 yo 的 正 交 性 . 
/ 构造 修正 Green 函数 的 那些 方程 中 , 方程 对 
LIG] = (就 d ae) G(s,7) = -yo(z)yo(s), rr (28.15) 
和 和 b 
/ G(x,x' jyo(rT)dr =0 (28.16) 


没有 类 似 于 前 面 的 等 价 方程 . 另外 的 方程 与 对 普通 Green 函数 的 以 前 的 方程 是 
相同 的 , 即 假设 G 在 (a,b) 上 关于 z,z' 连续 地 变化 ， 


UG] =0, UlG] =0 (28.17) 
和 i 
OG zT 一 和 二 0 
Oz Tr 二 x’—0 
对 G(x,z') 和 如 (28.1) 所 确定 的 y(z) 用 Green 公式 .， 得 出 
Z 一 2 十 0 
wo) | 四 = /cteiz)yG) + wll ya) 


1 G(x, x')f (rz) dr, (28.18) 
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这 里 利用 了 条 件 (28.14); 这 样 , 假定 存在 广义 Green 函数 , 就 得 到 了 方程 组 (28.1) 
的 解 的 一 个 积分 表示 . 
借助 于 三 个 不 同 图 数 yo(x),i(z) 和 Y(z), 一 个 广义 Green 函数 的 实际 构造 
是 可 能 的 ; 这 里 前 两 个 函数 是 齐 次 常 微 分 方程 : Lly] = 0 的 解 , 而 第 三 个 满足 非 
齐 次 党 微分 方程 : 
Lly| = 一 yo(z)yo(Z )， 
假设 yo(zZ),y1(zZ) 按 (28.12) 规范 化 且 有 关系 式 


yo(Z) Yi(7) 


dyo dy 
dz dx 


而 Y(z) 的 确定 形式 是 用 一 对 初始 条 件 来 选 出 , 例如 给 定 了 (a) 和 oo 由 
假设 


= 1， (28.19) 


Uilyo] =0, Uzlyo] = 0, 
考虑 到 yo, yi 的 线性 无 关 性 , 所 以 


Uilyi] #0, U2lyi] #0, 


此 外 , 一 般 有 

UilY] 和 关 0， U2lY|#0. 
修正 Green 函数 除了 遵从 一 个 常 微分 方程 外 , 必须 满足 四 个 要 求 , 即 处 处 连续 性 
和 (28.17) 的 三 个 条 件 , 为 了 得 到 其 表示 式 , 引入 互补 表示 式 
Y(zZ) 十 Coyo(Z) 十 Cl ，Z<T， 


ol) = {© + Coyo(z) + Cy(r), XY>2, 


(28.20) 
它 包含 同样 个 数 的 可 自由 支配 的 常数 . : 
加 边界 条 件 以 得 到 Cl 和 Ci 的 唯一 确定 值 , 由 于 它们 的 系数 在 线性 方程 组 


UilY| +C = 0, 
UolY | 十 CiU2lyil| 二 0 


中 不 为 零 . 在 z = zx’ 处 G 的 连续 性 要 求 和 其 导数 的 不 连续 性 , 产生 一 对 方程 


(Co — Co)yo(7X’) + (C1— Ci)yi(z)=0 


(28.21) 


-一 dyo -一 dy1 
_ 一 — 人 一 一 一 1] 
(Co — C0) 了 + 1 ) 三 | ， 
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由 此 用 约定 (28.19), 得 到 
Co 一 Co = —y(7z)), 
C1— OO1= yo(x’). 
从 它们 之 中 , (28.21) 和 (28.22) 确定 (28.20) 中 的 所 有 四 个 系数 ; 再 改写 正 交 性 条 
件 (28.14), 即 


(28.22) 


b 
/ G(X, x’ )yo(T)dr = 0, (28.23) 
完成 修正 Green 函数 的 唯一 确定 . 
考虑 简单 情形 , 其 中 
2 d 
Lly| = oY Uily| = 加 二 0， U2[y] = 2 二 (0 
且 式 子 - | 
Yo 一 /pe yi 一 VD 一 az， Y= aa tA 
是 适合 的 . 这 样 
T2 C0 
一 —— + A+ 一 CVvb-ar, a<r<r <b, 
G(z,7') = 2 » 人 “ (28.24) 
册 - 0 一 
了 it Vo a<r<r <b, 
且 条 件 (28.21),(28.22) 成 为 
(A+ p—a) bea’ 
_ b 
(4+OVi-a) = (28.25) 
Co — Co 一 一 TVb 一 0Q， 
(C1— Ci)vb—a=1, 
这 里 最 后 的 式 子 显然 和 前 两 个 相 容 . 借助 于 后 面 的 一 对 重 号 (28.24), 即 
v2 ax Co 
一 一 一 一 一 十 一 一 十 A a<r<r < 四 
G(x,7’) = 2 %) bo vo T° (28.26) 
LT QL Co 


‘a<r<rb, 


2(b—a) Toa™ Vb—a 
且 利 用 正 交 性 条 件 (28.23), 由 此 得 出 


人 tt Co [a 
2(b—a) b—-a vb—a 
7/ 2(b 一 a) b—a VD 一 0 
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或 


， 1 太一 
Co 一 2 ) 十 Co(2 —a)= Vs -3 (28.27) 
根据 线性 方程 组 (28.25) 和 (28.27) 决定 Co 和 Co 后 , 代入 (28.26), 修正 Green 
果 数 最 后 是 
Z2 二 2Z2 artbr’ 工 刀 十 响 十 q2 ， 
G(s. an) = a0 ba 3 ba ' or?<b, (28.28 
| +7 or +br 102+ab+o? ,ep 28) 
06a) ba 3 ba ' “TTSD, 


清晰 地 显示 出 它 的 对 称 性 


in 


G(T,T) = G(r',7). 


如 果 Green 函数 党 微分 方程 包含 一 个 参数 和 有 旦 此 参数 作为 自 变量 出 现 , 如 
记 写 G(x,7X ,入 ) 所 显示 的 ; 以 前 描述 的 构造 程序 仍然 可 用 , 例如 , 得 出 表示 式 


sin VA(z< -0)sin VAb— 7>) 


: G(X,7' ,A) 一 sin Ab a) (28.29) 
与 定义 方程 
O* / / 
(B+*) Ge, N) =0 TAF7T, a<r<b, 
Gla,T', 和 A 和) =0, G(b,7zx',A)}=0 (28.30) 
和 
pe zx 一 2 +0 
Or Z 一 2 一 一 
相 结 合 . 作为 参数 和 的 函数 , G 的 奇 扣 通 过 关系 式 
sin VA(b — a) =0, A 和 #0 
确定 , 由 此 得 出 一 个 序列 
VM = > n 二 土 ], 十 2,…… (28.31) 
它 也 刻画 由 
1 
(B+) y=0 a<r<b, (28.32) 
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描述 的 齐 次 边 值 问题 的 本 征 值 . 
对 Green 函数 (28.29) 有 借助 于 (28.32) 的 本 征 函 数 


yn (7) = sin TE— © 


和 本 征 值 和 ,, 来 表示 的 另 一 个 表示 式 . 为 推断 出 它 的 具体 形式 , 注意 根据 Taylor 
展 式 有 信人 计 


sin VA — 0) = sinnr + A — Xn) FFE eos nr + 
QM) CH 0) +O- A)), A— 


pp 
和 得 到 的 极限 
sin VAMn (Te — a) sin VAMn(b — x>) 


NIR nc = 


2 
,nn 
sin (z< 一 0jsin 7 (b 一 2 >) 
本 b—a 
_1Y? 
.nn .nn 
sn a snr> Qa) 
b—a 
2 
它 引 出 一 个 表示 式 
A 
oo Sin —— (TX— a)sin (Z 一 0 
1 b—a b— 
G(z,7,N) = > 太一 

n=1 (入 一 An) 

2 

EL) (28.33) 
n= 二 1 (A 一 An | 
这 里 
下 
sin -一 人 一 9 
PN\ 火 ) 一 
pn(T) — 
2 


表示 规范 化 的 本 征 函 数 , 即 


b 
/ p72(T) dr =1, n=1,2,.… 
a 
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考虑 以 下 的 齐 次 方程 组 
Lly| = oY ,y=0, 0<zxz<1, 
Vid =y0) =0, Ud]= WY| -vy)=0 (28.34) 
二 0 


其 中 第 二 个 边界 条 件 是 混合 的 , 即 包含 两 个 疹 反 坐标 . 有 非 平 凡 解 , 即 本 征 函 数 ， 
它们 有 形式 


(z) = sin VAx 
以 了 /一 VA 
且 对 应 本 征 值 入, 满足 
sin VAn | 
Vn 
显然 Ao = 0 是 一 个 本 征 值 , 相应 的 本 征 函 数 为 
yo(Z) 一 了 
其 他 的 本 征 值 有 无 穷 多 个 , 是 复 值 的 , 即 
VA》n = Lin 十 ?2P 
由 于 
sin VAn = sin un coshzn 十 ?cos un sinh Zn ， 
从 


Sin jn cosh vn = in, Cos Hn Sinh wv, = vn 


确定 jn, wn, 且 可 以 验证 其 渐 近 估计 为 


1 ln 2 
VAn~ (2n+3)"- - + iln Qnn, n>1. 
2 NT 


实 本 征 函 数 yo(z) 和 复 值 本 征 函 数 加 (z) = sin VXnz 不 构成 正 交 集 这 一 事 
实 可 能 和 所 述 边 值 问 题 (28.34) 的 非 目 伴 性 质 有 关 . 应 用 Green 公式 和 yy 的 边 
界 条 件 得 出 关系 式 


1 2 2 
| 2 一 y5 dz = z(1) dy — Zz(0) YY 
0 了 一 | 
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所 以 伴随 边界 条 件 证 明 是 
dz 
z{1) = 0, 宇 _ + 2(0) 一 用. 
用 方程 组 
日 ~ 
-+AIG=0, rx, 0<zr,r <1, 
Ox? 
G(1,7',A) =0, Gz, \) + G(0,7x,A) =0, (28.35) 
| x 二 1] 
z=X' 十 0 
£26 = 1 
OT rT 二 7 —0 


定义 伴随 Green 函数 G(zx,x', 入), 这 里 和 是 一 个 任意 参数 ; 且 引 入 复合 形式 
Sin (VXz 一 zj) sin (VA 一 z) ) 
G=— ~ ~ 信人 
2VA VA | 
其 中 第 一 项 在 x = x’ 处 关于 x 的 导数 有 间断 1, 而 后 面 两 项 都 是 由 算 子 L = 
2 
0 + 和 构成 的 齐 次 常 微分 方程 的 光滑 解 ， 加 上 边界 条 件 就 可 确定 系数 函数 
A(7'), B(z') 且 得 出 确定 的 表示 式 
一 7 ] 。 7 。 7 
G(X,T ,入 ) = 2 lsin (VA 一 2 ) — sin (VAz 一 芭 )) 
sin (VA 一 z) ) oin VAz! ] 
"TV VE nV 
A 
这 样 G 不 是 xz, x’ 的 对 称 函 数 , 且 作 为 和 的 函数 , 其 奇 点 出 现在 使 
sinVAn 
V 
的 点 X。 处 , 即 在 和 平面 上 本 征 值 A, 的 位 置 上 . 
如 果 和 关 和 ,方程 组 


+ 4(z )cos (Val — 站) ) + B(x') 


1 0 


: 
da A) y= fr), 0<z<l (28.36) 
az2 

四 dy| 
y(0) = A， 六 i y(1)=B 
有 由 
1 D 
jz = 上 Gorz,Njlzjdz+BGOz -4 元 G (28.37) 
0 


T=0 


第 二 十 八 章 ”Green 消 数 及 其 推广 . 323 . 


或 
1 
y(Z) = | G(r,T', A)f (x)dr’ + BG(Y,0, A) 一 45G| 
表示 的 唯一 解 . 这 里 
G(x, 2, A) = G(r’, x, A) (28.38) 
且 
2 + 和 AIJG=0, 7X7 
O72 4 ? 
G(0, x', A 和) = 0, ie ~ G(0,7’', 和 A) = 0, (28.39) 
OZ |,_0 
T=x’++0 
2 -1 
Oz T=ZX'—0 


在 现在 情形 下 , 与 所 属 的 微分 算 子 和 边界 条 件 的 对 称 Green 函数 和 本 征 函 
数 / 本 征 值 之 间 的 关系 式 (28.33) 有 一 个 对 应 部 分 ; 这 样 就 涉及 具有 共同 本 征 值 集 
合 的 原来 的 方程 组 及 其 伴随 方程 组 的 本 征 函 数 . 为 揭示 这 种 关系 , 注意 Maclaurin 
(麦克 劳 林 , 1698 一 1746) 展开 式 
sin VA d (- sin 党 ) 


1 一 一 入 一 十 0(X2) = = +0(X2), 


和 NA 儿 - 
及 其 推论 
lim AG = 一 一 一 U 7) 
入 一 0 
这 里 
. 20 一 一 并 (28.40) 
是 伴随 方程 组 / 
( 震 十 A ) z(T)=0, 0<z<1, (28.41) 


dz 
z(1) = 0, | +z(0)=0 


的 一 个 本 征 函 数 . 引用 Taylor 展开 式 


sin VA sin VA M2 
1 — 友 _(A—A | A 3) ol0 An)’) 


入 一 入» 2 
=- 字 交 (1 —cos VM) + 0((A— Xn) )， 
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由 此 推导 出 
iim (AG = 班 VAn 人 一 zsinVAn7 
和 -一 > 入， njt = 
(1 一 COS VAM) 
这 里 


zn (1) = sin (Vl - z)) (28.42) 
是 方程 组 (28.41) 的 一 个 本 征 函 数 . 
具有 同一 定义 方程 的 不 同 的 边 值 问题 (28.34),(28.41) 的 成 对 的 本 征 函 数 


yo(Z) 一 2Z， 20(Z) 一 1 一 了 


和 
Z) = sin VXz，zan(z) = sin VMn(l— 27) 
是 互相 正 交 的 , 即 
| vate)am()dr =0, n#m, 
且 规 范 化 积分 有 值 
1 
| wjaotz=i= No, 
0 
[ yn(T)zZn(T) dz = 人 1 — cos V》An) = 7 天 0; 
所 以 可 推断 出 表示 式 
5 、、_ 2 加 (zj)yo(Z) | ~ zn(T)yn(7) 
C(Z)Z , 入) 一 AN | 十 2 (人 入 二 入 JJN， (28.43) 
方程 组 
2 
Lly| = C= 十 入 ny=- -f(x), 0O0<z<1: 
Uily| = y(0) = 0,， U2ly| = 2 WY=0 


容许 有 解 , 如 果 相 容 性 条 件 
1 
| f(z)zm(z)dr =0 
0 
成 立 : 而 适用 于 刻画 满足 非 齐 次 边界 条 件 的 解 的 伴随 Green 函数 是 


,1 )_ Zo(T)yol7) zn(T)Yn(T) je 
G(x, x Am) Ne ) + > ,rm — Mm) pi (28.44) 
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描述 伴随 方程 组 的 共同 特征 是 有 启发 性 的 , 例如 , 一 对 带 有 非 混合 边界 条 件 
的 伴随 方程 组 


Ly =p0(7) SE + p(t) + p(s)y =0 


~ a d 
La] = C3(po(2)z(2)) = SC(p1(z)z(2)) + p2(z)z(z) =0, 
po(7T) 0a<7r<b, 


dy 
dz 


Uily] = ay(a) + po(a) = 0， (28.45) 


Tt 


+ (Qo — pi(a))z(a)=0, 


Wil] = 所 (po(z)z(z) 
Uzly| = By(b) + po(b) oY , = 0 


+ (8 ~ p1(b))z(b) = 0. 


T=b 


Wlz] = 全 (po(zjz() 


上 面 两 个 方程 组 在 以 下 意义 下 是 对 偶 的 : 如 果 一 个 有 平凡 解 则 另 一 个 也 如 此 , 反 
之 亦 然 ; 此 外 , 两 者 可 能 只 有 一 个 平凡 解 . 为 检验 这 些 断 言 , 引入 函数 y(z),z(z) 


之 间 的 一 个 关系 式 
y(Z) ex ”DID ) /| 
“(2) = po(z) (/ po(7’) ) (383,48) 


让 接 对 它 微分 后 得 出 
三 Lly] x/ 
“二 两 (zj ep p(/ 汪 区 好) 
Ca D1(Z ) 
7 plo) ™ of " 
和 


_ Uoly) ?pi(z’),, 
w= ([ De) 
所 以 , 如 果 y(z) 表示 由 (28.45) 定义 的 方程 组 的 一 个 解 , 则 由 (28.46) 确定 的 z(z) 
表示 其 伴随 方程 组 的 一 个 解 ; 反之 , 如 果 z(z) 满足 该 伴随 方程 组 , 则 函数 


V(Z) = po(z)z(Z) exp (- / Pd 


满足 原来 方程 组 . 


. 326 . 仿 微 分 方程 


设 原 来 方程 组 只 容许 有 一 个 平凡 解 ; 在 这 种 情形 下 相应 的 非 齐 次 方程 组 


Liyl =—f(x), a<x<Db, 


(28.47) 
Uily| = A, Uzly]=B 
有 唯一 解 , 即 
em b rm 
jz) = AG(a, £7) — BG(b, zx) + / Gz', x) f(r dr (28.48) 
它 是 用 一 个 Green 函数 G(x, zx 人) 来 表示 的 , G 由 
LIG! =0, XAKA7X, a<r,r <b, 
VIG =0,， WG =0 (28.49) 
和 和 =z’+0 
9G 和 一 区 十 ] 
57 Z 一 并 一 避 Po 
来 确定 . 
为 构造 这 个 Green 函数 , 令 zi (zx), za(z) 表示 齐 次 方程 组 
Llzi| 一 0, Ll|z2l| 一 0, (28.50) 


Vi | 21 一 0, Vo[z2| 一 0 
的 一 对 无 关 解 , 采用 表示 式 


/ < < i 
G(x,7') = 1 )z2itz)， a TST (28.51) 


M2(T' )zo (LT), XT < 忒 b 
以 满足 (28.49) 中 的 常 微分 方程 和 边界 条 件 . 其 次 按照 天 系 式 


Hi(Z )2(Z ) 一 Ha(z )za(Z )=0， 
外 一 各/ po(2Z/) 


d 
pr 7 indi 
Ha2(Z |) 2 


d 
Ha(Z ) dz“! 


二 小 


来 选取 p(x 站, 12(z 人 ), 它 保证 了 G 的 处 处 连续 及 其 导数 在 z = z' 处 所 约定 的 不 
连续 ; 然后 就 确定 了 


A 7) x) 二 a) 
Mt ) po(z’ )W (z1, 22)z=z Ha po(x')W (zi1, Z2) z=z’ 


这 里 


(28.52) 


dz1 


W(z1(2), z2(£)) = zz) 9 — 2z2(Z) 一 
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是 zi zo 的 Wronski 行列 式 . 
如 果 函 数 z1, zo。 通过 关系 式 (28.46) 与 来 自 其 伴随 方程 组 的 一 对 函数 V1， Y2 
相 联 系 , 则 关系 式 


本 = 2 (28.53) 
或 d 2 ad pa 
7 ln jr = 元 jn zr 
产生 一 个 包含 其 Wronski 行列 式 的 关系 式 , 即 
W (yi1, y2) 加 W (21, 22) (28.54) 


Y1Y2 <1*2 


由 于 规范 化 形式 


W (Yi1,Yy2) = exp (- 人 Pd ， Wi{yi(c),y2(c)) = 1 


C Do(Z/) 
适用 于 党 微分 方程 Lily| =0 的 线性 无 关 解 yi, yz， (28.46) 的 随 之 得 出 的 变化 形式 


7) YD) 
2 = po(T)W (yi1, y2) 2(7) po(T) W (y1, y2) 
通过 (28.54) 得 到 等 式 
W (2z1, Z2) ] ] 
Z1Z2 POY1 ?2 poy2z1 


所 以 (28.52) 能 简化 , 即 : 


所 以 
YT NT) 
G(x x’) I )z1(7) po (TW (y1,y2) z=zr 2S7S7， (28 55) 
/ 一 NT)y(7) T' 7 
72) = a Won yl’ TT 


表示 与 包含 伴随 微分 算 子 L, Vi, Vs 的 方程 组 (28.49) 相应 的 Green 函数 , 且 显 然 


ya(X)zi(z’), T&TIEDb, 


Yi(X)z2(T), aSTET 


刻画 与 算 子 L, Ui 和 Us。 相应 的 Green 函数 . 


G(x,7’) = G(z',z) = | (28.56) 


. 328 . 偏 微 分 方程 


当 (28.45) 的 两 个 齐 次 方程 组 有 非 平 凡 解 时 ， 其 本 身 呈 现 不 同情 杭 ， 例 如 
yo(z) 和 zo(x) 是 具有 形 如 (28.46) 的 关系 的 非 平 凡 解 ; 则 


yo(Z)zotZ)dz = [ WC exp (f DE de dz #0 (28.57) 


由 于 第 二 个 被 积 函 数 保 持 固 定 符号 . (28.57) 是 证 明 特 殊 的 非 齐 次 方程 组 


Liy] = yo(7), Llz] = zo(2), (28.58) 
Uily| 一 0, U2lYy| 一 0, Vi[z| 一 0, Volz| 二 0 


不 存在 非 平凡 解 的 关键 ; 为 此 , 用 Green 公式 
b 加 x 二 
f [zr vita = 2 -yial, 
选取 
4 一 yo(zZ)， 二 z(X), 
这 里 
Llyol 一 0, Llz) 一 - 2Z0( 代 )， 
利用 分 别 的 齐 次 边界 条 件 , 得 出 


b 
/ yo(z)z0(Z)dz = 0, 
它 与 (28.57) 矛盾 . 取 


满 下 


了 加 = yo(7z), Llz0]=0, 


以 后 可 得 到 同样 的 结论 . 

鉴于 上 面 的 发 现 , 去 寻求 (28.58) 中 两 个 方程 组 的 具有 像 一 阶 导 数 在 (a, 5) 
中 单独 一 个 点 xz 失去 连续 性 那样 的 较 少 正则 性 的 解 是 合适 的 , 具体 说 , 伴随 方 
程 组 的 这 样 一 个 解 或 广义 Green 函数 G 的 条 件 包括 


2 7 
jG = -和 os， TT Qa<r,T <b, 


b . 
N= [ wis)dr, VA -0 WA=0 (28.59) 
Z 一 2 十 0 
0 = 
Oz T=T—0 o(T") 
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和 b 
/ G(x,7')zo(r)dr = 0. 


注意 上 述 常 微分 方程 的 非 齐 次 项 与 当 有 自 伴 性 质 L = 工时 广义 Green 函数 
(28.15) 中 的 非 齐 次 项 的 形式 相同 . 构造 方程 组 (28.59) 的 解 的 问题 留 作 后 面 的 
习题 . 

Green 函数 将 会 出 现在 本 书 的 后 面部 分 , 且 不 仅 是 用 党 微分 算 子 定义 的 那些 ; 
不 过 随后 的 观察 将 使 人 们 很 好 地 感受 到 与 偏 微分 方程 问题 相 联 系 的 Green 函数 
的 变 体 的 重要 性 . 设 y(x,t),t > 0 表示 对 变量 t 有 Laplace 变换 式 的 一 个 函数 ， 
即 


OO 
Y(z,p) = / e Piy(z,t)dt, Rep>c. 


把 这 个 积分 变换 应 用 于 y(zx,t) 的 一 个 线性 偏 微 分 方程 ( 当 方 程 的 系数 是 常数 时 ， 
确实 ) 给 出 了 Y(x,p) 的 关于 z 的 一 个 常 微分 方程 , 其 中 p 是 参数 , 非 齐 次 项 由 
y(z,t) 及 其 关于 上 的 导数 在 t = 0 的 指定 值 确定 . 所 以 这 常 微分 方程 的 解 可 借助 
于 一 个 适当 的 Green 函数 G(x, x,p) 表 出 , 此 后 原 偏 微分 方程 的 解 从 反 演 积分 得 
出 , 即 

mt) = 17 f Yon)dp 


这 里 的 积分 围 线 在 p 平面 中 适当 地 选取 . 
习 题 28 
1. 求 满足 以 下 条 件 的 Green 函数 G(p,p') 的 显 式 表达 和 式 : 
0 0 
B+ G=0, pA#Pp, b<pp <a, 
G(b,p')=0, Gla,p)=0 (i) 
和 ‘+0 

9 P=Pp 
-一 - (7 一 一 |. 

‘6p | 


将 变量 p,p' 或 0>,p- 换 成 另 一 对 o,o' 使 得 


p> =all—o<l, p< = all— o>), (ii) 

验证 需 级 数 表 示 式 
vl ii 
6-1TRI 人 im (i) 
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这 里 
ec 1 2 
亿 
且 用 到 了 关系 式 
inf1 2]=—-)》 ~ |z|<l. 
n= 二 1 4 


在 一 长 共 轴 圆柱 (6 < p < ol) 内 被 一 固定 压力 梯度 所 驱赶 的 点 性 流体 的 
定常 轴 向 速度 wu(p) 满足 方程 组 


0 1d 

一 -二 | 二 一 4 
就 i " WW) 
ulb) =0, wu(a)=0, 


这 里 后 面 一 对 是 无 滑 边界 条 件 . 用 Green 函数 (iii) 去 确定 


人 (vw) 


当 5b 一 0 和 圆柱 形 流 区 域 只 有 外 边界 时 导出 u(o) 和 up) 的 式 子 . 
直接 求解 (iv) 提供 了 一 个 简单 解析 结果 

in 

a p+ (0 

In 


3} 


ulp) = 


a 
然而 如 果 e 二 工 - _，0, 它 本 身 不 容易 提供 精细 的 近似 式 , 因而 这 里 结果 
(Vv) 证 明 是 有 好 处 的 . 

2. 假设 与 自 伴 线性 尊 子 


d 


-上 (nla + g(z) 6 
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和 一 对 边界 算 子 Ui,U。 相 关联 的 普通 Green 函数 不 能 找到 ， 由 于 齐 次 方 
程 组 / 

Liy=0, a<Zz<b, 人 

Uily| =0, Uzlyl=0 
存在 具有 连续 一 阶 导 数 的 非 平 凡 光 滑 解 , 例如 说 yy = yo(T)， 考虑 非 线 性 常 
微分 方程 

LIG| = —yo (x)yo (x ), (iii) 
用 来 定义 一 个 修正 Green 函数 G(X,7X ); 且 回 顾 以 下 关系 式 (参看 (27.4)), 对 
算 子 工 的 齐 次 党 微分 方程 的 任 一 对 解 y,z, 若 它 们 在 (4, 上) 内 的 分 别 点 ZX') ZY 
处 有 不 连续 的 一 阶 导 数 , 则 有 


b dy dz zt 二 b 
| er valde) | 
Np | dy dy . 
p(x )2Z(Z ) 区 0 x , (iv) 
六 ji dz dz 
tp 1 区 T=7X 二 0 dz | 
特别 地 , 选取 
4 一 CCZ,Z )， 一 yo{(7), 
且 假 设 ， 
d dz] 
pa|: 开 -y 旦 | =0 O 
如 果 
6G T= 二 0 ] 
OT T=T'—0 p(X') 
由 (iv) 能 推断 出 关于 yo(Z) 的 什么 条 件 ? 


b 
/ G(x, rw’)yo(x) dz 一 0 


成 立时 , 用 (iv) 去 推演 出 G 的 对 称 性 . 


3. 考虑 方程 组 


qd27/ 
dy dy 
Uily| = y(—1) 一 y(1) 一 0， U2| | 一 一 一 一 了 一 
dz jl dx z=+1 
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含 微分 方程 


它 包 括 了 周期 边界 条 件 . 证 明 存 在 一 个 修正 Green 函数 , 即 


Z 一 2 (x) 


G(x,x') 一 


列举 它 的 具体 性 质 并 证 明 所 有 这 些 被 满足 . 


.二 阶 常 微分 方程 


d ady| 2 dy dy . 
Lly| = 和 |0 Y=0- r” 了 一 27 = 0, l<z<1 (i 


有 自 伴 形式 且 有 一 个 令 人 感 兴趣 的 特征 , 它 起 源 于 最 高 阶 导 数 的 系数 函数 
p(X) 二 1 一 x? 在 区 间 的 两 端点 二 土 ] 处 为 零 这 一 事实 ; 这 样 


且 边 界 项 对 连结 一 对 解 y,z 的 关系 式 ( 见 问 题 1 中 的 (iv)) 无 贡献 . 取代 显 
式 边界 条 件 , 要 求解 在 = 土 1 的 正则 性 或 有 限 性 就 足够 了 , 因而 得 到 一 个 
完全 的 自 伴 方程 组 . Z = 土 ] 是 常 微分 方程 Lly] = 0 的 奇 点 反映 在 一 对 基 
本 解 


工 十 了 
1 一 并 


yl 一 | ， Ya2 二 In 
中 , 即 yo 在 工 二 土 1 处 变 成 无 穷 . 
验证 : 选取 非 齐 次 常 微分 方程 


且 用 其 特 解 


来 构造 一 个 修正 Green 有 函数 


G(r,7) = 5 In 2+3lnl( 2)(l +7>) (i) 


使 得 
+1 
/ G(x,7X')dr = 0. 


一 上 


一 问题 中 者 虑 的 这 种 类 型 的 微分 算 子 上 与 旋转 弦 的 运动 有 关 , 假设 有 均 
和 的 琶 在 端 被 缚 牢 到 一 刚性 支柱 上 且 绕 后 者 以 均匀 角 速 
度 9 旋转 ; 如 果 重 力 和 空气 摩擦 力 忽略 不 计 , 有 一 运动 的 平衡 态 , 在 那里 该 
蓄 以 线性 形式 在 一 确定 平面 内 旋转 . 从 这 平衡 曲线 的 偏离 是 可 行 的 , 特别 是 ， 
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可 包 插 沿 旋转 平面 的 法 向 的 位 移 . 设 作为 时 间 寺 和 离 支撑 点 的 距离 了 的 函 
数 y(7,t) 表示 离 旋转 平衡 线 的 位 移 . 在 位 于 xX 和 z+dz 之 间 的 一 个 质量 元 
素 pdz 上 有 离心 力 pQ*zdz, 所 以 纺 中 的 纯 张 力 了 (z) 由 离 支 点 (X,1) 的 所 有 
元 素 上 的 力 相 加 得 出 , 等 于 


1 
Ttz) = ng? | zdz = jpo02(2 一 o) 


当 这 表示 式 用 到 小 幅度 统 位 移 的 运动 方程 


上 , 得 出 
一 Q2 Ot2 1 (i) 
V2 


与 密度 无 关 . 分 别 根据 比例 尺度 全 全 用 无 量 岗 变量 工 t 表示 动力 学 方程 
(i) 变 成 


0 2.0y| O02y ., 
关 |0- 四 噶 | = 形 0<2<1. (ii) 
(i) 的 分 离 变 量 和 时 间 周 期 解 
y(z,t) = X(T) coswt (iii) 
与 满足 常 微分 方程 
4 一 2、 dc 一 2 ， 
z 四 = 总 |q 太守 |- 人 人， 和 =w’, 0<xz<l (iv) 


的 坐标 因子 义 (7T) 相 结 合 , 该 方程 是 前 面 问题 中 方程 的 变 体 ,因为 现在 有 一 
个 参数 和 给 定 与 该 弦 振 动 有 关 的 边界 条 件 


X(0) =0， X(1) 有 限 ， (Y) 
对 由 方程 组 


LG=0, Zz 
G(0, x") 一 0, G(1,7'") 有 限 ， 
OG T=Zx'++0 1 


一 pr 
Do 1-—z 
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定义 的 Green 函数 , 导出 互补 的 表示 式 
] 1—Zz 


一 ] 0O<zr&r, 
, 2 1 二 Z Di | 
G(rz,7 ) = | 1] : (vi 
一 》 “< < 1. 
2 1477” ~ 


注意 积分 方程 | 
Xn(Z) = An G(Z,Z )Xn(Z adZ 
0 
它 刻 画 容 许 振动 的 本 征 函 数 和 本 征 值 (或 固有 频率 Xn = w2) 两 者 . 
6. 通过 直接 分 析 证 明 方 程 组 


2G 

=0 TAT, 0<zr,r <1, (jj 
dG| _， dG -4 210 
dz 多 一 0 dz r=] dz T= 二 TX'—0 


无 解 , 即 没有 按 通 常 定义 方式 的 Green 函数 . 

参照 一 个 物理 问题 使 这 种 情形 易于 理解 .为 此 , 考虑 有 均匀 横 截 面 A 
和 弹性 模 量 书 的 一 根 均匀 复合 直 杆 ; 且 假 设 一 个 皮 时 作用 力 导 致 杆 内 平面 
横 截 面 的 轴 向 或 纵向 位 移 . 如 y(X,t) 确定 在 工 的 离 其 静止 位 置 的 一 个 截面 
的 位 移 , 初始 位 于 z 和 ZX 二 dz 之 间 的 物质 薄 广 作为 内 运动 的 结果 得 到 一 个 


宽度 5 
4 
0 十 2 ) dx: 
此 
| oy 
Ox 


确定 在 工 的 局 部 应 变 . 分 别 给 出 在 截面 Z,Z+dz 的 法 向 力 F(T,t) 和 F(X,t) 十 
oF 它们 的 合力 


Or oF 
0 
进入 被 包围 物质 的 运动 方程 , 即 
OF Oy .. 
a = PAD- (ii) 


Hooke 定律 表示 应 变 oY 和 应 力 (每 单位 面积 的 ) 之 间 的 比例 关系 , 即 


Oy 
= 4 万 < 
Ox 
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使 得 (这 ) 可 重 写成 y(7,t) 的 偏 微分 方程 , 即 
Oy 1 O*y 


B22 Bo © = BE/P a 
当 杆 的 两 端 无 应 力 时 边界 条 件 
Oy Oy 
az T= | Or T=] 
适用 , 采用 
y (zx,t) = X(T) coswt (Vv) 
作为 解 的 形式 , 从 (iii) 得 出 六 (TZ) 满足 常 微分 方程 
dX * 
+A 和 X=0 0<z<l, 入 = 与 (vi) 
带 有 未 知 的 参数 和 且 边 界 条 件 (iv) 推断 出 
dxX dX , 
dr T 一 0 1 dr 区 一 1 wD 


显然 , 对 六 的 一 个 常数 值 , 它 对 应 于 该 杆 的 一 个 平移 , 在 静止 或 零 频 率 极 限 
( 即 w = 二 0) 情况 下 满足 (vi), (vii). 

对 Green 函数 的 方程 (i) 指出 这 样 一 个 静 位 移 类 型 , 它 可 归 因 于 市 自由 
端的 杆 的 内 点 x = x 处 的 局 部 化 力 ; 然而 这 些 是 不 相 容 的 特征 , 由 于 该 力 会 
使 得 整个 杆 处 于 不 定常 平移 运动 中 . 

将 (i) 中 的 常 微 分 方程 换 成 另 一 个 ， 即 

2G 
dz2 
而 同时 保持 该 方程 组 的 所 有 另外 的 方程 , 一 个 修正 Green 函数 能 被 确定 ; 如 
果 7X' = 二 2/3, 用 后 者 去 表示 杆 内 的 整个 位 移 和 应 变 曲 线 . 试 证 明 修 正 Green 
池 数 的 方程 组 是 自 相 容 的 , 具有 局 部 化 力 和 沿 整 个 杆 的 一 个 均匀 作用 力 之 间 
的 相互 平衡 或 均衡 . 
.包含 一 个 参数 的 常 微 分 方程 


一 一 1， ZX 


LT 
Ly = 元 0 z) 针 | = Ay, l<z<l1 
的 一 个 解 的 处 处 正则 性 能 得 到 当 且 仅 当 ， 


和 =—n(n+1), n=0,1,... 
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且 当 这 些 解 是 nn 次 多 项 式 已 (zZ) 时 , 称 为 Legendre 多 项 式 . 问题 3 的 修正 
Green 函数 在 其 定义 方程 中 包含 此 算 子 上 且 有 形式 


cm- 2 _In2+ > In[( _ x)(1+ x) 


它 是 积分 方程 
P,(z) = mn 十 了 / G(x,2') P(r de 0) 
-1 


的 核 , Legendre 多 项 式 满足 该 方程 . 为 证 实 这 个 性 质 , 引入 辅助 函数 
F(z)= | P(r dr 
(2) / Pa(z)de 
且 注 意 由 此 直接 得 到 的 它 的 特殊 值 
F,(-1)=0. (ii) 


其 次 , 在 -1 和 z 之 间 积 分 常 微分 方程 


d » dP, 
Iz 一 ) +n(n+t 1)P, 一 0 
得 到 关系 式 jp 
(1 一 7 ) 十 mm 十 1) En(Z) 一 0， (iii) 
它 推 断 出 


借助 于 ( 道 ) 的 归 约 式 
/ lIn(l1 二 x ) P(r )dr 


= 土 In(1 二 x)F, (7x) (1 土 x)P, Fn(7)], 


1 
n(n+1) 
计算 | 
/ G(x, x PT az 
一 1 
并 验证 (i). 
8. 考虑 一 个 双 线 性 展开 式 


Sin nAT sin nnx’ 


G(x, x') 一 2 2 nn (i) 
人 一 
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它 是 用 由 


d*y 
jz2 + Y=0, 0<Zx<1, 
y(0) =0,， vy(1)}=0 


确定 的 齐 次 边 值 问 题 的 规范 化 本 征 防 数 


: 1 
pn(z) = V2 sinnnz, / ps2 (x)dr=1 
0 


和 本 征 什 
Mn = (nm)’ 
形成 的 . 
断言 : (i) 表示 一 个 相伴 的 Green 函数 , 即 
G(Z, Z ) 一 rx<(l 一 Z、) (ii) 
具有 性 质 
d2G 
dr 一 0, 履 天 淡 ， 
G(0zZ )=0，CGUzZ)=0 
和 时 
pele Zz 二 TX 二 0 
Or T=7T/~—0 


作为 以 上 断言 的 一 个 检验 , 选取 z = z' 一 5 且 从 (i) 得 到 熟知 的 数值 级 数 


— 1 
2 GT TS 


7 一 0 
它 由 给 定 关 系 式 
1 1 1 
2 (2m + 1)2 
推断 出 另 一 个 
1 -4V. 1 _T 
on 3472+1)* 6€ 
决定 定义 方程 为 
2 + My =0 0<xz<1, 
y(0) = 0, | =。 
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的 齐 次 边 值 问题 的 和 且 构 成 相关 的 Green 函数 G(z,zZ') 的 
双 线 性 展开 式 . 当 了 并 = 三 去 > 时 从 这 展开 式 可 得 出 什么 推论 ? 
9. 求 齐 次 方程 组 
d“y / 入 
dz2 人 2 一 
y(a) 一 0， y(6)= 二 0，ZX 十 2 关 0 在 (a,b) 内 


0, a<rz<b, 


2 
的 本 征 函 数 和 本 征 值 , 然后 得 出 关于 算 子 卫 二 人 的 Green 函数 的 双 线 性 
展开 式 


10. 决定 由 方程 组 
Ce -2 GV,0,A)=0, #8, 0<8,8 < 27, 
G(0,9, AN) = G(27,8, A), 
9 9 二 3’ 二 0 


一 ”一 一 一 二 一 1] 
v=0 OY v=’—0 


0 


OV 


OG 
VD=27 OY 


规定 的 带 有 周期 边界 条 件 的 一 个 Green 函数 G(3,?Y, 和 ), 且 给 出 它 的 双 线 性 
展开 式 . 证 明 这 展 式 和 用 离散 的 余弦 函数 米 表 示 一 般 余 纤 函数 的 展 式 , 即 


CoS aTx = 2 sna 区 -2 和 
一 致 
11. 考虑 常 微分 方程 
d dy 
z= 大 (z 针 ) -Qta)y-f), 0<2<! 四 
且 假 设 解 满足 条 件 
Iy(0)| < oo， y(1) = 0. (**) 


给 出 齐 次 方程 Lly| = 0 的 通 解 
T 2 一 2 
y(T) = a 十 c |/ 了 do ; 


为 求解 (*), (**), 时 出 一 个 合适 的 Green 通 数 . 
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12. 什么 是 可 直接 得 到 的 方程 组 


71 

= 一 f(r) 0O<z<l1, 
d 

y(0)=0,， 7 -yl)=0 


dz 


X=1 
的 解 的 Green 通 数 的 合适 的 规定 ?得 出 此 Green 通 数 的 双 线 性 展开 式 并 检 
验 之 . 


13， 当 没有 外 力作 用 时 , 具有 两 自由 端的 均匀 弹性 村 的 横向 位 移 y(z,t) 由 以 下 


方程 组 所 刻画 : 
Oy Oy 
B22 + Dai = 0 0<z<l, 
DZ2 1， cz 0x73| _, 07x3| | 
引入 适合 于 自由 周期 振动 的 解 的 形式 
y(7x,t) = X(T) coswt, 
坐标 因子 X(z) 的 方程 组 是 
dx w2 
jr -A=0, 0<z < ^= 万 ， (i) 
dX dx dX dX 
dz2| -0 ” drs| -0 2 和 


当 入 = 0 时 , 一 对 无 关 的 非 平 凡 解 立即 可 确定 , 即 
Xi1 一 A 二 XQ, 


且 如 果 a 二 1/2, 这 两 者 是 正 交 的 ， 即 


{ 
. / X11Xod7 一 0; 
' 0 
此 外 ,显然 Xr 二 1 和 X* 一 工 - 5 分 别 描述 均匀 横 位 移 和 绕 该 杆 中 点 的 旋 
转 ， 鉴 于 以 上 所 述 讨论 如 何 去 找 与 方程 组 (i) 的 本 征 函 数 和 非 零 二 征 值 相 
结合 的 Green 遂 数 . 
当 村 的 两 端点 固定 且 (i) 中 边界 条 件 换 成 


dx | dX 
X(0)}= 二 0， 一 ~0 XX(D 一 0， 一 —0 
(0) = 0， az|, 0 (1) = 0， 一 
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时 , 研究 对 小 横 位 移 的 类 似 问 题 . 证 明 在 这 种 情况 下 本 征 值 方 程 


2 2 
COS (与) cosh (与) 一 二 


决定 振动 的 固有 频率 w. 


”14, 给 出 方程 组 


dy Ny 1l, 0<7z<1/, 
-1, 1/2<z7zx<1, 


和 包含 任意 常数 C1,C2 的 表示 式 
yi(7) = > (1 一 COS VAz +CisinVAz，0<7z<1/2， 
y2(Z) = -3 (1 ~ cos VA(1 — z) ) +C2sinVA(1 ~—7x), 1/2<z<l1, 


它们 每 一 个 满足 合适 的 常 微 分 方程 连同 一 个 单独 的 边界 条 件 . 证 明 C1 和 C2 
可 通过 对 y1,y2 及 其 一 阶 导 数 在 x = 1/2 的 连续 拟 合 的 要 求 来 确定 ; 刻画 不 
可 能 用 这 样 的 方法 来 确定 QO1,C2 的 入 的 例外 值 . 详细 阐述 对 方程 组 (i) 的 
Green 函数 方法 且 与 前 面 的 分 析 作 比较 . 
15. 验证 由 关系 式 
dy 
dr 
dy 
dar 
规定 的 非 齐 次 边 值 问题 的 解 的 存在 性 的 必要 条件 为 


=—f(r), 0<z<L, 


X=0,L, 


/ f(z)dr = 0, 
如 
且 这 解 能 表示 成 形式 
v7) =v(0)+ / (2 — 1) f(z )dz, (1) 


其 中 y(0) 可 取 任 意 值 . 验证 (i) 与 借助 于 对 称 修正 Green 函数 G(X,7') 的 表 
示 式 


l l 
V(Z) = i/ vz)dz + 上 G(rz, 7 )f (rx dr 


16. 
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之 间 的 等 价 性 , 其 中 G(x,7z ) 满足 方程 组 


OG 1 , | 
DB 二 一 了 TArT, 0<7r,xr <L, 
96] -0 00) 0 sc 
Oz T 一 0 Oz r= Or t=X'—0 
和 | 
| G(X, 7’')dzr = 0; 
0 
证 和 实 并 应 用 短 量 公式 
| | | 
| sf)ds =y) -v0), | fojdz=200-2 f var. 
0 | 0 0 
解 常 微分 方程 
dy 
2 = PTNY + aT), aa<7<b (i) 
带 边界 条 件 
Oy _ CUV _ ,. 
dz X= dz xX 二 b ， QD) 
有 一 种 方法 是 求助 于 较 简 单 的 比较 方程 组 
2, . 
SY = g(r), a<rz<b, 
dy | dy _， (iii) 
dz ja dz jb 


使 后 一 问题 受 (现在 熟悉 的 ) 约束 ， 即 


b 
| qa =0: (iv) 
且 如 果 这 一 条 件 满足 , 则 存在 ( 道 ) 的 一 族 解 ， 即 
b 
vs) = | Ks, 2 als)ar’ + (v) 
这 里 
K(x, 1) = T 一 0 和， 和 > 
TT 0, TT.. 


当 (iv) 不 成 立时 , 另 一 种 方法 用 到 这 样 的 事实 , 即 (ii) 的 每 一 个 解 必 须 满 
足 类 似 关 系 式 ， ， 
入 / p(T)Yy(T) az 十 / q(T}dr = 0; (vi) 
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此 外 , 在 (v) 中 将 g(z) 换 成 g(z) 十 Xp(z)y 后 , 由 此 得 出 这 种 解 也 满足 积分 
方程 
p b 
y(7x) -|/ Ker)p(e ya)dr + K(x,7x')gq(r')dr'+oC. (vii) 


详细 描述 如 何 能 从 (vi), (vii) 中 消去 常数 C, 导出 由 (i), (ii) 确定 的 函数 y(z) 
的 一 个 确切 的 积分 方程 , 如 果 


b 
/ p(z)dz #0 


且 在 p(T) = 二 1 的 特殊 情形 下 给 出 这 个 积分 方程 的 具体 形式 . 
17. 考虑 第 微分 方程 


a2 
了 = f(x), 0<z<! (i) 
和 补充 条 件 z 
! 
: y(0) = y(0), / ydz = 0, (ii) 


其 中 一 个 有 积分 表示 式 . 检验 (i) 的 通 解 
,= | (so) fe)dr + Cr + Cs 
. 0 
能 通过 适当 选择 常数 C1, 0 而 满足 条 件 ( 训 , 然后 可 表示 为 
| 
y(z) = / K(z,z') f(z )dz’, Giii) 
0 


和 ‘(zx—D) zz(I—2) 
[一 必 一 几 
TT’—{) ZL 一 2) 
Ta 
是 其 自 变量 的 非 对 称 了 区 数 且 具 有 所 和 要求 的 性 质 


2 > 2 


K(z,7’') = (iv) 


K(0,7’) = K(,7") 


和 | 
1/ 玫 (TZ dr = 0. 
0 


用 直接 方法 且 用 (iv) 验证 齐 次 积分 方程 


l 
p(z) =A 人/ K(z, x pr dr’ oy) 


第 二 十 八 章 ”Green 郴 数 及 其 推广 . 343 . 


的 解 满足 关系 式 
do 
3 = NPL) 0<z<l, 
(vi 
2 三 0)， / PT)Ar = 0. 


由 于 最 后 这 个 积分 条 件 和 该 常 微分 方程 联合 起 来 推断 出 


dp| _ dy 
dz 二 0 dz zl 
(vi) 的 所 有 解 必须 是 周期 函数 , 即 
COS es sin 并， = 1,2, 


县 对 应 的 本 征 值 是 
(于 ) 
m=-(—). 


其 次 , 将 (v) 中 的 积分 方程 换 成 另 一 个 带 对 称 核 的 积分 方程 , 即 


! 
el) = 入 全 Gez)ye(e)ar (vil) 
0 
这 里 
G(x,7’) = K(x, 7 ) 十 ee- 和 
(viii) 
_ (> 二 Z< 儿 一 z> 十 Z<) 
2/ 
由 此 和 导出 关系 式 


! | 
/ p(T dr 1 / dw =0. 


如 果 入 关 12/12, 关于 积分 方程 (Vv), (vii) 中 的 p(x) 能 引出 什么 结论 ? 又 如 果 
入 二 12/L2, 什么 样 的 齐 次 常 微分 方程 描述 w(z)? 在 后 面 的 情形 下 , 证 明 存 在 
常数 解 p(X) = 1, 它 显然 符合 条 件 


加 dy dy 


r=i 
对 照 两 个 函数 G(T,X') 和 K(X,7X') 的 本 征 函 数 和 本 征 值 , 证 明 G(xz,X ) 有 周 
期 Green 函数 且 给 出 它 的 双 线 性 展开 式 . 
18. 常 微分 方程 
[加 =z2253+z2 -My =0 中 
上 沙 
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及 其 伴随 方程 
Liz| = x? ds 3 (1 A):=0 


两 者 能 用 带 有 可 自由 支配 的 常数 a,B 的 需 函 数 
y(T) = 7x, 2(T) 一 TH 
显 式 解 出 ; 当 1 <z<2 且 适用 分 别 的 边界 条 件 


1) y(1)= 0, vy(2)=0, 
2) dy dy 


一 一 0, _ 
dz jl dz |,_» 


时 , 导出 算 子 L, 的 Green 函数 . 如 果 有 限 性 条 件 加 在 端点 工 二 0 上 , 找 出 
在 区 间 0<Z<1 上 的 对 应 Green 肖 数 . 


19. 提出 用 一 种 Green 函数 方法 与 非 齐 次 常 微 分 方程 
Lly(t)] = f(t), t>0 / (i) 


相 联 系 , 这 时 通过 指定 初始 (而 非 边 界 ) 条 件 来 选 解 , 即 当 yy 及 其 t 时 数 在 
自 变 量 的 一 个 值 , 如 在 (时 间 ) t = 0 给 定时 . 例如 , 考虑 算 子 


一 0 


0 d 
2 
L= + 24 十 


“a 
其 伴随 算 子 是 
L d 2 4 十 天 
a a 
如 果 上 ,kk > 0, 则 (i) 表示 具有 质量 m 的 衰减 线性 振子 的 运动 方程 , 且 条 件 
,Om 刘 -。 
分 别 确 定 初 位 移 和 初速 度 . 


利用 恒等式 


zLly] ~— yLlz) = m (: VY - y 军 2p 


连同 选择 
y = Y(t), z= G(t,t), 
在 t= 二 0 和 t=t* 之 间 积 分 , 由 此 推导 出 : 如 果 


FIG] =0, t@#¢t (i) 
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t=t' 十 0 


er 


aG 
3t 


和 


1 
m 


t=—t'—0 


则 
[Eur 一 yt 


， <. (iv) 
t=—0 


一 Mm (5 一 ,和 十 21yG 
一 对 指定 值 V(0), 38| 。 能 直接 代入 (iv) 中 ; 由 于 
+ 二 


* dy 
y(t ) rp ZF 


t=t* 
”的 值 未 知 , (iv) 中 的 对 应 项 通过 加 在 G 上 的 条 件 , 即 


~ DG 


本 EN (了 7 _ 水 / 
C(t ,t) 一 0 让 0， 志 >t (v) 


t=—t* 


而 消去 , 接着 将 太 换 成 t(t > 1) 后 , 结果 得 到 (ifii) 的 解 的 一 个 表示 式 


t ~ ~ 8G ~ 
y(t’) = / G(t,t) ft)dt + mvoG(0,t) — myo 一 -| +2puy0G(0,t). (vi) 
0 


Ot 
t=0 
证 明 由 方程 组 
LIG| =0, tt, t,t >0, 
G(t,t)=0, tt (vii) 
和 re 
8G 1 
Th 
t=t‘—0 


(这 里 最 后 的 等 式 是 由 (Vv) 中 约定 的 性 质 所 规定 的 (iii) 中 等 式 的 一 个 修改 ) 
所 定义 的 伴随 Green 函数 G(t,t") 有 显 式 


0， t>t 


fp FN u(t—t )/m 2 ，,， 
Gb) = 1 -人 -| p< te (Vi) 
nT k pn 2 mn nn 
元 一 人 (元 ) 
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G 中 交换 自 变 量 所 得 到 的 与 其 相 联系 的 函数 , 即 
CG( 人 tt) _ G{t",t’) 
定义 算 子 上 L 的 Green 函数 , 其 显 式 表示 是 


1 一 At 一 t )/m k 2 
一 sin 一 一 (一 ) (t—t)r, t>t, 
7 k mm mm 


元 一 (全 ) 


这 里 的 记号 强调 G 对 自 变 量 之 差 的 依赖 性 . 
如 果 方 程 组 (i),(ii) 的 解 (vi) 用 后 面 的 (或 原来 的 ) Green 函数 改写 , 则 


OG 
y(t) = | Gt —t) ft) dt + mvoG(t) — mvo Fr + 2uy0G{t); (Xx) 
0 t'=0 


在 (ix) 的 基础 上 , 估计 在 (x) 中 依赖 于 初始 数据 的 贡献 且 证 实 这 样 得 到 的 解 
的 性 质 . 


第 二 十 九 章 


但 微分 方程 、Green 国 数 和 积分 方程 


早先 有 关 Green 函数 和 积分 方程 的 论述 是 由 于 它们 和 本 书 的 主题 一 一 偏 
微分 方程 一 一 密切 相关 而 促成 的 ， 因 此 , 在 继续 讲述 正 交 函数 和 相关 的 (例如 
Fourier) 展开 的 技术 细节 之 前 来 说 明 一 下 这 种 概念 和 公式 化 表述 的 直接 作用 是 


值得 的 


考虑 端 反 园 定 的 均匀 拉 紧 纺 由 按时 间 周 期 性 的 且 沿 弦 的 长 度 变化 的 外 力作 


用 造成 的 运动 ; 在 线性 或 小 振幅 运动 的 近似 下 , 其 支配 方程 是 


9 20°y 
2 © Gri | 
y(0,t)=0, yl,t)=0, t>0, 


(T)coswt, 0<7x<l, 


这 里 y(x,t) 表示 横 回 位 移 (平行 于 外 力 方 向 ). 周期 啊 应 
VD 四 一 (ZJcoswt 


刻画 了 坐标 因子 X(z) 的 特征 , 即 满足 


X(0) =0，XO) = 0. 


1 Ww 
7 tAX = ~3f(7), 0<Z<1 三 一 


(29.1) 


(29.2) 


(29.3) 
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利用 Green 函数 (回顾 (27.16)) 


7 一 十 0 
G(x,2) = 7) 二 _1, (29.4) 
T |z=z' 一 0 
(29.3) 能 换 成 天 于 图 数 X(z) 的 函数 方程 或 积分 方程 , 即 
X(Z) = g(x)+ 人 G(r, x)X (x)dr’, (29.5) 
0 
这 里 系数 和 和 函数 
90(Z) = a/ G(rx, x )f(r dr (29.6) 
0 
两 者 通过 外 力 来 具体 确定 是 已 知 的 . 


有 一 种 一 般 方法 去 解 如 (29.5) 这 样 的 非 齐 次 线性 积分 方程 ， 它 是 由 
FE. Schmidt ( 施 密 特 , 1876 一 1959) 于 1907 年 开创 的 , 本 质 上 依赖 于 其 对 称 核 
G(z,z) 的 本 征 函 数 on(z) 及 相关 的 双 线 性 展开 式 ; 对 特别 的 代表 (29.4), 其 规 
范 化 本 征 函 数 


2n(Z) = 7 Sin 一 一 n= 1,2, 
满足 
dz 
3Pn +t Anpn = 0, 0O<z<Ll, 
pn(0) =0, pn(l)=0, 
和 本 征 值 
An = (nr/0)’ 
一 起 出 现 于 齐 次 积分 方程 
l 
pn (xX) = | G(x, 7 )pn(Z dr (29.7) 
0 
中 , 且 双 线性 展开 式 
八 — pn(T) Pn(T’) 
G(x, x’) = 2 OT (29.8) 
成 立 . 


应 该 指出 形 如 (29.5) 的 非 齐 次 积分 方程 不 必 总 有 解 ; 这 样 一 种 情况 出 现 于 

有 关 的 方程 
pn (2) = X(1) — Mn / G(z, 2 ) X(T dr (29.9) 

0 
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之 中 , 其 中 给 定 的 函数 g(x) 是 一 个 本 征 函 数 而 其 系数 等 于 相 联 系 的 本 征 值 . 这 
样 , 用 on(z) 滋 (29.9) 式 且 在 z=0 和 z=! 之 间 积 分 , 利用 G 的 对 称 性 和 关系 
式 (29.7) 后 , 求 得 


1= / X(T)pn(T)dr 一 Xn / / pn(ZJG(zZ DJX(Z dzdr 
一 / X(z)pn(zZjdz 一 和 Xn / (ZJdz / G(x,T jpn(x )dr 
= / 有 (Z)jopn(zjaz 一 / X(T)Ppn(rT)ar = 0. 


由 于 上 述 矛 盾 依 赖 于 选择 和 = 和 A;, 以 后 假设 


入 大 X n=1,2,... (29.10) 
是 合适 的 . 
特殊 的 积分 方程 
pn(zT) = X(T)— 和 G(s, 2 Xr dr! (29.11) 
0 
能 通过 假设 


X(T) = cpn(x) 
月 再 次 利用 (29.7) 来 求解 , 由 于 常数 c 的 唯一 的 值 可 得 到 , 即 


Am 
mn 一 入 


鉴于 (29.10), 它 是 一 个 有 限量 . 线性 性 质 可 用 来 支持 以 下 结论 , 即 当 


二 


g(7) = 》 ,cnpn(7) 


时 ， 
X(z)=》， oo) 
n 二 1 7 


满足 (29.5), 且 系 数 完全 是 任意 的 . 
其 次 , 从 上 面 的 有 限 多 项 求 和 式 到 无 穷 级 数 表 示 式 


g(z) = 》 cnpn(z) (29.12) 
和 一 荆 
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的 推广 表明 这 里 的 系数 由 
cn = / ja) (dz. n= 1,2,... (29.13) 
所 规定 , 用 pm(x) 乘 (29.12) 且 在 右边 逐 项 积分 旦 考虑 到 正 交 性 质 
| pnpm(s)dr =0， mA 


即 可 推出 . 对 一 大 类 函数 的 (29.12) 型 展开 式 的 细节 和 验证 将 在 以 后 几 章 中 详细 
表 出 , 这 里 只 需 指 出 表示 式 


- 和 
X(T) = 
2 XPn(?) 
是 该 积分 方程 的 一 个 解 且 注意 该 式 的 重 排 
X (Zi) = or A 和 一 人 Pr(Z) 


1 (29.14) 
= gs) + A DD en 人 
n=1 
这 里 最 后 的 式 子 显然 依赖 于 (29.12). 
为 了 支持 上 述 论据 , 令 
: F(z) 一 X(Z) 一 、/ CUz,Z )X(r dz ， (29.15) 
0 


为 证 明 
F(z) — g(x) = 0, 
把 (29. 14) 代入 (29.15); 因此 , 从 (29.14),(29.15) 有 


F(x)—9(x) = | 于 Xe 四 -ce T st Pn(T jE "| 


这 里 必须 的 简化 依赖 于 G(x, x) 的 一 对 特征 式 (29.7),(29.8). 
形式 上 继续 进行 , 利用 定义 (29.13) 后 出 现 


{ 
/ G(x, x')g(z' dx’ = / ) 2 ne g(z')dz' = > XPn(z); (29.16) 
也 有 
! 一 Cn 1 一 Cn . / / / 
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因此 


OO 


! 
/ G(x,7') a Da A XPn(Y) dz = 2 人 pn(Z)， 


所 以 , 正如 所 要 求 的 那样 
F(z)— g(r7)=0. 
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如 果 有 关 级 数 是 一 致 收敛 的 , 运算 的 倒转 或 互 换 次 序 , 即 前 面 关 系 式 (29.16)， 
(29.17) 中 的 积分 和 求 和 运算 的 互 换 是 合法 的 , 这 一 问题 现在 不 详 述 . 假使 那样 的 
话 , 承认 积分 方程 的 对 称 核 G(x, x ) 有 一 致 收敛 的 双 线 性 展开 式 (29.8) 和 (29.14) 
中 的 级 数 也 是 一 致 收敛 的 , 则 上 述 积 分 方程 有 解 , 表示 成 (29.14), 其 中 系数 cn 称 
为 g(x) 关于 该 核 的 规范 正 交 本 征 隙 数 系 的 Fourier 系数 .对 非 齐 次 积分 方程 
(29.5) 的 Schmidt 解 (29.14) 的 更 广 的 可 应 用 性 , 不 再 以 其 核 函数 G(z,z") 的 双 
线性 展开 式 的 一 致 收敛 性 为 条 件 , 能 借助 于 引入 并 利用 原核 函数 的 迭代 来 建立 . 
当 参 数 和 不 同 于 每 一 个 本 征 值 X。 时 , 表示 式 (29.14) 构成 唯一 解 ; 然而 , 如 果 


和 = Xm 且 存 在 仅 有 一 个 相关 的 本 征 函数 pm(z), 在 方程 
{ 
g(X) = X(T)— xm GZZ X(T dr 


1 X(T)Pm(T) dr 一 Am /1 we (x,7X')X{(r')drdr’ =0 


提供 了 (29.18) 的 解 存在 的 一 个 必要 条 件 . 此 外 , 当 (29.19) 成 立 或 
l 
/ g(T)Ppm(T) dr =0 
时 ,(29.18) 的 解 取 形式 


OO 
全 cnDn(Z) 
从 (Z) = g9(7) + Am 2 入 二 和 
nm 


显然 不 能 断言 区 (x) 是 唯一 的 解 , 因为 
X*(z) = X(z) + aom(z)， a 任意 


确定 了 解 的 单 参数 族 ; 在 几 个 (无 关 的 ) 本 征 函 数 pm(z),pmii(z)，… 


对 应 于 同一 本 征 值 入», 的 情况 下 , (29.20),(29.21) 的 对 应 部 分 是 
Xerfzj = g(r) 4 No, 3 Cnpn (7) 


NFMmMm+1l,… ,m+p 


十 Q1pm(Z) 十 Apm+1(T) + T+ pripmt+p(T), 


(29.18) 


(29.19) 


(29.20) 


(29.21) 


， Pm+p(T) 


(29.22) 
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带 有 任意 种 数 CT CDp 二 1. 


回 到 原来 (29.1),(29.2) 所 规定 的 弦 运 动 问 题 , 然后 用 积分 方程 (29.5),(29.6) 


重 写 , 立刻 得 到 强迫 啊 应 , 即 


， 放 
DO Cn 下 一 一 一 
DZ， 一 9(Z) 十 2) > /2 加 COS wt 
一 |] 


和 
l 一 一 
“=7 | osn Sde, gs) =/ ae 
如 果 , 
own = (—) ， 一 1,2, 
描述 该 弦 运 动 的 方程 组 的 通 解 是 
y(z,t) = y(z,t) + 3 Cos wnt + By, sin wnt) sin -一 
这 个 级 数 包含 齐 次 或 不 受 力 的 偏 微分 方程 
PY oY 一 0 0<Z<! 
的 特 解 
.NnT nnct ,NAT .nnect 
SINn J COS 1 Sl1n i S11 。 
给 定 条 件 
Vy(Z,0) = 0， 到 ~0, 0<z<l, 
t=0 


它 规定 弦 的 零 初 始 位 移 和 零 初速 度 , 因此 从 (29.24) 推导 出 合适 的 解 是 


OU 2 
2 ?TY 
2W(Z， t) 一 2》, 3 {cos wt 一 COS wnt} 2 sn a 


2 
(全 一 
们 一 1 入 


当 w 一 wm, (29.25) 中 的 一 项 占 主导 地 位 , 因为 


d 
coswt ~ coswmt J (cos wt 一 Cos wmt) 


lim 一 一 一 一 一 一 一 一 
2 ,2 dg 

中 一 yn Cy Cu 2 2 

一 一 (ww 一 
了 (om ) 

所 以 得 出 估计 

1 . .nnz 
y(7,t) 三 一 一 Cmwmt sin wmt Sin 一 一; 


V21 | 


(29.23) 


(29.24) 


(29.25) 


t+  ， 
一 SIN wmt, 
ZWwm, 
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上 式 预 示 随 着 时 间 的 无 限制 和 不 切实 际 的 增长 , 它 反 映 了 通过 线性 偏 微 分 方程 
对 该 弦 运 动 的 原来 的 公式 化 描述 中 的 不 足 之 处 . 当 cm = 0 时 , (29.25) 仍 成 立 且 
在 上 一 oo 的 极限 情形 下 避免 共振 突变 , cw, = 0 意味 着 所 加 的 力 f(z) 正 交 于 特 


以 下 考虑 一 个 非 齐 次 扩散 方程 
2 一 8 十 QZ)coswt 0<z<l, (29.26) 
它 的 源 项 按时 间 周 期 地 变化 , 其 齐 次 边界 条 件 为 
u(0,t) =0, w(t)=0, t>0. (29.27) 
引入 复合 表示 式 
u(z,t) = X(r)coswt + Y(7r)sinwt (29.28) 


且 由 (29.26) 推导 出 X,Y 的 看 合 常 微分 方程 组 十 


+ 二 X=0. (29.29) 


回忆 以 前 利用 过 的 对 算 子 工 = 5 且 在 z= 0,1 为 零 的 Green 函数 (29.4), 方程 
组 (29.29) 能 换 成 一 对 耦合 积分 方程 


! 
X(T)= -| G(x, x')Y (7x)dr’ + f{7) (29.30) 
和 和 | 
Y(z) = 2/ G(rx, x )X (x) dr,, 
其 中 | 
f(z) = | G(z,zZ )a(z )az (29.31 ) 
用 消去 法 容易 得 到 X,Y 各 上 自 的 方程 , 即 
{ 
X(Z) = 一 (2) / GO (zr, x Xr dr’ + f(r) (29.32) 
和 a 
Y(x)=— =) / GO) (zx, x )Y (x')dr’ + g(x), 
这 里 


! 
G2 (x, x") -|/ G(r,T G(T", x )dr” (29.33) 
0 
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称 为 核 函 数 G(x,x') 的 首次 达 代 , 且 


{ 
g(x) = 各 / G(r, x q(x) dr.. (29.34) 


这 样 , 利用 解 的 Schmidt 形式 (29.14) 到 (29.32) 型 的 积分 方程 , 结果 是 


X(T) = f(z)— 2) > a “=/ f(z)pn(x (29.35) 
” wN2 ~ dnpn(7) 
Y (x) = 9(Z) 一 (=) 2 2+ (2) dn = / g(T)Ppn(T)dr, 
z " 天 
其 中 对 由 


pn(z) = A / Glz,z pa(z dz 
{ 
pn(z) = A / GO)(z, zjpn(z')dz 
0 
所 刻画 的 G(z, xz),G(2)(zx,z') 的 所 有 公共 本 征 函 数 pn(z) 求 和 ; 显 式 地 有 


如 以 前 给 出 的 那样 . 能够 得 出 结论 : 对 w 的 任意 值 , 由 于 对 所 有 1, AX2 上 + (w/k)? 
X# 0, 表示 式 (29.35) 提供 了 两 个 分 别 的 积分 方程 (29.32) 的 唯一 解 . 用 双 线 性 展 
开 式 


CC) 


pn(T) Pn(T) Pn(T) Ve ) 
一 2 人 G2) (x, x') = > fn /Fn 
连同 f(zx), g(x) 用 p(X) 表示 的 展开 式 , 得 到 


] ! 1 
一 一 一 ”一 -一 一 7 d , 


(29.35) 的 简化 形式 随 之 得 出 , 即 


k 2 0 


r=》 ee pe 


(29.36) 
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和 和 式 


u(r,t) = X(T) coswt + Y(r)sinwt+ >》 Anpn(T)e Knt (29.37) 


nn 二 1] 


合 在 一 起 就 能 保证 满足 初始 条 件 , 例如 说 
u(z,0)} = hz), 0O<z<!l 


由 于 pa(z) 的 正 交 性, 逐个 确定 构成 非 齐 次 扩散 方程 解 的 级 数 中 系数 4,, 是 可 行 
的 , 即 


A -/ (h(z) — X(T)) Pn(T)dr, n= 1,2,.… (29.38) 
对 包含 一 个 参数 的 非 齐 次 方程 组 如 
Liy| = oy + (p(2)+ Mr)Yy = f(x), a<r<b, 
Uily] =0, U2ly} =0 


作 一 些 注 记 是 适当 的 , 且 特 别 地 考虑 其 解 作为 参数 和 的 函数 的 性 状 . 考虑 解 的 积 
分 形式 


(29.39) 


y (xz, A) = / Ge av f(x’)dzr’, (29.40) 
它 来 源 于 能 分 解 成 两 部 分 的 一 个 适当 的 Green 函数 (回顾 (28.7),(28.8)), 即 
G(x,7',A) = Gi(x, 7', A) 十 i : (29.41) 
这 里 G1 和 Ga 是 和 的 正则 (或 解析 ) 函数 , 关系 式 
D(A =0 (29.42) 


刻画 与 相应 的 齐 次 方程 组 (f = 0) 的 非 平凡 解 相 关联 的 本 征 值 . 由 于 本 征 值 是 离 
散 的 且 不 在 和 的 任何 有 限 值 附 近 案 集 , G 的 奇 点 是 孤立 的 且 位 于 (29.42) 的 根 
Am 处 ; 用 复 变 量 术 语 , G 是 入 的 亚 纯 函 数 , 在 每 个 本 征 值 A,, 附近 带 有 极点 型 奇 
异 因 子 , 即 

(入 一 Am)-"，n 为 正 整 数 . 
显然 由 (29.40) 可 以 得 出 , y(zx, 和) 相对 于 变量 和 的 奇 点 正好 是 该 Green 函数 


的 奇 点 且 有 同样 的 局 部 和 性状. 对 自 伴 常 微分 方程 , 如 在 (29.39) 中 的 , y(z, 和) 和 
G(z,z'A) 的 极点 是 单 极点 (或 一 阶 的 ,n = 1) 且 位 于 和 平面 的 实 轴 上 . 


3o56 . 


俩 微分 方程 


习 题 29 


对 没有 位 移 和 速度 的 初始 状态 的 弦 ， 当 港 其 整个 长 度 作 用 一 时 间 周 期 外 力 
时 证 实 其 这 动 表示 区 为 (2 9) 


. 给 定 描述 受 与 速度 蕊 成 比例 的 阻尼 力 影响 的 弦 运 动 的 线性 偏 微分 方程 


Oy Ov 20°Y i 
Ba + ear C F732 一 f(x)coswt, ee>0, 0O<7rz<L. (i) 


记 
y(z,t) = X(z) coswt + YY (7)sinwt, (i) 
验证 复 值 函数 
ZF(z) = X(z) + 证 (z) (iii) 
满足 常 微分 方程 2 
1 
dr2 十 AZ = -f(z) (iv) 
其 中 复 值 参 数 为 
WwW” 十 ?wwE 
= = 入 十 ?HL (V) 
采用 零 位 移 边 界 条 件 
y(0,t) =0, vy(l,t)=0, t+t>0, (vi) 


(iv) 所 需要 的 解 必须 满足 
2(0) =0， GO =0. (vii) 


求 Z(T) 所 满足 的 积分 方程 且 利用 对 其 非 齐 次 项 例如 说 村 G(X,X') 的 本 征 浮 
数 pn(z) 的 展开 式 建立 表示 式 


ZF(z) = 2 pn(z) = > i nn on， (viii) 


这 里 可 
= fortwo rT)f (x )dzdz (ix) 


> 


A — A = rT, C08 0n,, 


4 = Tn Sin dn,, 
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因此 


rn = VM — A + tané, = 一 x (xi) 
从 (ii),(viii) 推导 出 该 茸 可 表示 成 


蓄 的 强 
i Sin 一 cos(wt 一 On, ) 
一 一 (CU 一 一 一 一 一 一 一 ’ 
| (w2 一 w2)2 + (we)? 


讨论 后 者 的 结果 , 特别 要 讨论 当 外 加 频率 w 和 本 征 频率 wn 中 的 一 个 相等 时 
发 生 的 共振 情形 ; 用 加 上 相应 的 齐 次 方程 (f(T) = 0) 的 所 有 解 的 方法 求 满足 
边界 条 件 (vi) 的 偏 微 分 方程 (i) 的 通 解 . 
3. 用 Green 函数 和 积分 方程 详细 研究 扩散 型 偏 微 分 方程 组 
一 8 -v2 + g(r)coswt, 0O<Zz<! 


u(0,t) =0, w(t}=0, t>0. 


gna) CoOs(wt 一 0,,) 


(xii) 


其 中 


说 明 能 附加 什么 样 的 初始 条 件 


u(rz,0) = f(x), 0O<z<L. 


4. 按照 与 上 述 问 题 相似 的 方式 展开 分 析 使 得 以 下 的 方程 组 能 求解 : 


Ou Ou 20u 2u 
= [+7 一 芒 ) +f(r)eoswb 0<r<a, 


u(0,t) 有 限 ， wa,t}=0,，t>0 


和 
u(7,0) = g(r7r), 0<r<a. 


5. 考 谍 耦合 方程 组 (其 三 维 变 体 与 电解 溶液 中 的 瞬时 过 程 有 关 )， 


Ou Ou 
EE 一 5 Q(u v), 
Ov Ov 


一 一 大 一 一 al 一 2 0O0<rz<l, 
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它 刻画 一 对 函数 ulz,t),u(z,t 的 特征 ; 求 满足 初始 条 件 
u(x,0) 一 4，u(z,0) = 4 
和 极限 t 一 oo 时 的 条 件 
u(x,00) = Al(l — f(x)), v(x,00) = A(L+ f(T)) 
的 解 . 
6. 给 定常 微分 方程 组 
Lly| = (nln) +gq(r)y=0, a<z<b, (i) 
Ly] = Ly] + Ny=0, (ii) 


这 里 和 是 一 个 任意 常数 ; 如 果 G(z,z) 和 G(z,zZ') 分 别 表示 (i 和 (ij 的 
Green 函数 ,验证 


b 
G(x,7’) ~ G(r, x',N) = | G(T,7T" )G(z ,7 A)dr.. (iii) 
回顾 关于 弦 运 动 的 非 齐 次 方程 组 
2 2 
一 5 = f(z)coswt, 0<Zz<l, 


y(0,t)=0, yl,t)=0, t+t>0 


及 其 对 应 的 积分 方程 
wy2 矿 / 八 jy/ 。 
X(T) 一 9(Z) 十 (=) / G(r,7T )X(7 jdr ， (iv) 
这 里 
y(Tx,t) = X(T) coswt, 
! 
gl) = 百 | le ) f(a) de () 
其 中 
GZz,Z ) = > (Vi) 
是 一 个 无 参数 的 Green 函数 , 满足 
dz 


LIG| 一 IC 一 0， 工 去 7 ， 


G{(0,7) =0, G(l,x)=0 
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和 


把 (iv) 的 解 写作 如 下 形式 


XGO -sa+ (2) [ 7 (en2,2) se) 


或 利用 gtz) 的 定义 (Vv) 后 
X(Z) = $/ f(r” 
其 次 , 与 (ii) 比较 推断 出 


G(x, TX ) 十 EE) fr 人 =) Ge dr": 


X(r) = / 6 (本 FUz0cz' (vii) 
这 里 


满足 方程 组 


6G (0, 2 =) ~0, Gl(,z, =) =0 (viii) 


T= 二 zx’—0 
求 G 的 显 式 表示 式 ， 且 用 这 个 表示 式 和 G 的 表示 式 去 证 明 表 示 式 (ii) 的 正 
确 性 , 可 以 观察 到 当 G 已 知 时 , (iii) 构成 决定 G 的 一 个 积分 方程 . 利用 G 
的 双 线 性 展开 式 重 写 (vii) 且 将 其 结果 与 本 书 中 以 前 的 结论 联系 起 来 

， 给 出 积分 方程 ， 

X(z) = g(r) 十 》 / G(z, x) Xr) dz 

和 展开 去 


OK 


X(z) 一 g(z) = h(x) = > ,cnpn(t), g(x) = Doronl®) 


nn 二] 


的 存在 性 , 这 里 系数 由 


b b 
6% = / htz)pn(z)dz， cn = / g(z)pa(zjdz 
确定 ; 找 出 可 和 cn 之 间 的 关系 , 从 而 得 到 该 积分 方程 解 的 Schmidt 形式 . 
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偏 微 分 方程 
设 
b 
y(z, 入 ) = / Glz, 7 Nf(z Ndr (1) 
表示 方程 组 
d“y 
Lly] = 2 + (p(x) + MY = f(z), (i) 


ly|=0, Uzly|=0, a<z<b 
的 解 ， 且 假设 它 在 入 = X* 有 一 奇 点 , 必须 具有 极点 特征 , 因此 对 接近 于 入 * 
的 入 有 ， 


加 
V{(Z, 入) = ES 十 (XN — Nm 十 (A — A (iii) 


人 
国 2 
大 一 了 十 入 十 (入 一 入) = £3 上 Po)， (iv) 
用 算 子 的 后 一 形式 去 表示 (iii)， 则 


Lbm] t+ Xm Lymil + Nm + Wm 
ON (入 一 X)m-1 tf MW 


这 里 已 合并 左边 的 有 同样 和 一 入 * 的 倒数 畴 的 项 . 由 于 右边 不 依赖 于 入 这 个 
事实 得 出 入 一 入 的 各 次 需 的 系数 必须 分 别 为 零 的 结论 , 且 特 别 地 得 出 结果 


Liymn] + Nbm = 0. (vi) 
此 外 , 由 于 边界 算 子 Ui, U2 (由 假设 ) 不 包含 入 ,把 它们 用 到 (iii) 得 出 
Uilym] =0, Volyn] = 0， (vii) 


揭示 这 样 的 事实 :Wm 是 上 的 本 征 函 数 , 带 有 本 征 值 和 *. 
应 用 (vi),(v) 的 进一步 推论 


Lim_1l 十 A Wm-1 十 Wm 一 0, 
和 Green 恒等式 导致 结论 
b 
/ 2,(7)dz = 0， 


这 意味 着 它 推断 出 该 极点 是 一 阶 极点 即 m = 1 的 单 极点 .可 以 推出 邻近 一 
个 奇 点 入 = 和 Ai 处 Green 函数 的 类 似 性 状 


GO / 
Ga,2 N= Ft. 入 Al; 
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如 果 有 单独 一 个 规范 化 本 征 函 数 p1 对 应 于 本 征 值 和 1, 即 


a 
Lipi] = Fr2P!1 + p(T)P1 + AP1 = 0, 


Uilpi =0, Uzlp1j=0 


b 
/ pi(z)dr =1, 
在 证 实 关系 式 
OO1(Z ) 一 / G(x,7T', A Llpildz 
成 立 后 , 验证 


Gi(z,Z ) = pi1(T)p1(7). 


，Green 函数 提供 了 表示 非 齐 次 线性 常 或 偏 微分 方程 的 特 解 的 直接 方法 ; 且 它 
们 确实 是 描述 非 齐 性 局 部 化 型 的 方程 的 解 . 这 样 , 质点 运动 的 一 个 方程 
dv 
dt 
对 应 的 Green 函数 等 同 于 持续 时 间 极 短 的 作用 力 的 那个 解 ; 它 描述 了 直线 
型 的 具有 张力 了 的 纺 的 静 载 挠 度 的 方程 
dy 
dx* 
其 相关 的 Green 函数 确定 从 具有 点 样 性 质 的 负载 函数 f(T) 造成 的 曲线 图 
形 . 一 旦 Green 函数 已 知 ,(i),(i 的 解 分 别 由 积分 形式 


m+rv= f(t), t>0 (i) 


=—f(x), 0O<z<!l, (ii) 


v(t) = / GE 一 上 FE dt 


和 
ylz) = | Ge fl de 
0 
给 出 ; 这 些 适 宜 于 推广 到 激发 型 或 有 源 类 型 . 

为 详细 叙述 上 面 的 注 记 , 考虑 常 徽 分 方程 (i), 它 支 配 具 有 质量 m 的 一 
个 质点 在 两 个 分 别 的 力 影响 下 的 单 向 违 度 或 过 率 v(t), 其 中 一 个 力 f(t) 一 
般 随 时 间 变 化 , 另 一 个 力 与 速度 成 比例 , 即 _rult),7 > 0, 代表 该 运动 的 阻 
力 . 假设 对 外 力 f(t) 的 局 部 化 性 状 , 即 


7<t<T+AT AT<1l 时 f(t) zz0; 


. 362 . 偏 微 分 方程 


且 假 设 该 质点 以 前 是 静止 的 , 即 


?一 U， 0<t<T. 


在 力 停止 作用 后 运动 方程 (i) 变 成 


且 有 解 

v(t) = Ve mi >7T 十 Ar， 
带 有 未 确定 的 标量 因子 了 . 为 了 确定 V, (i) 式 在 7 和 TT 十 ArT 之 间 积 分 , 得 
出 


十 六 TT 


T 十 入 TT 
mlotr + AT) — wv(T)| = | fb)dt / v(t)dt. (ii 


第 二 个 积分 当 Ar 一 0 时 趋 于 零 ， 如 对 速率 v(t) 的 附 图 所 示 ， 此 外 ,由 于 
v(T) 二 0 和 合计 碟 

v(T + AT)= Ve MMIrtAT) ~ Ve-t/mr Argl 
适用 , 关系 式 ( 诞 ) 表明 


v(t) 


Tt T+Ar 1 


TT 十 和 AT 
mVe- /mr 一 lim F(bdt =1, 


这 里 了 表示 由 于 持续 时 间 极 短 而 相应 的 力 大 所 引起 的 脉冲 . 表示 式 


0, t<T 
v(t) 一 了 rmt t >> 了 
nm 


随 之 得 出 , 且 如 草图 所 示 , 归 因 于 和 脉冲 成 比例 的 速度 的 初始 值 为 


v(T 二 + 0)= 二 


当 大 小 为 1, 12,*…: 的 相继 的 脉冲 作用 在 时 刻 7172 时 ， 讨论 该 质点 的 
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v(t 


i 
m 


| 
| 
| 
| 
| 
T 


t 


运动 ; 然后 推断 出 连续 力 的 极限 情形 , 它 在 时 间 7 附近 引起 无 穷 小 脉冲 
dI = f{(7)dr. 


验证 表示 式 ， 
v(t) = / Gt — tft dt 
且 提 出 刻画 Green 函数 G 的 关系 式 . 
10. Green 志 数 能 用 有 关 的 线性 微分 方程 组 , 例如 一 对 一 阶 方程 
ca = ku — 1) + g(t) 
co ~— k(u1 — u2) + gq2(t), t>0 


来 定义 它 与 金属 杆 和 它 的 水 外 罩 之 间 的 热 交换 有 关 ， 其 分 别 的 温度 为 41(t) 
和 U2(t); 肖 数 91(t), g2(t) 与 两 物质 中 给 定 的 热源 相 联系 . 假设 U1, U2 初始 时 
为 零 ， 即 

u1(0) = 0, vu2(0) =0, 
建立 表示 式 


t t 
ui(t) = | Gii(t — t')qi(t’)dt’ 十 / G12(t — t )g2(t’ )dt ， 
0 0 


u2(t) 一 [ (ro1 (+t 一 t )91 (t)at 十 / G22(t 一 t gz 人 (t )adt ， 


这 里 
C2 


一 一 一 十 -一 一 一 一 6 
cl 十 cz cllecl 十 C2 ) 


3» 


G11(t) = 


1 _ 
Ca 划一 di 一 e Y) = Gailt), 
C1 


G22(t) Cl 十 Co Co(C1 十 C2) 


er tt>0, 
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偏 微 分 方程 


其 中 


Cl 十 C2 
C1C2 | 
性 质 是 什么 ? 


为 得 到 Green 函数 与 局 部 化 激发 之 间 的 一 般 联 系 ， 令 ga 二 0, 且 假 设 qi 
有 在 上 =0 的 瞬时 源 性 质 , 即 


Y= 上 


lim 人 qi(t)}dt = @; 
则 
u(t) = QGN(t), u(t) = QG12(), 
这 两 确定 式 可 推导 出 
cimi(t) + cau2(t) = Q 
它 也 可 从 对 ul1, uz 的 原 方程 直接 推断 出 . 
考虑 在 一 端 (7 = 0) 具有 附属 质量 的 弦 运 动 , 它 被 以 下 方程 组 


8 0? 

到 一 c f(r) cos(wt 一 6 0),， 0<z<! (i) 

d“y dy 0 ，， 
(w 胰 十 /元 + Muy ) 0- T= A =0 (ii) 


所 支配 . 第 一 个 是 非 齐 次 方程 , 反映 没 弦 长 各 点 处 的 时 间 周 期 性 激发 , 第 二 
个 是 对 质量 M 的 运动 方程 , 考虑 了 有 弹性 力 和 非 弹 性 力 以 及 蓄 张 力 的 作用 . 


设 


y(7x,t) = X(r) coswtcosd + Y(r) sinwtsind Gii) 


表示 (i) 的 一 个 解 , 证 明 函 数 X,Y 满足 一 个 公共 的 常 微分 方程 ， 即 


dw? 1 
LIX] = tsa)X=-af(r), 0<zr<! (iv) 
连同 边 寞 条 件 
dX _ Hw _ 
+oX = sazY (0) tané, X(D) = 0 (V) 
dyY hw _ 
-十 oY = pea (0) cot 6, Y(l) =0, 
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其 中 | 
0 一 pl — wp), (vi) 


Mw 


一 0 
这 里 c? = 了 T/p 表示 弦 密 度 p 及 其 张力 下 之 间 的 比例 关系 ， 
引入 由 以 下 方程 组 定义 的 Green 函数 G(X, 工 站 ): 


LIG| = La G=0, TA (vii) 
一 人 7 二 已 一 0， ， Vii 
Gl= Hocl =0，Umlcl=cGclz)=0， 

Ox 0 
建立 联系 X,Y 的 联 立方 程 组 
X(T) = g(7) — vG(r,0)Y (0)tand, (viii) 


Y (x) = g(t) + vG(z,0)X(0) cot 6 
其 中 | 
gl) = 二 上 Ger ) fe de (ix 
从 (viii) 决定 X(0), 了 (0) 且 证 实 所 得 的 y(X,t) 的 表示 式 为 


2 G(T,0)G(0,0 
vn) = | — ”3Ga000) 


G(xz, 0)g(0) 


0] cos(wt 一 6) 


1 + v2G2(0,0) sin(wt 一 0). (x) 
注意 关系 式 
Oy Oy d |1 wy) 1,. 。2» 的 ] 
~ ~ 一 | 一 过 _M 一 全 
Br 8 地 Bm (2 Ta 0 | Tr _, 


它 是 用 (县 采 以 质量 M 的 运动 方程 (ii) 且 重新 整理 后 得 出 的 ; 验证 


=0 
结果 : 作用 在 该 弦 上 的 周期 为 2r/w 的 外 力 传递 到 该 质量 M 的 平均 能 重 为 


TO \_ 巡 90 
Ot 0r| -0 2 1 二 22G2(0,0) 


找 出 这 个 Green 函数 的 显 式 表示 式 并 证 明 


ji / f(z)sin (1 — z)dr 
本 2 M2 8 _ weecot 多 + 一 
区 0) ( ) 
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13, 


依 微 分 方程 


参照 第 十 九 章 中 对 闭 圆 环 内 局 部 热源 的 讨论 且 对 表示 式 
L t 
u(x,t) = /1/ G(r,z',t) f(r Q(t dr'dt, ~L<r<Lt>0 


补充 细节 , 它 确定 由 对 位 置 和 时 间 变 量 有 分 离 依 赖 性 的 一 个 非 局 部 热源 所 得 
到 的 温度 ; 描述 Green 函数 或 源 函 数 G 的 性 质 . 
由 方程 组 


cl 
r= (f+*)y=0 0<z<1， (i) 


Uily = NW(0) + ke =0, Uzlyl= Wl)=0 

二 了 一 疙 

所 表示 的 齐 次 边 值 问 题 属于 特殊 的 一 类 , 由 于 参数 入 同时 进入 了 常 微分 方 
程 和 一 个 边界 条 件 中 ; 这 种 情况 反映 在 对 应 本 征 解 


yn(T) = sin VAn(l —7) (ii) 
的 非 正 交 性 上 , 该 本 征 解 与 满足 条 件 
VMnsin VA — kcos VM =0, n=0,1,.. Gii) 


的 本 征 值 和 相 结 合 . 事实 上 , 简单 的 计 彰 揭示 


1 
/ sin VAm(l — x)sin VAn(l ~— zr)dz 
0 
_ sin VAn sin VAm, 
大 + 


mn, 


oe 


sin” VAMn, + k + sin” VA 


一 ~- 一 一 入 


k 2k 
考 卡 非 齐 次 常 微分 方程 


2 
Li= (fz +*)y= /00) D<Z<1l (iv) 
连同 (i) 中 的 齐 次 边界 条 件 ， 且 假 设 要 借助 于 Green 品 数 来 求解 即 
| 
y{Z, 和 人 ) 一 / G(z, x', A)f (rT dz (Vv) 
0 
验证 这 个 Green 函数 的 合适 形式 , 即 : 


ain VAT< 一 人 六 cos VAzZ、 | sin VA(L — x>) 


Cr ) 入 一 
人 kcos VA— VAsinvA 
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和 由 此 得 到 的 推论 
. Sin VA "(1 ~ 7)sin VA no 7) 
i Am)C 本 k++ Sin 2 V/A, 


它 引 出 (v) 的 详细 形式 


sin VAn (1 一 工 ) i 
y(x, 入) = ER flx’)sin VAna(l — zr’)dr’'. (vi) 


值得 注意 的 是 : 通过 Green 函数 导出 (vi) 并 没有 遇 到 来 自 本 征 函 数 非 正 交 
性 引起 的 复杂 化 对 偏 微分 方程 


2 2 f(a,t), 0<7zX<1, t>0, 
清太 Ou Ou 

Karl" u(l,t)=0, t>0 
和 


u(r,0)=0, 0<7z<!1 
的 解 有 对 应 的 展开 , 这 样 


1 pt 
u(x,t) = / | G(x,7',t—t) f(x,t)dr'dt, 


其 中 


sinVAn(l — 72)sin VAn(l — 7 ) ,An(t-t’) 


G(x, 7 t—t)= -2 ein /oC 


第 三 十 章 
奇异 和 无 限 区 间 问 题 


当 定 义 常 微分 方程 如 


d d 
Lily| = (pz 四 到 二 Adq(zZiy =0，0<Z<1!| 


包括 的 系数 函数 p(z) 在 一 端 乓 z = 0 为 零 或 当 区 间 是 无 限 的 和 ! = co 时 , 边 值 
间 题 属于 奇异 类 . 这 样 的 问题 需要 作 特 殊 的 考虑 , 而 且 要 特别 注意 合适 的 边界 条 
件 ; 此 外 , 一 般 来 说 其 本 征 值 谱 具 有 连续 而 非 离散 的 性 质 , 因而 前 面 的 Fourier 型 
级 数 展开 需要 换 成 相应 的 积分 . 所 以 一 些 简 单 的 和 寻 引 性 的 细节 可 以 预示 这 样 
的 特征 . 

考虑 偏 微分 算 子 


rr 2 20 10 
Or "Br r O02 


和 由 分 离 变 量 法 提出 的 相伴 的 党 微分 算 子 


在 上 两 式 中 选 两 不 同 的 (分离 ) 常数 和 ,j 的 动机 在 于 两 个 单 变量 算 子 能 用 于 决 
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定 工 的 Green 国 数 G(r,3,7',). 为 此 , 用 方程 组 
02 
C2 十 A) G1(9,0,N) =0,， 4, 
G1(0,9", A) = G1(27, 0, A) (30.1) 


和 
6 0 


9 区 一 0 87 Y=27 
定义 一 个 Green 函数 G(V,), 边界 条 件 是 周期 型 的 . 给 出 不 连续 性 要 求 . 


他 一 他 十 0 


C1 G1 


oO 


Bd! 


= 1, 
9=09’—0 


显 式 表示 随 之 得 出 , 即 
COS (VAI9 一 好 | 一 7)) 


GO N= A (30.2) 
G1 作为 参数 和 的 函数 的 奇 点 位 于 点 入 = 0,12,22,… ,mn2… 处 , 由 于 
lim, (A — n“)G1 = 有限， 
这 些 都 是 单 极 反 . 
其 次 ,用 以 下 方程 
> (rE — ~G2 =0, rxr, 0grnr<l (30.3) 
和 


G2(1,7',H) 二 0 


定义 男 一 单 变量 Green 函数 Go(7, 7 HA)， 同时 规定 在 此 常 微分 方程 的 奇 捅 > =0 
处 , Go 保持 有 限 . 令 


1 
Cr ” 一 方 | ， 人 区 Tr， 
Go(r,T’, 1) 一 T 
CT 一 可 了 站 


Pr 


且 Gs 在 >=” 的 连续 性 和 在 > = 1 的 边界 条 件 得 到 保证 ; 当 


Rev = ReVk>0 
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时 , G2 的 正则 性 即 得 出 . 条 件 


9 r 二 7' 十 0 
太一 一 人 
Or 2 


7 一 六 一 


用 来 确定 标量 因子 C 并 得 到 表示 式 


G2(r,7 ,由 = 7 <) — em 


1 1 

— — VREin(l/r<) eo: h ] 30.4 
一 一 七 SIIl Nn 。 ， 
Vn VH r、 ) 


G1 能 表示 成 两 个 仅 包含 的 整数 知 的 级 数 
之 比 , 函数 Ga 不 像 G1, 它 没有 仅 包含 y 的 整数 Vr = 
宕 的 级 数 表 示 ; G2 的 奇 性 证 明 是 沿 复 y 平面 的 整 VF Vl 
个 正 实 轴 的 一 条 分 支线 或 割 线 ( 见 图 42), 在 这 里 
Vn 是 不 连续 的 Rl 49 

应 用 变换 


得 出 G。 的 较 简 单方 程 , 即 


且 条 件 
G2(0,p ,HA) 三 0 


取代 以 前 在 7 = 1 的 条 件 ; 然而 变量 p 的 变化 范围 按 对 应 关系 
0<r<1l1— oo0>pPp>0 
是 无 限 的 , 从 (30.4) 的 转换 形式 
G2(p,p', KH) = i sinh ViHp< 


得 出 G2 在 极限 p 一 co 时 的 有 限 性 . 
与 在 单位 圆 
Orr <1, Oy < In 
内 偏 微 分 方程 


O OG z 
一 ”一 一- 一 一 一 ”一 二 yy ‘ .9 
LG]= 地 ("+ Fz =0, ?#7 YF (30.5) 
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相 结 合 且 满足 
GL Or) =0, 0<Y&on (30.6) 
而 且 
G(0,3,7',3') 二 有限 
的 Green 图 数 G(r,9,7',) 能 利用 两 函数 Gj, G2 之 积 的 适当 积分 形式 得 到 ; 特 
列 地 ， 


G(r, ,7r’', 9) = i [ Golr,T’, A}G1(9, 9’, A)dA (30.7) 
271 Tr 
~__ ~ iny 二 YLoosnd -0 -< (rr) 
27 > 27 m1 ne ”~ 


这 里 该 级 数 表示 来 源 于 G1 的 奇 点 对 沿 工 的 积分 的 贡献 , 而 这 些 奇 点 位 于 沿 和 
平面 的 实 轴 的 点 入 = 0,12,… ,mn2 处 . 
要 注意 的 是 (30.7) 中 对 两 个 因子 G1, G2 的 公共 参 自 变量 和 ; 替代 表示 
G(r, 9,7’,9) = 1 Go(r,r, HG, 9, 4)dn 


272 TT* 
1/™ da 
~ 27 Jo ¢sinhanc 


: oo: (¢ ln <) — cos(C In ") 


利用 了 沿 复 A 平面 的 正 实 轴 上 对 G2 的 分 支 割 线 的 两 条 边 所 取 的 路 径 T* 的 积 
分 . 引用 结果 


cosh[lC|? — |—7 四 


cosh[C(|9 一 好 | — 7)| (30.8) 


OC 
> ell3—9 +t2mr] C ~ 0 


sinh CA ,全 
和 
OO /fn2 2 
/ (1 — COS gr)e-pe 一 ln VD TG D> 0, 
0 沁 p 
从 (30.8) 得 出 表示 式 


G(r, B79) = —— 
(7, ,7 ,9 ) (pip + oY + mr)? 


1 二 I + (8-8 +2mn)’ 1/2 
2 
m= 二 一 00 


(30.9) 
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它 自身 就 有 助 于 检验 它 是 下 述 问题 的 解 ( 见 图 9 
43). 
27 


D- 0* 
(B+) =0 pF¥Pp, VY#Y, 
G(0,9,0 9) 一 0 


p 
和 图 43 
G 按 3 以 27 为 周期 . 
本 征 值 分 布 和 本 征 孙 数 的 男 一 特征 由 参 腿 Green 函数 
; \、 SinAz< sinA(l 一 Z>) 
G(T,T ,A) 一 A -页 (30.10) 
引出 , 其 性 质 包 括 
0” / f 
LIG| = (二 +Ajc=o TTX, 0O<z,r <L, 
G(0,7,A) =0, GI(l,7x’,A)=0 
和 
9 rz 一 2 十 0 
Ox T=7x'—0 i 


除 位 于 入 平面 的 实 轴 上 的 正 数值 X, = (nz/W)? 的 离散 集 外 这 一 函数 对 所 有 入 的 
( 复 ) 值 有 确切 定义 , 入 ,, 是 单 极 点 . 为 研究 ! 一 co 的 极限 情形 , 回忆 对 所 有 z 的 
实 值 和 复数 值 


27Sin 和 一 e 一 e "”, 


且 注 意 (30.10) 中 因子 的 比值 所 得 依赖 于 1 的 一 对 表示 式 , 即 : 


sin VX; |) ezVAz> -25VXHiVXz> 
1 — e-2ivVAl 


当 和 是 复 值 时 , 例如 说 
A=a+t+id = |Ae™ed, 
其 中 
A|= Va?+62,， arg 和 一 tan 上 ， 
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显然 有 
VX = VIMedareX 
= VI {eos (Borex) +isin (Yorex)} 
这 样 ,如 果 
0 < argA < 27 (30.12) 
当 1 一 co 时 , 函数 


p24VXI _ o2iV 1Aiicos( 二 argA) oe—2V Msin( dargA) 


的 极限 为 零 ; 反之 , 如 于 


—27 < argA < 0, 


则 
ev oo，、 当 1 一 oo. 
此 外 , 如 未 
—27 < arEA < 0， (30.13) 
则 


e™~2ivX — 0, 当 ”一 oo. 
不 等 式 (30.12) 或 (30.13) 加 上 另 一 个 不 等 式 | 和 | > 0 描述 和 平面 中 除了 党 
一 半 直 线 , 即 正 实 轴 外 的 所 有 点 , 而 在 正 实 轴 上 
IA| > 0， arg 入 =0; 


“ 割 开 平面 ”这 个 术语 用 来 表示 只 有 沿 一 半 直 线 (不 管 什 么 方 同 ) 的 那些 反 被 排 

除 的 平面 . 与 一 割 开平 面相 联系 , 确切 地 定义 和 的 多 值 函 数 , 例如 双 值 函数 VA， 

是 可 能 的 ; 由 于 如 果 点 和 能 穿 过 割 口 , 则 在 返回 出 发 点 得 到 VA 的 一 个 反 号 值 . 
这 样 , 当 1 一 co 时 , 得 到 Gi 的 两 个 极限 形式 , 即 


1 i 7 sin V AT< iVAL> 
G+(7,7,N) = lim Gz, ,AN) = A e ， 


0< argA<2r (30.14) 
和 
G_(x,x',A) = lim Gi(z,Z ,入 ) = vee» —27 < argA < 0，(30.15 ) 


具有 共同 性 质 


G+ — 0, 当 zx、 一 00. 
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换 一 种 说 法 , 当 入 在 各 割 开 平面 中 有 任意 值 时 , 存在 Green 函数 , 其 规定 包 


后 
O° , 
(B+*) G0 人 天 人， 0<r,r < co， 
G+4(0,7’,A)=0, (30.16) 
A YX 一 2 十 0 
Br "+ TX 二 X20 | 
和 
G+ 一 人 0, 当 ~ 一 OO， 
转 到 G+ 对 参 变 量 入 的 依赖 性 且 注 意 到 (由 各 因子 的 展开 式 得 到 的 ) 变化 
形式 


上 l ] 
G4 (x, 7', 和 ) 一 (= 一 AZ< 十 0A Z< 一 2) : ( tivVAr> 一 AT> 十 ) 


包括 和 的 整数 寅 和 非 整 数 颇 两 者 , 它 显 示 出 割 口 arg 入 = 0,|A| > 0 显然 表示 所 
说 两 函数 的 奇 线 ; 这 样 Gi 在 被 关系 式 


lim G (zzZ/， 和 Ar* et6 1 GT (zzZ/， 和 reit2r 一 6)) 
E 一 山 十 


293 VAT sin V A*X~ 上 0 MXx 、 0 
/A* 


所 表达 的 意义 下 沿 这 割 口 处 处 不 连续 ; 对 G_ 有 类 似 的 关系 式 . 
G+ 的 表示 式 (30.14),(30.15) 对 入 的 每 个 实 正 值 有 确切 定义 ; 它们 满足 
(30.16) 中 除 最 后 一 个 以 外 的 所 有 关系 式 , 且 显 然 


,Jim Ga 
不 存在 . 肯定 

G(z,7',N) = Re G(z,z',A) = ma cos VAT> (30.17) 
定义 一 个 实 Green 函数 是 一 件 简 单 的 事 , 而 函数 


im WA 
Im G+(z,Z ,A) = 1 sin VAz< sin VAZ、 
VA 
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有 连续 的 x 导数 , 因此 从 这 种 类 型 中 排除 . 
因此 , 适合 于 在 有 限 区 间 0 < x < ! 上 所 考虑 边 值 问题 的 离散 本 征 值 谱 


A = (nr/12,n = 1,2,… 和 本 征 函 数 sin 全 二 有 在 无 穷 区 间 0 < x < ce 上 的 连 


续 对 应 部 分 和 > 0 和 sin VXz. 与 连续 本 征 谱 相关 联 的 本 征 函 数 对 所 有 z > 0 有 
界 , 虽然 它们 显然 在 0 < x < ce 上 非 平方 可 积 ; 这 里 不 作 验 证 地 引用 性 质 


OO 
/ sinvVAMrTsinvVA rdr =0, A 和 zzAM. 
0 


在 有 界 或 无 限 区 间 的 两 端点 的 边界 条 件 是 必要 的 , 且 公 式 化 地 表示 在 z = oo 
的 合适 条 件 要 求 有 充分 的 考虑 . 给 定 偏 微分 方程 


Ou Ou 


一 一 一 大 一 一、 0 t>0,k>0 
可 Fy <T<o0,t> > 


和 条 件 
u(0,t) = ARee®t-) t+>0,w>0, 
u(o0,t) = 0, ~ 0， 2 一 oo， 
寻找 借助 于 复 值 溺 数 X(z) 的 形 如 
u(7,t) = A Re (zjeite 9 (30.18) 


的 解 是 合适 的 , 其 中 XX(x) 满足 
dX 1 
LIX]=~“ 与 + 了 X=0， r>0 
和 
X(0)=1， 丰 一 0， 当 > 一 oo 
对 X 的 常 微分 方程 的 积分 表示 成 


Xi4 (7) = e+V 党 z 一 etiV 茶 (1faz 


由 于 


1 十 ? 
VE 
V2 


且 特 定 的 选择 
有 +(Z) = eV 车 (1+ti)z rT>0 


满足 两 修 边 界 条 件 . 
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引入 Green 图 数 G (zz ) 满足 


0 
ndl= (Bit) oe=0 TT, 


G (0 7 站 ) =0 


r= 二 zx 十 0 
一 一 虐 ; 


和 
aG 
Ox 


T= 二 7 '—0 


这 里 有 显 式 表示 


应 用 Green 恒等式 , 即 
[Ms -XLIGdr= Gm -XH 
连同 X,G 的 性 质 , 发 现 


X(z) = X(0) 7G 


= 六/(7T), LX>0, 
0 


所 以 解 (30.18) 成 为 


u(x,t) = ARe lev 次 人 Deet | 


_ Ae-V? /we 
Ae k™ CoS |wt 5 | . 


(30.19) 


如 果 加 初始 条 件 , 例如 说 
u(x,0) = 0, 
则 必须 采用 复合 形式 
u(x,t) 一 21(Z)t + v2 (7, 1), 
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其 中 ww 由 (30.19) 确定 而 uo 满足 


0 0 
B72 一 Ru2 TT>0, t>0, 
uz(0,t] =0,， us 一 0， 当 x 一 00，t>0 (30.20) 


和 


2(Z;O0) 一 —u1(X, 0), 和 > 0. 
对 所 有 入 > 0, (30.20) 中 的 偏 微 分 方程 的 分 离 变 量 解 由 
sin VAre ®t 

给 出 , 且 显 然 在 xz = 0 处 为 零 ; 其 次 引入 u2(z,t) 更 一 般 的 表示 式 

uo(7,t) = 上 F(AM) sin VAre **tqA, (30.21) 

0 

则 因子 F(A) 必须 满足 关系 式 
F(A) sin VAzdA = —ui(z,0) = 一 4e-V 蒜 zcos ( 十 5 ,>0 (30.22) 


0 
为 了 现在 的 目的 , 只 需 注意 进入 无 限 坐 标 上 边 / 初 值 问 题 的 解 表示 式 中 的 是 一 个 
Fourier (正弦 ) 积分 而 非 Fourier 正弦 级 数 就 足够 了 . 
考虑 一 维 波动 方程 
Ci 二 0, ZX>0 (30.23) 


和 边界 条 件 
y(0,t) = ARe [eile | 


它 描述 一 根 长 弦 在 一 端的 周期 位 移 . (30.23) 的 通 解 已 知 , 即 带 有 任意 函数 f,9 的 
TAN 化 
ymt)=f (t=) 和 yr,t)=9(t+-); 
这 些 表示 以 常 速度 c 沿 该 纺 分 别 按 z 的 增加 或 减少 方 同 行进 的 位 移 曲 线 . 设 
y(7x,t) = 4Re [X(z)ei(ot™®)| ， TX>0, 


因而 对 X 的 规定 包括 ， 
+ 入 X=0 TT>0 


和 
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为 了 刻画 第 二 个 边界 条 件 , 可 以 认为 弦 在 端 反 x = 0 的 强迫 振动 结果 导致 
一 个 扰动 曲线 从 那里 行进 离 去 , 即 朝 x 的 增加 方 同 离 去 ; 这 说 明 边 界 条 件 为 


X(T) ~ esr, XX— o0, 
由 于 
ReX (xr)e'”: — Ree'”(t-#) 


对 任意 w, 可 表示 离开 原点 移动 的 一 个 往外 去 的 波 列 或 曲线 . 
因此 , 选择 Green 函数 


且 注 蕊 边 者 项 
/ Qa x00 
dz DZ 
当 z 一 co 和 x’ 有 限时 相互 消去 . 如 前 面 例子 中 所 实现 的 , 确定 式 
及 (Zi) = XX(0) OG ~=e :7?, xz>0 
随 之 得 出 , 且 


y(x,t) = ARe ee) 
一 Acos w(t—=) -6 ; XT>0 


详细 描述 该 弦 在 其 端点 z = 0 处 的 一 个 激发 的 周期 啊 应 . 

可 以 从 上 面 的 论述 推测 : 每 当 边 值 问 题 与 变量 的 无 限 区 间 相 关联 时 就 会 出 
现 连 续 本 征 值 谱 . 然而 , Schrodinger,，E. ( 酬 罕 请, 1887 一 1961) 于 1927 年 对 线性 
振子 的 量子 力学 问题 提出 的 偏 微分 方程 的 以 下 分 析 揭 示 出 一 个 反例 : 

-所 a 1 yo Sy —00 < < oo， (30.24) 

这 里 下 (x,t) 定义 具有 质量 m、 国 有 频率 wo ( 按 经 典 定 义 ) 的 一 个 振子 的 波 函 数 ， 
且 27 所 为 Planck 常数 ( 普 朗 克 , 1858 一 1947) 常数 , 为 量子 论 中 的 一 个 基本 常数 . 
采取 分 离 变 量 形式 


Wz,t) = V(r)e -ist/n (30.25) 
这 里 参数 忆 有 能 量 的 量 纲 , 对 w(x) 的 与 时 间 无 关 的 Schrodinger 方程 成 为 
dy 有 Th 


hs hi? 


了 一 w=0 ~00 <T<o0 (30.26) 
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或 
daz 
ap+(A~s)b=0 -0<s<o%, (30.27) 
这 里 
hh 
T=1/_ 。 (30.28) 
hoo 
和 和 1 
E = 二 成 v0 入 . 
0 


为 (30.27) 的 可 接受 解 连 同 它 们 的 导数 在 整个 区 间 -co < s < co 上 有 限 且 连续 ， 
与 量子 模型 中 的 物理 解释 一 致 ; 现在 也 可 证 明 , 当 该 稍微 分 方程 的 参数 入 具有 高 
散 特 征 值 时 , 这 样 一 种 性 状 实现 了 . 
由 于 当 s 换 成 ~s 时 常 微分 方程 (30.27) 保持 不 变 , 函数 w(s), (一 s) 两 者 都 
是 解 ; 且 组 合 
W(S) 士 人 一 3 
分 别 有 偶 或 奇 对 称 性 . 只 需 考虑 一 个 偶 对 称 函 数 V%(s), 其 曲线 在 s = 0 有 水 平 切 


线 ,这 里 中 = 0 且 只 需 注意 限制 在 半 区 间 。> 0 上 因为 V(s) 在 。< 0 中 对 应 


的 规定 是 立即 可 得 的 . | 
在 |s| 的 充分 大 值 处 , (30.27) 中 的 系数 项 的 第 二 个 占 优 势 且 修正 方程 


dz 
ja sp=0 
容许 有 近似 解 
W(S) ~ Cies /2 十 Coe- 1712， s 一 oo， (30.29) 
由 于 


dy ~ Oli(s* 十 1)es /2 十 Ca(s 一 1)e-s /2 
疏 sS20， 当 s 光 1. 
由 于 从 (30.29) 得 出 的 w%(s) 的 量 , 如 果 Ci 关 0, 则 当 s 一 co 时 无 限 增加 , 要 有 整 
体 有 界 的 解 , 要 求 C = 0 是 必要 的 ; 同时 这 也 对 入 (或 五) 上 加 了 限制 . 当 s 一 oo 
时 有 零 极限 的 本 征 解 与 入 的 离散 本 征 值 有 关 . 
如 果 在 Schr6dinger 方程 中 的 势能 项 


V(x) = me 或 V(s)= ;hewos’ (30.30) 
有 不 同 的 渐 近 性 状 , 即 (30.30) 的 替代 势能 项 使 得 


V(s) 一 0， 38 一 00， 
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则 对 应 的 近似 解 
p(s) ~ Ces 二 Coe-iV》s， 5 一 oo 

连同 其 一 阶 寻 数 当 入 > 0 时 保持 处 处 有 界 . 当 入 < 0 时 存在 离散 本 征 值 谱 . 

为 了 对 有 资格 作为 本 征 函 数 的 特 解 

w(s) 定性 描述 , 可 以 得 到 (%, s) 平面 上 解 曲 

线 的 不 同 特 征 的 含义 . 常 微分 方程 (30.27) 


2 
示人 各 和 少 之 间 的 可 变化 的 比例 关 


系 , 按照 入 s2, 其 比 具有 正 或 负 值 ; 且 由 于 
该 方程 是 章 次 的 , 任何 侦 解 的 非 零 值 (0) 
能 任意 地 选取 .回忆 曲率 与 二 阶 导 数 符号 
之 间 的 联系 , 对 入 > s2, 不 论 wz 0, vw 曲线 
当 变 量 s 增加 时 倾 问 于 s 轴 ( 见 图 44); 如 
果 和 和 < s*, 则 从 s 轴 离 开 . 在 s 轴 上 水 为 
零 处 和 由 s? = 和 (或 五 = TV 决定 的 位 置 ， 
转 同 反 (turning points) 出 现 了 . 

因此 , 给 定 一 个 特定 的 参数 值 和 *, 对 应 的 解 曲线 w*(s) 从 具有 水 平 切线 的 沪 
轴 的 正 半 轴 .上 一 点 出 发 , 转 同 下 且 在 最 终 以 正 曲 率 稳定 上 升 前 串 过 s 轴 . 与 第 二 
个 参数 和 * 相对 应 的 解 曲 线 y**(s) 揭示 在 s 的 值 超过 VA 后 有 负 曲 率 且 按 数量 
单调 递减 .由 于 该 常 微分 方程 的 解 揭示 对 参 变 量 入 的 连续 依赖 性 , 至 少 有 一 参 
数 入 在 入 和 入 ** 之 间 , 对 此 和 Xi 对 应 解 当 s 一 oo 时 趋 于 零 , 且 这 反映 渐 近 式 
(29.30) 中 系数 C1 为 零 . 所 以 Xi 是 一 个 本 征 值 且 对 应 解 wi(s) 是 一 个 本 征 函 数 . 

为 得 到 基于 分 析 的 详细 结果 , 将 W(s) 换 成 满足 


Wi(s) = p(s)e™s /2 (30.31) 
的 另 一 相关 函数 p(s) 是 方便 的 , 由 于 p(s) 中 的 代数 (或 苦 ) 的 变化 当 s -oo 时 
能 预料 . 刻画 p(s) 且 取 代 (30.27) 的 方程 也 是 变 系 数 常 微分 方程 , 即 


qd20 dw (A 


一 2s 十 -1l)p=0, 0<s<o (30.32) 


这 里 和 起 参数 作用 . 这 个 方程 的 在 s = 0 具有 正则 性 的 解 可 用 咒 级 数 形式 找到 ， 
即 


图 44 


一 3 Qans”. (30.33) 
n= 二 0 
将 上 去 和 对 应 的 微分 后 的 式 子 代入 (30.33), 得 出 


> ann(n — 1)s" “= 》 2an (" 一 3 ) 5 “， 
n=0 n= 二 0 
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这 里 两 个 式 子 的 等 式 是 使 s 的 同类 器 的 分 别 系数 相合 并 而 得 到 的 . 这 提供 了 一 
个 所 谓 的 递 推 关 系 式 


入 一 1] 
an+2(N + 2)(n + 1) 一 2an (" 一 和 ;，n 之 0， (30.34) 


它 唯一 地 
用 {* 决定 {~ ， 对 n>1 


U2nt+1 


所 以 , 结果 得 到 两 个 无 关 的 级 数 解 , 一 个 带 s 的 侦 次 帘 和 一 个 任意 标量 因子 ao， 
另 一 个 带 s 的 奇 次 壤 和 一 个 任意 标量 因子 ol. 当 在 一 个 特定 的 系数 ax 后 同一 
奇偶 性 ( 偶 或 奇 指标 ) 的 后 继 系数 全 为 零 时 得 到 多 项 式 解 , 且 按 (30.34), 如 果 参 
数 有 值 


和 一 1 三 2 


A=2N+1 (30.35) 
时 正 是 这 种 情形 . 在 这 样 的 情形 下 , pv(z) 表示 次 数 为 N 的 多 项 式 解 而 由 
Wn(s) 一 pv(sje (30.36) 


定义 的 相伴 函数 wn(s) 构成 该 问题 的 可 接受 解 或 本 征 函 数 , 因为 它 在 整个 区 间 
0 入 s< oo 上 有 界 且 当 s 一 ce 时 有 零 极限 , 由 于 


WN(S) ~ CsNe-s /2 _， 0， 当 s 一 oc. 


该 级 数 在 有 限 多 项 以 后 终止 或 中 断 , 是 成 为 本 征 函 数 的 充分 必要 条 件 ; 否则 的 语 ， 
当 取 极限 s 一 co 时 y(s) 不 绸 保持 有 界 . 


熟知 的 且 历 史上 有 重大 意义 的 Schrodinger 量子 力学 振子 理论 中 的 能 量 本 征 
值 ， 


1 
By = hun (N+3) N = 0,1,... (30.37) 


显然 包括 最 小 的 本 征 值 Eo = >fiwwo、 
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习 芷 30 
1. 构造 由 以 下 方程 组 定义 的 Green 函数 G(T, 工 和 ,入 ): 
dz 
LIGI={— AIG=0, rx, —L<z,r <L, 
dx” 


G(—L,7x’,M) =0, G{L,7x’,A)=0, 


J] Y 一 人 十 0 
G 连续 ， 一 -GG 二 一 ], 
dz T=7T’— 人 0 
其 中 入 为 正 实 值 ; 验证 极限 形式 
/ 1 —A|z—zx "| / 
GoolT -7,N)= re , 一 00<ZXTX <00, Lo 0%, 


它 依赖 于 变量 7,7' 之 差 . 其 次 求 在 0<I,z < 工 满 足 边 介 条 件 
dG 


dx 一 0 


的 类 似 的 Green 函数 , 且 建 立 当 工 一 oo 时 对 它 的 近似 表示 和 式 ， 


一 0， G(L,7x', 和 A)=0 


Goo(T,T ,A+ Goo(T,—T ,MA), 0<Zz,r’ < oo. 


上 式 的 原始 意义 是 什么 ? 
用 Green 函数 方法 求解 非 齐 次 边 值 问题 


且 与 上 一 co 极限 时 成 立 的 结果 相对 照 . 
2. 时 出 与 偏 微分 算 子 


dz 
L = s+ 
周期 边界 条 件 
/ 7 dG dG 
G(—L,7x , 入) 一 Cr( 了 ,7 , 入 )， I _ 一 7 
和 惯用 的 要 求 
dz 了 一 了 一 局 
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相 结 合 的 Green 男 数 的 显 式 表示 


cos VA(L — |zx — 7'|) 
2VAsinVAL 


验证 当 0 <argV 和 <7 时 ,在 LL 一 00 的 极限 情形 下 处 处 有 界 的 形式 


G(x, 7X', A) = —L<Z7x,r <L. 


Go(z — ,AN) = Cal 一 oo < T,T < co; (*) 
观察 到 当 |z'| 有 限 , |z| 一 co 时 , Goo 本 身 趋 向 于 一 个 公共 的 极限 ,而 
玉 二 5V ) Go = 0，7z 一 士 co. (x*) 
dz 


如 果 入 是 实数 , 证 实 


1 
ReGo = ey sin VAz — x 


VA 
在 Z=Z' 处 有 所 要 求 的 导数 的 不 连续 性 , 而 In G 是 连续 可 微 的 . 
带 有 
V(Z) ~ ez， 2 一 土 oo 


Y(z,t) = Re |y(z)e i(o+ 引 | ， 为 时 间 变量 
描述 时 间 周 期 的 波 列 , 它 在 x 二 土 60 向 外 行进 . 由 于 Green 函数 表示 式 


OO 
z 0 , 
yr) = cu 人 ez) fde 
iC 用 i Ir 
= ee If (zr ) dr’, 


坐标 因子 y(X) 的 这 种 性 状 是 显然 的 , 其 中 假设 


| _ Halar< 


y(7) ~ 3 Aret' sr, 了 一 士 oo 
这 里 、 
Ar = | f(r)ete ?dz. 
由 于 


Liy] = 攻 十 GE) | y(7) = —f(7), 


“384 ， 


偏 微分 方程 


防 数 Y(z,t) 满足 一 个 非 齐 次 波动 方程 , 即 


O° 0 
区 一 2 Y(7x,t) = ce’Re (ee 9 


. 考虑 对 半径 为 书 的 平面 国 域 中 的 Laplace 算 子 多 的 广义 Green 函数 , 其 


规定 包括 
| 2 2 10 1 8 1 
LG = VG= (Fat F172 B57 ) © = -0 十 pa; 
0<7rr' <R, 0<Y,8 < 2n7, (i) 
G 对 9 以 27 为 周期 ， 二 G 一 0， 0<Y < 27, 
7 一 到 


且 G 在 r= 二 0(r’ 关 0) 有 限 ; 偏 微分 方程 中 的 符号 @ 表示 局 部 化 源 或 Green 
函数 在 点 rt 的 奇 性 . 由 于 W G 在 全 部 国 域 上 的 积分 等 于 (由 散 度 定理 ) 


2 洛 其 边界 的 曲线 积分 ,因而 按 约定 的 边界 条 件 为 堆 , (i) 的 相 容 性 要 求 


/ Ordrdy = 1 (ii) 


这 里 上 面积 分 的 支 集 是 一 个 无 穷 小 (点 ) 区 域 . 
G 对 于 变量 9 的 周期 性 提示 以 下 形式 的 展开 和 式 
G(r,9,7,0) = > fn(r,r’) cosn(d — ), (iii) 
二 0 
所 以 
/da 1d 2 | 
> (f+ 打气) 所 (nr)cosn(9 一 加 = -QT+ 二 (iv) 


1 二 


(iv) 对 如 在 0<3<2r 上 逐 项 积分 得 出 


d? 1d 1 d 1 /”*" 1 
( 知 + r 5) f= r arh 2xh Yo + RE WW 


且 先 用 cos mV (或 sin m9) 乘 ， 类似 的 积分 得 出 的 结果 为 


» 2 
1 a rp ~ — fm 一 -= |/ Q my dy, m = 1,2,.…: (vi) 
r dr\ dr r2 To Sin 
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函数 f0, fm,m = 二 1,2,.… 在 7=7 处 有 不 连续 导数 , 具有 分 别 的 规定 值 


d 二 十 0 1 
r—— fo = 一 一 一 (vii) 
dr 7 一 六 一 0 2T 
和 ， 
dd | 一 1 
人 (vill) 


它们 是 由 (v),(vi) 推导 出 的 . 所 以 这 些 函 数 可 以 根据 微分 方程 


1d/do\ 1 
1 ) = 7 和 了， 


1 d / dfm 1 ， 
A "7 mo 
连同 条 件 
一 =0,， fl =0, m=1,2,. 
eh rr 二 民 R Ar 六 一 天 


不 连续 性 条 件 (viij,(vii) 和 保证 Green 函数 对 称 性 的 另 一 规定 


三 rfo(r,r')dr =0 
0 


来 确定 . 完成 这 些 确定 , 给 出 f0, fm 在 7 = 二 0 是 正则 的 , 证 实 所 要 找 的 Green 


1 > 72+r 3 
G(r, 7 好) 一 -a ln ipa ~ 8 
+ 2 gm 27m a ( Es: Rr 08m 人 (8 一 少 )， (ix 
这 里 (r>,r<) 表示 (mr) 的 较 大 考 、 较 小 者 . 
考虑 到 已 知 结果 
in (1 一 ae ) 一 -2 Cinp “lal <1 
和 由 此 得 到 的 推论 


. oO nn 
Reln (1 — ae:) =jnV1I-2acos6+o2= 一 》 一 cosnp， (*) 
了 一 二 


建立 Green 函数 的 一 个 显 式 ( 非 级 数 ) 表示 且 验 证 包括 在 其 定义 中 的 条 件 . 
证 明 当 民 一 00 时 
Cr 一 了 RR 
27 
有 确定 的 极限 且 作 出 解释 . 
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4. 要 求 构 造 平面 的 角 局 形 


0 一 必 <a，0<7r<< 扎 


R 
内 的 Laplace 算 子 的 Green 函数 G(r, Dr ), 给 定 


2 10 1 8 

rol= (B+ Br 57) —-Q, 
9G 
Or |9-0 


上 且 G 在 + 二 0(r 六 0) 有 限 ; 源 符号 @ 属于 点 状 分 布 ， 即 


OG 
Or |9- 


Q=0, rzAr, #0. 
写 出 


nny 


TY 
G(T, Or 的 = 和 rr sin 一 一 sin 


CY 
n=1 


带 有 对 9,9 的 对 称 依赖 性 ， 则 


~ [da:* ld 1 ~ ， TAO nr .. 
2 攻 十 一 一 一 | 廊 (r7 ) sin —— sin = 一 他. (这 ) 


dr2 rdr 7 


由 于 


o 他 
| sin md sin d= 0, 7 天 人 岂 ， 
0 CY CY 


从 (ii) 用 sin 一 来 后 再 逐 项 积分 , 推导 出 
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这 里 


这 样 函 数 fi 能 从 以 下 的 关系 式 中 得 到 


(£ 1 d 1 (至 ) ) m=0 rr m = 1,... 


i 


dr2 rdr rz 


CY 
d 
fm(0,r 有 限 ，70， 工 fm| =0 (iii) 
T r 二 RR 
和 d 六 一 六 十 0 9 
Tr—— fm 一 一 一 
cdr | -0 CQ 


斌 确定 满足 (ii) 的 函数 万 (mr) 然后 确定 Green 函数 (i). 改写 (i) 成 形式 
G(r,9,7',0) = ; 2 加 7) [cos 人 一 他) 一 cos (9 十 0)| 


且 用 问题 3 中 的 结果 (*) 去 求 该 级 数 的 和 . 讨论 R 一 00 的 极限 情形 . 
5. 者 虑 平面 矩形 区 域 0<rz<L0<y<h 和 满足 以 下 规定 的 Green 函数 : 


了 
III 
h 
NV lI 
I L x 


G = 二 0, 在 边界 线段 I 了 ,在 上 ， 
9G| ， 在 边界 线段 JV 上 


用 展开 式 
OO / 
G(rx,Yy,T',y ) = > (zz ) sin 本 sin 


nn 二 ] 
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和 各 关系 式 
D- nm\2 ， ， 
© 
= fn 一 0, fn(L,z’) 一 0, 
Or |,._o 
8 T=X' 二 0 
fn 一 一 
02 T=X'—0 


去 显 式 地 刻画 函数 fi,(XT,X'). 找 出 在 工 一 co 的 极限 下 出 现 的 Green 函数 的 
更 简单 形式 , 求 此 级 数 的 和 且 检 验 这 结果 . 


6. 在 线性 调和 振子 的 Schr6dinger 理论 中 出 现 的 常 微分 方程 (30.32), 即 


dp dy 
gr2 -47 +2vp =0, 
如 果 
二 n 为 非 负 整数 


则 其 解 以 数学 家 Hermite ( 埃 尔 米 特 , 1822 一 1901) 的 名 字 命 名 , 称 为 Hermite 
多 项 式 ， 
pn(T) = 五 nz) 
am+2(m+2) m+1)= -2amnm—m), m=0,1,2,..- 


”可 以 不 那么 省 力 地 确定 其 系数 , 递 推 式 唯一 确定 各 多 项 式 的 系数 


a a 
Hon (7) 一 0 1 十 于 2 十 .…… .十 Ca 
C0 a 
a a 
Hon+1(7) 一 0Q1 :> 十 -3 .3 十 .十 amt gant! 
| Ul 


其 中 a0,al 是 任意 的 . 一 种 更 系统 化 的 方法 是 基于 母 澡 数 (生成 函数 ) 
F(x,t) = Don Hn) 人 
| =0 

的 方法 , 它 具 有 用 第 二 自 变量 t+ 的 办 级 数 表 示 式 ; 容易 证 明 这 函数 满足 偏 微 


分 方程 


82 8 8 | 
(ws 一 “7 十 2 ) F(x,t) 0. (ii) 
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在 现在 的 情况 , 形 如 
F(z,t) = X(t)T) 


的 特 解 就 够 用 了 ; 代入 (ii) 且 分 离 因子 得 出 


da? 
de3 ~ (8) 加 2 了 人 _ 
X(é) tT(t) 


这 里 《二 zt, 接着 得 出 带 有 一 个 任意 参数 的 规定 式 


X2t2 


大 一 eczt， 人 一 ea ， 


选择 入 =1, 且 取 带 有 (i 中 系数 cn 的 相伴 的 


母 函 数 后 即 得 到 Hermite 多 项 式 的 经 典 定义 . 
试 推 演出 前 五 个 多 项 式 的 显 式 表示 且 验 证 它们 的 一 般 特 征 


HD) = (Fe) 


Hermite 正 交 函数 这 名 称 适 用 于 


i 
1 dz 


nzZ) = ez /2H, (7), 


由 于 


十 oo oo 
/ Wm(T) pn (Td = / eo-s? H(z)H, (zdr = 0 mn 


验证 结果 (vi), 利用 两 个 分 别 的 母 函数 


f(r,t) = 一 安定 22t 一 S wn(z)- 
一 0 


wp (r,s) = _ 一 写 十 27s 一 sS2 _ = >》 4m(z) 一 
m=0 
相 梯 后 对 工 在 (一 00,00) 上 积分 , 再 利用 关系 式 
三 一 2 十 2zr(t 二 3) 一 太一 2 cr __ Vest 


_ (lnen es n=0,1,... 


. 389 . 


(iii) 


(iv) 


(vi) 
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计算 积分 

N, = | (od = / e-* H2(z)dx. (vii) 
注意 到 正 交 性 关系 式 (vi) 提示 用 函数 Wn(T) 展开 定义 在 -oo <Z< oo 上 
一 个 任意 函数 Flz) 的 可 能 性 ,， 即 


OO 


f(x) = > QnVn(T), 一 co < < oo (viii) 


n=0 


带 有 其 系数 的 各 个 确定 式 


Nnan = f f(z) pn(T)dr, n= 0,1,.…: 


7. 给 定 函 数 u(7,t) 的 偏 微分 方程 


Ou ab Ou Ou 
i -一 waw 二 -0 t>0 0 ， 
ot r Or ?ar ;7>0,t:>0,a>0,8>0; 


用 单 自 变量 


信 


yp 
证 明 jeu(O 满足 一 个 一 阶 常 微分 方程 . 积分 这 个 常 微分 方程 且 证 实 特 解 为 


C 一 


oo 5_1 
u(t)}=B— c| e "go 5 do, 
Cz 


当 7 一 00,C 一 00 时 它 趋 于 极限 值 B. 指出 如 何 确定 常数 C 使 得 4(R,t) = 
4. 讨论 在 区 间 0<r<RR 上 满足 规定 


u(R,t) = A, w(0,t)=8B 


的 对 应 解 . 

8. 半 无 限 或 全 无 限 区 间 上 的 本 征 值 问 题 属 于 有 真正 理论 意义 和 许多 不 同 考虑 
有 关 的 一 类 奇异 本 征 值 问 题 ; 特别 有 兴趣 的 是 实施 点 移 向 无 穷 时 边界 条 件 的 
作用 . Weyl, C. H. H. (外 尔 , 1885 一 1955) 于 1910 年 对 这 类 问题 的 经 典 研究 
工作 构成 线性 边 值 问题 分 析 中 重要 的 一 章 . 为 简明 概述 他 的 方法 和 推论 , 考 
虑 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 自 伴 形式 : 


Lly] = 去 (za 号 2 -Gy+ Xr(e)y =0 (1) 
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这 里 p(Z) > 0,r(Z) > 0, 且 入 是 一 个 参数 ; 首先 仔细 研究 有 限 区 间 0<z<a 
上 在 端点 Z=0 满 足 特 殊 的 边界 条 件 , 例如 说 ， 

y(0)=0 (ii 


的 问题 . 设 
yl1 (7, 入 )， y2 (c， 入) (iii) 


表示 (在 Z=0 满 足以 下 性 质 (与 入 无 关 ) 的 基本 解 组 : 


yi(0,A) = 1,， yo{0,A) = 0， (iv) 
d d 
Pp(0) 2 0， P(0) 7 一 22 二 1. 
则 
y(7) = Cy2l7, 入 ) (V) 


表示 满足 (ii) 的 (i) 的 全 部 解 . 如 果 在 工 二 a 的 齐 次 边界 条 件 


cos 9y(a) + sin 9p(a) 2 一 0， Og&H<7, (vi) 


二 已 


包含 一 个 角 参 数 4 则 方程 组 (Dii),(iv) 定义 一 个 正则 Sturm-Liouville 问 
题 ; 利用 (Vv), 特征 方程 成 为 


= 0. (vii) 


二 忆 


cos Vy (Qa, A) + sin Dp(a) Cy 


这 个 方程 的 每 一 个 实 单 根 六 (9) 确定 一 个 本 征 值 ， 且 对 应 的 解 yo(T， 入 *) 表 
示 一 个 非 规范 化 本 征 浮 数 . 由 于 (vii) 中 不 能 直接 取 极 限 a 一 co, 当 a 增 大 
趋 于 无 穷 时 , 0 < x <a 中 的 本 征 值 问题 如 何 变化 的 问题 需要 一 种 新 鲜 的 方 
法 . 由 Weyl 提供 的 那 种 方法 认为 入 是 上 半 平 面 上 的 一 个 任意 复数 值 ， 即 


入 二 和 jl 十 ?M2， Ao >0， Al 为 实数 ， 


其 次 刻画 另 一 个 复数 ， 
n(A 和 ) 一 mi(A) 十 in2( 入 ), 


通过 在 (i) 的 特殊 形式 的 解 , 即 


Yn(T,N) = 17,N) + n(A)Yy2 (7, A\) 
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上 施加 在 工 = 二 a 处 的 实 边 界 条 件 (vi) 得 出 一 个 关系 式 


d 
(0, A)(—cotd) — plo) 证 


n( 和 ,a) = 
dy2 
—y2(a, A)(— cot 9) + pla) I 


它 能 看 成 o 二 一 cot 3 和 ?之 间 的 一 个 线性 变换 ; 该 变换 的 一 个 特征 性 质 是 
其 中 系数 有 一 个 单位 行列 式 , 由 于 (回顾 (iv)) 


yi(X, 入 ) y2(T, A) 


~1, 0<r<a. 


p(z) p(z) -Co 
因此 , 当 与 3 的 规定 区 间 (0,7) 一 致 o 在 (一 00,00) 之 间 变 化 时 ,n 描绘 出 一 
个 辕 T( 和 ,a); 且 由 Weyl 推演 出 的 这 个 对 应 的 值得 注意 的 特征 包括 以 下 几 点 : 
(a) 每 一 国耻 (A,a) 位 于 复 nn 平面 的 上 半 平 面 内 ; 
(b) 圆 (和 ,5b) 在 另 一 国 T(X,a) 内 ( 见 图 ), 如 果 a > b, 则 反之 ; 


ns(A) ra, a) 


TD) 
b>a 


ni(4) 


(c) 在 a 一 00 的 极限 情形 , 出 现 两 种 不 同 的 可 能 性 , 即 
(i) (A,a) 变 成 有 有 限 半 径 的 极限 园 (和 ,00), 或 者 
(ii) 下 (X,a) 收缩 成 一 个 极限 点 ， 即 


im n(A,a) = n(A, 0); 
(d) 如 果 对 给 定 的 入 , 情形 (i) 或 位 ) 适用 , 则 对 任何 的 和 的 值 (Im 和 去 0) 
利用 Green 定理 , 即 
由 1 ] 
_ 0 
fr fe) te) so) Ho | 


笠 一 已 


-yopG) 名 -oz)plz) 全 | ， 
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同时 选取 
f(z) = Yn(z,M), g(r) = n(x,N, MM= {A 
利用 (iv),(vii) 等 , 建立 关系 式 


f r(T)|Y, (7,) Ml?2dz mn z 


由 此 推导 出 结论 (i. 
一 开始 把 参数 入 选 为 复 值 证 明 是 特别 有 用 的 , 因为 这 就 可 能 把 前 面 所 

述 的 情形 和 相应 的 本 征 函 数 区 分 开 来 . 为 此 , 考虑 常 微分 方程 
dy 
QT 


它 有 一 个 (单独 ) 的 奇 点 工 = co. 如 果 入 是 实 的 且 特 别 地 等 于 零 ， 则 通 解 


十 Ay 一 0，0<2Z<oco， (*) 


?Y 二 CIT + C2 
清楚 地 表明 不 存在 任何 有 有 限 范 数 的 解 ,即使 得 
[wahPar <o 


0 . 
的 解 ; 对 所 有 入 的 正 值 结论 同样 成 立 . 与 此 对 照 , 如果 入 是 复数 且 0 < 
argVA < T/2, 则 有 且 仅 有 一 个 有 限 范 数 的 解 ， 即 


Y4(7x) = eiv》z ~ e-ortibr VM-= B+ia, a>0; 
Tr —207 _ 
| Y,(r)Y, (zr)dzr = / e dz = De 
而 无 关 解 
Y_ (x) — piVAz — eoT~idr 
没有 有 限 范 数 . 
利用 (*) 的 基本 解 组 


SIn VAT 


yi(z, 入 ) 二 COS VM\z, y2(7, 入 ) 一 VA 


满足 


y1(0, 和 A) = 1,， »2(0, 和 A) = 0， 
d d 
一 -一 一 二 一 一 一 一 = ], 


Tz 二 0 r=0 
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求 能 够 保证 解 


Yn (x, 和) = cos VAz + n(\,a) me 
满足 边界 条 件 
cos YY, (a, 和 A) + sind Oy, 一 


的 n( 入 ,a) 的 条 件 ; 证 实 这 时 有 极限 点 性 状 , 即 
lim n(X,a) = iVA, 0 < argVA < T/2. 
与 之 对 照 ， 当 常 微 分 方程 (i) 的 所 有 解 有 有 限 范 数 
/rzjPar < oo, 


在 极限 圆 情形 , 就 需要 在 了 = oo 的 一 个 边界 条 件 . 在 有 限 区 间 上 常 微分 方程 


d »、 dy 
的 奇 点 由 系数 函数 
Pp(7)=1— 2 


为 零 的 值 所 确定 , 现在 是 在 两 端点 工 二 土 1; 且 这 里 得 到 极限 园 性 状 ; 所 以 为 
区 分 整 旋 有 限 范 数 解 边界 条 件 是 必需 的 . 
常 微分 方程 
© (zH) Ay=0 <1 
dz (sl) zy < 
容许 有 基本 解 组 


yi(x, 入 ) = cos (VA z) ， We(z, 和 A) = Sn (Vin 7) 


VA 》 
满足 
yi(l1, 和) 一 0, y2(1, 和) 一 0, 
ad d 
—— Yl = 0， 一 zj = 1; 
dz jl dx 1 
给 出 边界 条 件 
. dy 
y(l,A) = 0, cosdy(e,A) + sinvde 一 = 0， 
dx je 
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导出 本 征 值 方程 , 且 用 解 
sin (VX z) 
VA 
去 验证 : 在 2 一 0 的 极限 情形 , 在 X= 二 0 处 显示 一 个 极限 点 性 状 . 


在 无 限 区 间或 带 有 在 一 端点 为 零 的 系数 函数 的 包含 多 种 多 样 特征 的 奇 
异 问题 可 以 由 以 下 的 问题 显示 出 来 , 其 定义 方程 包括 


jn (DZ A) = cos (VAIn z) + n( 入 ) 


dz 
Livy| = 了 二 Ar(ziy =0，0<2<co，7rzi> 0 


V(0) = 0， rz 十 2) 三 rz)， 7z>0: 
这 里 系数 函数 是 周期 的 , 例如 


l, 20<Z<2Pn 十 | 
r(Z) = 1 人 一 0,1,.…. 
4 


2n—1< zx < 2n, 


且 其 本 征 值 证 明 是 在 一 串 周期 的 宽度 有 限 的 区 间 上 是 连续 分 布 的 , 这 些 区 间 
之 间 也 没有 缺口 . 


第 三 十 一 章 
正 交 性 及 其 衍生 结果 


我 们 早 就 强调 过 正 交 性 和 偏 微分 方程 边 值 问题 的 Fourier 型 级 数 解 中 的 各 
系数 的 确定 之 间 的 联系 ; 现在 对 用 一 组 给 定 的 函数 来 表示 任意 选 定 函数 以 及 正 
交集 在 这 方面 起 的 显著 作用 进行 更 广泛 的 研究 是 合适 的 . 

大 量 的 实验 研究 要 求 对 一 个 复杂 的 和 不 完全 已 知 的 函数 用 较 简 单 的 函数 例 
如 多 项 式 来 近似 表示 . 给 出 未 知 函数 f(z) 在 点 


的 离散 值 ， 
= f(z1), Yo 7 Yn = f(rn). 


Lagrange 构造 一 个 插值 多 项 式 ， 


(Z 一 Zoj(Z 一 23) (To Yn) 
人 
(Z 一 ZTCZ 一 Z3) (7 一 Zn 
(ca — T1)(72 一 Z3) (72 — Tn) 
(T ~ TIT — T2) (7Z 一 Zn-1j 
(Zn -一 TX1) (Tn 一 T2) “1, (Tn 一 Tn_1) 


它 与 上 面 这 些 值 重合 且 在 其 他 点 定义 了 插值 值 . 目 然 地 去 思考 容许 用 不 断 缩 小 
点 之 间 的 间隔 来 增加 插值 点 的 个 数 xz1,z2,… ,zn,… ,以 及 一 般 函 数 类 中 的 函数 


十 YY2 


十 … 十 Yn 
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f(x) 是 否 也 能 这 样 表示 . 然而 , 当 n 一 oo 的 极限 情况 下 寻找 对 z 的 各 次 幕 的 简 
单 表 示 式 时 , 发 生 了 技术 困难 , 这 也 妨碍 了 对 所 得 到 的 无 穷 幕 级 数 的 分 析 . 

作为 蔡 代 , 假设 插值 公式 是 基于 正弦 级 数 且 考虑 它们 的 系数 olyaz,…… ,an 1 
如 何 确 定 以 保证 


f(x)=aisin T+azsin 27 十 …: 士 an-lsin(mn —1)7r, 0O0<z<T. (31.1) 
在 等 距 所 
7 27 (nC— 1)7x 
nn’ ' nn 
与 给 定 值 


. [If 
相连 接 . 由 于 这 个 和 即 三 角 多 项 式 在 z = 0 为 零 , 它 将 不 与 f(z) 的 值 重合 除非 
后 者 也 为 零 ; 此 外 , 注意 这 个 和 表示 z 的 一 个 奇 周 期 消 数 , 而 在 区 间 (0,7) 外 关 
于 f(z) 没有 做 任何 假定 
对 Qi,Q2,."*" ,Un—l 的 联 立 方程 ， 印 


一 1)7T 


7 ,A 27 .(n 
fl—}=aisin~ 二 a2zsin~ 二 :… 二 an-_1 Sn 
Nn n n 


Dp nC—1)7n 
f (~) ~aisin + azsin AT 4. + an 1sin P= DD, 
n n 4 机 


， 
f 人 -7 _ 0 sin (n I” |g sin 2(n - 1)T 


7 


(nm 一 1)27 
二 二 nlsn 


能 联合 起 来 通过 用 适当 的 三 角 恒 等 式 以 得 到 各 个 系数 的 确定 值 . 为 建立 三 角 恒 
等 式 , 用 2sin 5 乘 和 式 
Sn(9) = cos d+ eos 20++..:++ cos(n m1)9 (31.3) 
在 简单 的 重 排 后 , 注意 到 
2 sin 95n (9) = Sin(2n 一 1)5 — Sin 5 
即 | 
1 sin( 一 本 吃 


9 (2) 三 一 十 一 一， 妇 夭 267， k=0,1,..- (31.4) 
“ 2 sin 39 


. 398 ， 偶 微 分 方程 


然后 由 少 一 2k7 的 极限 过 程 得 到 
Sn(2kT7)=n— 1, k=0,1,... 
因此 , 如 果 9 = -一 


(7 一 1)7nr 


mn Dm 
COS 一 一 十 COS 十 ，…: 十 COS 
7 nn 


1 
——(l++cosm7r), m A 2kn,k=0,1,..- 
Li 2 (31.5) 


nl1, m = 2kn,k = 0,1,... 


现在 用 2sin 人 乘 包含 f(pr/n) 的 系数 集 的 特定 方程 (31.2) 再 对 p 求 和 ; 这 给 
出 


n—l 
2 f(T)s sin Tar 
Dp 二 1] 


7 一 ] 

这 里 

n—1l 

cr -os os sr 

p=1 G 

利用 (31.5) | 
cro = 可 lcos(9 十 7)T 一 cos(q 一 了) 如 ,9 之 7 
因此 有 
Crg 一 0, Tr 天 d， 

而 


crr 一 久 一 工 十 (1 十 cos 27T) 一 n. 
这 样 , 当 给 定 f(z) 的 离散 值 时 ， 


2 < .rpr\、，pqr 
mo = f(T ) sn 一 g =1,2,...,(n—1) (31.6) 
p=1 


提供 近似 三 角 多 项 式 (31.1) 中 每 个 系数 a1,a2,.… ,an 的 分 别 的 和 显 式 的 表示 : 
此 外 , 如 果 容 许 ”无 限 增加 , 积分 形式 


一 = f(z)singrdrz, ad 一 1 .2， + (31.7) 
表明 它 可 以 作为 Fourier 正弦 级 数 


f(x) ~ > ansinnz, 0O<ZzX<” (31.8) 
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的 系数 , 可 以 利用 这 个 级 数 去 刻画 很 广 的 一 类 函数 . 

对 正弦 系数 的 各 别 的 和 直接 确定 的 可 行 性 , 即使 当 这 些 系 数 是 无 穷 多 时 也 
如 此 , 与 类 似 的 虎 级 数 表示 或 多 项 式 的 极限 形式 截然 不 同 ; 然而 , 实际 上 简单 表 
示 式 (31.6) 反映 了 f 在 等 距 点 上 的 规定 而 在 更 一 般 情形 系数 并 非 这 么 容易 决定 
的 . 可 以 指出 分 别 的 基本 函数 即 帮 函数 和 正弦 函数 之 间 的 不 同 ; 这 样 , 由 于 性 质 


人 snmzsinnzdz =0, mn 
9 * | 
正弦 函数 构成 一 个 正 交 集 , 而 z 的 各 次 车 不 是 正 交 集 . 事实 上 存在 一 个 多 项 式 集 
合 , 其 成 员 户 (x), 一 1 < x < 1 称 为 Legendre 多 项 式 , 它们 是 正 交 的 且 可 借助 它 
们 去 表示 这 区 间 内 的 函数 , 即 / 
f(z)~ 》 anPh(z)，-1<z<1l， 
= 


由 于 每 一 个 系数 on 能 按 以 下 规定 分 别 地 决定 : 


Non = | f(r P(r)dr, n=0,1,... 
—1 


这 里 , 
Nn = | Par 
有 限 或 无 穷 的 冰 数 集 
Pi(T), 2( DT)， , Pn (2 ~ 

当 6 

/ pm(TIP, (TUT =0, mAKFn (31.9) 
和 b 

| leroPar = Na #0 (31.10) 


时 , 在 给 定 范 围 a < x < 5 上 有 正 交 性 状 ; 这 里 复 值 函数 是 容许 的 , 且 如 果 F(x) 
表示 w(x) 的 复 共 斩 , 则 

[p(x)| 三 十 VIPtz)5ZD) 
正 交 规范 集 是 其 规范 化 积分 (31.10) 等 于 1 的 正 交 集 , 即 


Nn =1， 对 所 有 ni (31.11) 
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显然 , 如 果 ov(z) 不 满足 (31.11), 适当 确定 因子 oa, 函数 
QnPpn(T) 


就 能 满足 要 求 (31.11), 所 以 正 交集 转换 成 规范 正 交 和 集 是 简单 的 事 . 
正 交 函 数 (规范 的 或 不 规范 的 ) 是 Za 族 的 成 员 , 与 有 有 限 Ly 范 数 的 函数 的 
定义 ， 
/ |[P(Z) dr <o0, p>0 


保持 一 致 . 任 一 对 L 函数 p(x), (7) 满足 (有 广泛 应 用 的 ) Schwartz ( 施 瓦 次 
1843 一 1921) 不 等 式 


“ b b 
< | lear f wl)lae (31.12) 


b 
/ p(x) (zd 
乘积 o.v 是 可 积 的 即 属于 Li 类 这 一 事实 从 关系 式 


0 < (ez 一 (zl 


或 
ellw(ols 3 (p(n) + wo)F) 


得 出 , 由 于 上 式 表 明 lolluy| 被 一 对 可 积 项 界定 . 所 说 的 不 等 式 (31.12) 从 另 一 个 
显然 成 立 的 不 等 式 


b b 
0< 3 / dz / dzr' lp(z)T(z) — Dr)p(e 
p p b 2 
= | epar | wrear -| PYdr 
立即 推导 出 


为 判断 函数 之 间 有 多 靠近 有 不 同 的 表示 式 可 以 利用 , 一 个 形式 上 类 似 于 定 
义 n 维 空间 中 点 z,y 间 的 间隔 或 距离 的 表示 式 , 即 


[zi 本 yi1)” 十 (Z2 一 oj2)? 十 .… :十 (Tn yn )2]1/2 


特别 有 用 ， 这 里 (TX1, “1 , Tn ) 和 (wa : , Yn ) 规定 这 两 点 的 分 别 的 坐标 ; 这 样 ， 级 
数 f(x),g(zx) 能 被 认为 是 在 区 间 a < x < 上 “靠近 的 ”或 相互 接近 的 , 如 果 积 分 


; 1/2 
| / f(z) - se 


第 三 十 一 章 ” 正 区 性 及 其 衍生 结果 .401. 


小 的 话 . 
给 定 函 数 级 数 

Piz)+PC)+ :十 记 (十 (31.13) 

其 部 分 和 为 
k 
Sxk(X) = Dfi(z), Q<T<D k=1,2,...,n 

i 二 1 

因此 陈述 


b 
im / Si (zx) -Stel2dz =0 (31.14) 


的 意思 是 , 当 取 极限 n oo, 部 分 和 与 函数 S(z) 变 成 难以 区 别 的 , 这 里 S(z) 是 
级 数 的 逐 点 和 , 正如 相伴 关系 式 


lim S%(x)= SS(x), a<7r<b (31.15) 


一 个 CC 


所 代表 的 含义 . 
联系 正 交 基 和 按 L。 范 数 表示 函数 的 这 个 事实 的 一 个 重要 定理 如 下 : 如 全 
PpP1(T), po(T), 构成 范围 a<x<b 上 的 规范 正 交 集 且 常数 Q1) 02， 使 得 


Fz) = a1p1(7) + + anpn(T) + Rn (7), (31.16) 
这 里 余 项 满足 极限 
im / IR, (zx)?dz = 0, (31.17) 
b n < 
Jim | f(x)— > aipi(z) dz = 0, 
0 i=1 
则 ， 
Qi 一 / f(T)P, (Tr) dr, 1 = 1,2,.…: | (31.18) 


如 果 (31.17) 成 立 , 称 级 数 aipl(z) + a2p2(Z) 十 … 平均 收敛 到 函数 f(zx). 
为 建立 系数 表示 式 (31.18), 固定 一 个 整数 7 目 取 n>j; 用 5; 乘 (31.16) 再 
在 (a,b) 上 积分 (基于 wi(z) 的 规范 正 交 性 的 ) 结果 , 即 


b b 
/ f(r)Pi(r) dr = a; + Rn(T)P; (Td (31.19) 
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表明 当 n> 了 时 
b 
/ Rn(z)P;(T) dr 


必 与 n 无 关 . 用 Schwartz 不 等 式 (31.12) 


8 b 
maz| < f lenle)lde 


uu 


连同 (31.17),(31.19), 就 证 实 了 结果 (31.18). 


由 规范 正 交 函数 集 ol(z),wpa(z),… 和 一 个 任意 L2 函数 f(z) 用 (31.18) 定 
义 的 量 ai 称 为 f(x) 的 Fourier 系数 ; 此 外 , 由 上 述 表 示 表 明 Fourier 级 数 


> aipi(z) 
;一 1 


平均 收敛 到 f(x). (译注 : 对 规范 正 交 集 要 加 完全 性 或 封闭 性 条 件 ) 这 一 性 质 不 同 
于 癌 通 收敛 性 , 后 者 特别 要 求 任 一 函数 级 数 的 部 分 和 有 一 定 极限 , 如 (31.15) 所 
未. 


对 ai 的 表示 式 (31.18) 当 f(x) 是 Li 或 可 积 函 数 时 仍 有 意义 , 事实 上 在 假 
设 展开 式 


Flz) = > ajpj(z) (31.20) 
j=1 


的 存在 性 和 用 5,(z) 相 乘 再 在 (a,b) 上 逐 项 积分 的 合法 性 后 即 可 得 出 这 个 结论 . 
给 定 在 a <z < 上 的 可 积 函 数 f(z) 和 一 个 规范 正 交 集 , 包含 Fourier 系数 a; 
的 紧密 相 联系 的 级 数 (31.20) 在 开始 与 f(x) 仅 有 符号 上 的 联系 , 即 


f(x) ~ Saipi(z), QQ<XZ<D， 
1 
推迟 普通 收敛 性 的 研究 和 使 用 等 号 . 
此 外 , 并 不 奇怪 , 这 同样 的 Fourier 系数 是 一 个 L2 函数 的 均 方 逼近 的 最 优 系 
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数 ; 改 号 有 关 的 积分 为 


=-/ 
b nn n 
[po eee be Same) 
a + 二 ] 7 二 1 
: n |; n b 
= /NaPaz -D5 | far — De, f Fo)wils)dr 
a j=1 位 1 二 1] 0 


n nn pb 
+ Do / pi(TIP;(T) dr (31.21) 


2 
dx 


他 


f(r) 一 >》 cipi(z) 


?一 | 


i=1 7=1 


b nn : 
一 / f(z) dz 十 >》 [ao — CiGi 十 Cio| 
a 


nn n 
= | oa Del + Yea’ 
0 i=1 1 二 1 
就 能 肯定 这 个 事实 , 因为 le 一 ai| > 0 且 仅 当 ci = oa 时 为 零 , 所 以 当 对 每 一 个 
i,ci 二 ai 时 , 积分 1 取 其 最 小 值 , 所 述 命题 随 之 得 出 . 
在 (31.21) 中 使 c; 和 a; 相等 后 得 到 式 子 
f(x) 一 >》 aipi(z) 


b “ pb 人 
/ dz = 全 Hz)Paz- > lo， 
4 1 一 1 C i=1 


因为 左边 是 非 负 的 , 就 给 出 了 一 个 重要 结论, 即 


ne 


n b 
>》 ai < |/ f(x) dr, n=1,2,..: (31.22) 
+ 二 1] a 


所 以 具有 非 负 项 的 级 数 
larl + lezl 十 


的 部 分 和 有 界 , 且 (31.22) 中 的 n 可 任意 大 , 这 就 得 出 
co b 
> os< f oPas, (31.23) 
i 二 1 0 


这 就 是 著名 的 Bessel ( 贝 塞 尔 , 1784 一 1846) 不 等 式 . 
后 者 排除 可 能 的 不 等 号 的 更 强 的 形式 , 即 : 


C0 b 
2 ai -|/ f(x) az (31.24) 


?一 
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称 为 Parseval (由 塞 伐 尔 , 1755 一 1836) 等 式 且 反映 了 用 来 确定 系数 a; 的 规范 正 
交 函 数 集 wi(z) 的 一 个 关键 性 质 , 这 就 是 用 以 下 方式 定义 的 所 谓 的 完全 性 性 质 : 
规范 正 交 函数 集 

P1(7), Pp2(T), + 


是 完全 的 , 如 果 对 应 于 每 个 a < x < 5 上 平方 可 积 函 数 f(x) 和 任意 的 e > 0, 存 
在 指标 n 和 常数 c1,.… ,cn 使 得 


[ 

Parseval 等 式 与 完全 性 的 联系 可 由 基于 (31.21),(31.25) 的 关系 式 
b nn n 

{/ f(z) dz 一 >， a 十 {> [ci 一 a | < 6 


1=1 


出 发 通过 一 系列 推理 而 被 验证 ; 为 此 , 考虑 到 带 括号 的 第 二 项 的 非 负 性 , 就 有 


b 7 
/ zzdz Sla? < 
a i=1 


2 
dr <&. (31.25) 


no 


f(x) — Ycipilz) 


+ 二 1 


3 ai| > f f(z) az 一 e 


?一 1 


oo b 
> opP> |/ Ifa —e 


?一 | 


由 于 最 后 的 关系 式 对 任意 的 s > 0 成 立 , 因此 导致 另 一 个 不 等 式 
oo b 
la > | Iflz)| dz, 
>> | 
其 意义 与 Bessel 不 等 式 (31.23) 中 表示 的 相反 , 这 就 证 明了 Parseval 等 式 . 
规范 正 交 集 
2 n = 1,2,.…. 


在 区 间 0<z < ; 上 是 完全 集 , 集合 


再 得 出 


1 2 nA 
VvVi n= 1,2,.…: 
也 是 完全 集 ; 类 似 的 , 复 值 指数 函数 


_ einmrz/t 一 cos 一 +isin 一 | ， nn 二 0, 土 ], 土 2,……: 


V21 V2/ ! ! 
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构成 ~-! < x < 1 上 的 完全 的 规范 正 交 集 . 
为 了 以 不 同方 式 引 出 完全 性 的 特性 , 考虑 一 个 常数 集 c,n = 1,2,… 且 假 
设 
iD) So 2=co 或 让 en?<% 
n=1 n=1 
两 者 之 一 成 立 , 在 第 一 种 情形 没有 与 包含 规范 正 交 函 数 wu(z) 的 级 数 相 联系 的 
平方 可 积 函 数 , 即 不 存在 


f(r) ~ > _ cnpn(Z)， a<r<hb. 


n= 二 1 
在 第 二 种 情形 至 少 有 一 个 L。 函数 能 这 样 表示 , 而 且 如 果 集 合 wn(z) 是 完全 的 ， 
则 定义 了 一 个 唯一 的 函数 . 


当 一 个 给 定 函 数 的 Fourier 系数 已 知 时 , Parseval 等 式 可 用 来 估计 数值 和 ; 例 
如 , 取 函 数 


f(z) = 7 
和 区 间 _n < z < r 上 的 一 个 完全 规范 正 交 函 数 集 


1 COS NT 


Y0 二 V2 pn 人 (7z VT 1 一 1, 2， 
容易 验证 和 
— ~ 3 
4&0 二 | fe)eodr = J 斌 37 
和 有 
下 
Un 一 三 f(r)Ppn(T) dz 一 -万 。 了 一) 
由 于 _ 
/ j2(z)dz = “75， 
5 
Parseval 等 式 _ 
| f(x)dr = a + > aa 
" n= 二 1 
成 为 | 
2 下 27 167 
5 9 2 na 
给 出 了 一 个 正确 的 结果 , 即 
2 n4 90. 


406 ， 


1. 


含 微分 方程 


习 是 31 


考 谍 一 圆柱 形 杆 的 扭转 振动 ， 在 其 领 近 横 截面 有 一 相对 角 位 移 d 昌 ， 这 里 
(7z,t) 是 沿 轴 的 距离 zx 和 时 间 上 了 土 的 函数 , 可 用 偏 微分 方程 
0? 2 
sri© 一 c 39 (i) 
来 分 析 ; 这 里 c* 依赖 于 质量 密度 和 物质 的 切 变 模 量 . 在 杆 的 端点 二 0,1 的 
合适 边界 条 件 , 当 一 对 大 而 重 的 圆 盘 固定 到 那里 时 , 取 形 式 


0” 0 .， 
G2 gz T=0 (i 
机 O° 0 
Pro 一 c 7 日， XT 二 LL. 


研究 满足 (ii) 的 (i) 的 分 离 变 量 解 , 且 确 定 相 关 的 本 征 通 数 是 否 正 交 . 


,给 定 线性 无 关 实 函数 的 一 个 非 正 交集 


Pp1(T), p2(7), 四 pn 人 (Z)， 
有 一 确定 程序 能 把 它们 转换 成 正 交集 ， 
PI(T), Pp2 (7), ,pn(T), 
其 成 员 是 原来 组 的 线性 组 合 . 为 此 , 选 其 中 之 一 , 例如 说 pl(z), 且 记 
1 
OZ) = 2 01(7), 
这 里 标量 因子 的 规定 值 ， 即 
b 
C1 = / pF (TX) dr 
保证 了 ， 
/ p* (xT) dr =1. 
其 次 用 wz(Z) 和 pi(X) 去 确定 涵 数 
PS(z) = 二 [pa(z) ~ a2191 (2)] 
2 
带 两 个 可 自 由 支配 的 常数 Co, W291. 正 交 性 要 求 


b 
| ile)vilz)dr =0 
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确定 (L921; Bh 
b 
a = | oa)pi(s)dr, 

而 规范 化 要 求 

b 

| wi)ar =1, 

由 对 Co 的 规定 值 

pb 

C2 = / [paz(z) — a21p1 (72))*dzx 

而 得 到 保证 . 


指出 bi(D)， ,ph%(Z),… ,9%(Z) 的 类 似 构造 如 何 进行 且 肯 定 具有 m 
个 可 自由 支配 常数 的 表示 式 


Pm(T) = 一 [em(z) 一 Qmailpl(T) 一 am2p2(2) — Amm-ipm-1(T), mM<n 
的 好 处 ; 验证 表示 式 
Qmad = [ Pm(T)Pa(T)r, q<m 
与 正 交 性 要 求 
了 Pm(T)IPn(T) dT =0, mn 
相关 联 , 且 指 出 确定 cm 的 方式 . 在 
cm 二 0， clicz… ,cm_1 关 0 


的 情形 下 能 引出 什么 结论 ? 证 明 按 以 上 方式 确定 的 函数 集 oji(z) po3(z) ， 
p(T) 是 线性 无 关 集 . 


用 前 述 方 案 将 非 正 交集 
1.77273， —l<zrx<l 


和 


eT/2 re /2 vie */2 rv3e™®/2 Oz 


分 别 置 换 成 正 交集 . 


. 408 . 偏 微分 方程 


3. 对 函数 
Sin 27， —7 TO, 
1 = {i OS<r&n 
按照 该 区 间 上 的 规范 正 交 集 
l COSNT sin nx 
_ (0) — (s) 一 
PO V2 pn (7) VT ; Pn (x) VT , 
来 计算 其 Fourier 系数 . 证 明 用 Parseval 等 式 得 出 结果 
1 -了 
人 一 (2n ~ 1)2(2n + 3)? 64 
4. 由 方程 组 
2 
加 = +Ay=0 0 < 2 < T， 
oy +y=0, X=0,7 
定义 的 齐 次 边 值 问题 有 非 平凡 解 或 本 征 函 数 


] — 


和 


1 1 
on) = 志 | nz — ~ Sin ne| n= 1,2,.…: 
n z 


它们 是 互相 正 交 的 . 检验 规范 化 因 寺 


它们 保证 了 
| vilwdz = | sar=1, 
OQ 0 


且 给 出 特定 函数 


/一 一 一 一 一 一 | ] 
No = e—™ sinh nn， N, = 7 1+ 去 ) n= 1,2,.…- 
1 
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OO 
SY tanh £ 
022 十 1] 4 2 
n= 二 1],3,.… 


来 证 明 (i) 是 对 的 ; 且 注 意 如 果 集 合 {pn(T)},n = 0,1,:.. 的 完全 性 由 于 去 挤 
函数 po(X) 而 遭 到 破坏 , 则 (i) 不 再 成 立 . 

.考虑 一 个 本 征 值 问题 , 它 与 没有 有 限 长 度 、 在 其 两 端点 外 向 热流 与 局 部 温度 
戌 ,比例 的 均匀 杆 的 非 定常 热传导 有 关 ; 相关 联 的 齐 次 方程 组 


2 


Lly| = SY Ay=0. 0<z<! (ji) 


d d 
Uily| = — hy(0)=0, Ulyl = 
也 一 分 下 二 


刻画 一 个 具有 正本 征 值 的 自 伴 问题 . 导出 本 征 和 值 方程 


cot VA l=3 -hh n = 1,2,.… (ii) 
PVA | 四 


+hy(l)=0, h>0 


和 两 个 成 对 的 结果 
_p2 
sin VAnl = An ， cos VMnl = 和 (iii) 
A 


pn(T) 一 [Vn cos VA VMnIT+hsinVA V》Xnz| = N, sin (Vz + 6n) ， 
(iv) 


二 十 下 


这 里 
VXn 1 -了 | 2h | 


tan 0n = 一 一 一 ， N2™ 5 、 ha|: 
证 明 : 如 果 常 数 1 用 正 交 郊 数 (iv) 来 表示 , 即 
1 ~ anpn(7), 0 一 工 <! 


则 其 Fourier 系数 可 表 成 


”2Nh 
~ VimVvVM + Rh 
并 试 得 出 Parseval 等 式 
eo MilOn + hot2h 8 
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含 微分 方程 


注意 到 当 取 极限 一 00 时 ,关系 式 (iii) 成 为 
sin VAMnl 一 0， cos VM! 二 一 | 
其 中 


2 
n= (一 ) 。 n= 二 1,3,90,... 


而 (v) 简化 成 以 前 指出 的 结果 即 : 


Co 
72 


1 
n2 8 


ee 


n= 二 1] ,3,.… 


. 设 (7X),g(X) 表示 a < I<b 上 一 对 函数 , 它们 关于 一 个 完全 规范 正 交 集 


的 Fourier 系数 分 别 是 an,bn. 把 Parseval 等 式 应 用 到 f 十 g, 由 此 推导 出 
Parseval 等 式 的 一 个 推广 . 如 果 


f(z)=7 
和 
g(x)=2x*, 0<z<7 
利用 规范 正 交 集 
1 COS NX sin NZ 
一 一 一 (c) 一 ”一 (sj 一 ”一 一 -一 一 。。。 
PO DT! Pn (zj V/A ; Pn (Zz) 万 ， nn ] ,2, 


求 Parseval 等 式 的 一 个 特殊 形式 . 


.为 了 用 有 限 个 规范 正 交 函数 {pi(z)} 逼近 给 定 的 Ls 函数 有 (7), 采用 积分 


n “ 
IT(c1, C2,.… , Cn ) = / 了 一 Domo) dx 
« i=1 
显然 是 要 确定 系数 C1,c2,… ,cn 的 一 个 函数 . 应 用 条 件 
0 . 
dc, = 7 了 一: ,Nn 
去 极 小 化 I， 从 中 能 推导 出 什么 ? 


， 考虑 一 般 的 Sturm-Liouville 型 本 征 值 问 题 , 其 中 有 一 个 2n 阶 常 微分 方程 


Ly = SD)" Ee (oa = Ap(z)y(z) 


dr™ 
mn 二 0 


a<r<b, pr)#A0 


第 三 十 一 章 ” 正 交 性 及 其 衍生 结果 .411. 


和 所 需 数目 的 线性 无 关 边 界 条 什 
28 一 ] 
a™ d™ . 
Vi = om Bay om fay | 0 ln 
假设 自 伴 性 条 件 


b 
| erly -vialar =0 


成 立 , 而 且 具 有 关于 与 不 同 本 征 值 和 n,m 相 结合 的 任 一 对 本 征 函 数 pn (7X) 
pom(Z) 的 广义 正 交 性 关系 . 对 一 给 定 防 数 1(z), 它 的 基于 (完全 ) 规范 正 交 函 
数 p1(T), pa(z)… 的 表示 式 


f(r) ~ >》 anpn(z)， a<7z<b 
他 一 上 


中 的 Fourier 系数 an 的 表达 式 是 什么 ? 对 应 的 Parseval 等 式 是 什么 ? 证 明 
由 


Ru(z) = jz) - > ampm(?) 


定义 的 余 项 或 误差 函数 正 交 于 pI(Z) pa(Z) pn(Z)， 验证 关系 式 
n 
/ p(xr)f*(r)dzr = / p(x)R? (x)dx 十 2》, Q2 
0 0 m= 二 1] 


且 由 此 作出 评论 
9. 考虑 在 一 有 平行 壁 的 管道 内 均匀 可 压缩 介质 中 的 声学 或 声音 的 激发 ,这 可 以 
由 偏 微分 方程 
PE /UB 6 
= (Ber + By 
来 描述 , 其 自 变量 包括 时 间 t 和 位 置 坐标 7,g 其 坐标 轴 方 向 如 图 所 示 ， 从 
| 


上 


) —o0<IT<o0, —l<y<l! 


速度 势 函 数 (1,y,t) 导出 的 三 个 量 , 即 


88 05 55 


Vx 一 Br vy 一 Ov P= Po sr 
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仿 微 分 方程 


表示 局 部 速度 分 量 vz,Vy, 而 压力 p 表示 从 具有 均衡 密度 po 的 可 压缩 介质 
内 的 静态 压力 产生 的 偏差 . 假设 压力 和 法 向 速度 之 比 


0 OP 0 OB 
"Ot _) ot 
sh = y 一 0B = 4， y = —l, 
Oy Ov 
确定 在 管 壁 的 阻抗 型 边界 条 件 , 这 里 当 Z 有 复 值 时 引起 吸收 (或 能 量 损失 ). 
设 
z D(z,Yy,t) =e XX(r)Y(y) : (2) 
表示 关于 时 间 的 周期 性 激发 , 则 对 坐标 因子 了 ,六 的 分 别 的 常 微分 方程 是 
dY ,2y -0, —l<z<l, z (ii) 
dy 
2 
C+(k NX=0, k= =， -oo <Z< oo， (ii) 


这 里 入 是 一 个 分 离 常数 . 用 (这 的 对 y 有 偶 对 称 性 的 解 去 建立 本 征 值 方程 
和 tan 和 AI = —iwpo/2Z, 


它 有 基本 形式 
ttané =a+t+B, €=A. 


证 明 : 对 应 于 不 同 本 征 值 入 ,和 Am 的 本 征 水 数 Yh(y),Ym(Vy) 是 正 交 的 , 即 


l 
| Yn(V)Ym(y)dy = 0. 
附加 
ImVk?2—A2>0 


条 件 的 规定 式 
X(T) = ei VES? 


适用 于 (i) 型 的 速度 势 , 即 


@ (2,y,t) = cos Mnye' [VE -eo 


3 


当 取 极 限 x -oo 时 它 保持 有 界 . 采用 对 更 的 偏 微分 方程 的 更 一 般 的 解 , 即 


CD 
中 一 >》 cn@n(z,yt)， Z>0 


人 一 荆 


10. 
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和 在 横 截 面 X=0 上 的 规定 
(0， yy; t) 一 Me 一 


推演 出 
一 4Asin 和 At 
” 2NI+sn 2 


给 出 对 拉 紧 弦 的 横向 位 移 y(7x,t) 的 偏 微分 方程 


DY 20°Y 
B12 C B72 0<zr<l (i) 
和 边界 条 件 
Oy Ovy .， 
y(0,+) = 0, maz + fa = 0 T={,t>0, (ii) 


其 中 第 一 个 是 关于 固定 端点 的 而 第 二 个 代表 对 和 连接 质量 m 的 运动 方程 ; 蓄 
中 的 张力 P 和 港 此 蓄 行 进 的 扰动 的 传播 速度 c 之 间 有 关系 式 


P = pe”, (iii) 
这 里 p 规定 该 孩 的 质量 密度 . 
(i) 的 分 离 变量 解 ， 即 
y(7,t) = X(TITE) (iv) 
由 分 别 的 第 微分 方程 
dT 2 
和 2 
3 +kX 一 0 0<Z<:! (vi) 
的 解 生成 , 其 中 上 表示 任意 常数 . 包含 (vi) 和 
2 
X(0) 一 0 下 - XO) -0 vi 


(这 里 第 二 个 边界 条 件 的 形式 依赖 于 (说 ),(Vv)) 的 方程 组 确定 一 个 齐 次 边 值 问 
题 ; 且 本 征 值 参数 出现 于 方程 和 边界 条 件 中 这 一 事实 说 明 它 与 标准 的 问 
题 不 同 . 


证 明 : 对 应 于 特征 方程 


cot knl = (3) kl (viii) 
pl 


. 414 侦 微 分 方程 


的 不 同根 的 非 平 凡 解 或 本 征 函 数 
Xn(z) = sin knz (ix) 
不 是 正 交 的 ， 即 
| | Xm (TI Xn (Tdr = -Xm(D)Xn(l), mA#n. (x) 


本 征 肖 数 的 正 交 性 以 前 是 通过 它们 所 满足 的 齐 次 积分 方程 来 证 明 的 (第 二 十 
九 章 ); 而 且 其 中 核 (或 Green) 函数 的 对 称 性 起 本 质 作 用 . 所 以 可 以 推测 非 正 
交 本 征 肖 数 与 非 对 称 核 的 积分 方程 有 关 ， 对 所 考虑 的 这 个 例子 , 引入 Green 
函数 , 它 满足 

dG 


LiG= =0, T#7, 0 < 人 7， rT <L, 
OG mk 
G(0z kh) =0, | TG,zr',k)= 
OT r=! 
和 f 
BG I 一 2 十 0 
一 一 = 1. 
OT T=7x’—0 
二 1 一 (| ~ T>) 
G(T,XT ,) > 一 站 (xi) 


p 
和 对 由 (Vvi),(vii) 定义 的 形 为 (ix) 的 本 征 肖 数 的 等 价 积 分 方程 
! 
X(r) = | G(z,7T',k)X (rT dz (xii) 
0 


事实 上 , 注意 此 核 函 数 关于 x,7x 的 非 对 称 性 , 且 解 释 在 这 例子 中 为 什么 正 交 
性 不 能 从 这 积分 方程 推导 出 . 
采用 (i),(ii) 的 级 数 形式 特 解 


ca 
y(x,t) 一 3 Xn(T) Tn(t) 
nn 二] 
一 》 sin KZjan cos knct 十 bn sin knct|, 
nn 二] 


为 了 满足 一 对 初始 条 件 , 即 
yzZ,0) = f(7) (xiii) 
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vc = g(7), 0<7z<l, 
ot 10 


f(z) 一 >», anXn(7), (xiv ) 
他 一 | 
9(Z) = 》 kncbn Xn (7) : (xv 
n=] 


表明 可 以 用 来 决定 系数 an,bn. 利用 (x),(xiv),(xv) 得 到 系数 表示 式 
A f(D Xa)ds + FOX 9 
/ X2(z)dz 十 7 — Xx2(]) 


l 
| ge) Xn (we)dr + Tol) XanlD 


kncbn, = ; 
| X2(zjdz + LX) 
0 p 
11. 设 展开 式 、 
f{z) ~ 》 anpn(7)， a<r<b (i) 
n=1 


表明 基本 函数 {pn(T)} 不 构成 正 交 和 集 , 因此 不 能 用 通常 的 和 单个 的 方法 来 确 
定 (Fourier) 系数 , 即 


an 天 / f(z)pn(r) dx 

在 这 种 情形 下 , 去 找 另 一 个 函数 集 {yn(7)}, 连同 {pn(7)} 构成 一 个 由 性 质 

/ pn(ZjWntzidz =0, mAn (ii) 
挡 述 的 双 正 交 系 是 合适 的 . 如 果 这 双 正 交 系 是 规范 的 ， 且 

f pz (Edt =1, n=1,2,.. 
则 (i) 中 的 系数 由 表示 云 
- / f(z) adr n=l... (ii 

得 到 . 
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设 函 数 pn(T), Wn(T) 被 有 公共 参数 的 分 别 的 积分 方程 所 描述 ， 即 


b 
ol) Ks) ee 
和 
b 
bn(z) = Klas)bn(e dr’ (iv) 
这 里 K(X,72) 是 其 自 变量 的 非 对 称 函 数 ， 所 以 
K(xr',T) KK(r,7). 


证 明 上 面 两 个 积分 方程 冀 涵 性 质 (i). 一 个 特殊 的 双 正 交 系 出 现 于 热 弹 性 力 
学 的 一 个 问题 中 ( 见 第 二 十 六 章 问 题 9); 这 里 齐 次 方程 组 


dp 2 dw 
dr? = 427 7 1/2 
中 + Tar| so oO<®<W2 (V) 
/ dw 
dz 7 一 ! /2 
有 本 征 解 、 
on(Z) = 1 — cosAnz+ 5 sin 和 An 人 (vi) 
且 本 征 值 满足 方程 
Sin 本 十 了 一 CO8S > =0. 
引入 对 函数 (I) 的 另 一 常 微分 方程 : 
2 
入 十 jy =0, 0<z<(/2, (viii) 


结合 对 p(X) 的 方程 , 在 应 用 关于 pz) 的 边界 条 件 后 , 发 现 


1/2 
2 \2 站 
(UL — A”) | pr)w(r)d 


dy r=!/2 


d 
一 一 十 27 世 
dz | -0 QT 


一 vr) — p(X) 


2 

YY (5) dz 0 
对 W%(z) 的 合适 条 件 是 保证 最 后 的 方程 的 右边 取 和 零 值 的 不 依赖 于 yp 的 那些 
边界 条 件 ; 特别 地 


dy 
dx 


1/2 
/ p(x) dr 
r=00 


1/2 


wp(0) 十 27 | vod 


_w 
Z 一 ! /2 dx 


1/2 
一 0， w(0)+ 27 | wz)dr = 0, (ix) 


z=l/2 
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表示 了 关系 式 
1/2 | 
(2 — 和) | plz)glzjdz =0 人 
成 立 所 需 的 条 件 . 找 出 方程 组 (viii),(ix) 的 本 征 解 且 证 实 这 里 的 本 征 值 方程 
与 前 面 的 方程 (v) 的 (vii) 相同 ; 这 样 所 得 到 的 (x) 的 变 体 
1/2 
0 一 六) / pn(zjgn(tzjdz=0 
| 
验证 了 函数 {pu(z)}, {wi(z)} 的 双 正 交 性 ， 用 适当 的 Green 函数 构造 py 
所 满足 的 齐 次 积分 方程 且 注意 两 个 分 别 的 核 之 间 的 联系 ， 
12. 设 由 下 面 的 图 示 和 显 式 表示 式 


f(x) 


T—， 0O<zr&o, 
f(z)= 4 H, jg<z<r-04< 
一 此 


3: H, nr—-o0<T&T 


以 及 
f(z)=—f(-7x), —r <rIERN 


定义 的 奇 流 数 与 一 个 正 莉 级 数 有 关 ， 即 
f(z) ~ Yanpn (7), 直人 TN 
n= 二 1 


这 里 集合 


1 
pn(T) = 一 sin nr, n= 1,2,... 


J 
是 一 个 (完全 ) 规范 正 交 集 . 证 明 Parseval 等 式 取 形式 


OQ ， 2 D 

sin (2 十 1)6 6 | 
|r 5, 0<5<7/2 
A (2n+1)° 8 3 


-4418 


13. 


14. 


含 微 分 方程 


且 检 验 当 6 =T/2 时 其 极限 形式 


一 工 
(2n+1)4 96 


的 一 致 性 ， 
设 pl(z),paz(z)…… ,pn(z) 表示 区 间 (a,b) 上 的 一 个 规范 正 交 通 数 集 ， 即 


b 
/ p(x)pn(T) dr = 人 mn 


], m=n, n= 1,2,:- 


定义 算术 平均 函数 
5 0) = + pa) + ene) 
且 计 算 积分 
/ o2 (zx)dz. 


当 n 一 00 时 由 此 能 引出 什么 推论 ? 
证 明 : 当 m,n 是 任 一 对 不 同 的 非 负 整数 时 , 函数 


l ] 
sin (m 十 3 ) 闵 ， sin (" 十 3 ) T 


在 区 间 (0,7) 上 正 交 . 如 果 Flz) 是 (0,7) 上 一 个 给 定 的 L1 或 可 积 函 数 , 得 


OD 


l 
f(D) ~ Dansin (n+3) rt, 0<7T<” 


n=1 


中 Fourier 系数 cn 的 公式 . 


第 三 十 二 章 


Fourier 展开 : 概述 


首先 由 Fourier 提出 的 , 对 任意 函数 的 车 级 数 展 开外 的 其 他 展开 的 重要 性 不 
需 再 强调 . 现在 包括 一 个 正 交 函数 基 的 Fourier 型 级 数 的 形成 方式 已 经 知道 , 必 
须 给 予 注意 , 有 关 这 种 级 数 的 性 质 和 对 它们 进行 诸如 积分 或 微分 运算 的 可 能 性 . 
开始 先 讲 一 些 有 关 函 数 项 级 数 的 一 般 性 注 记 . 

设 户 (z 户 (站 ,所 (7),… 表示 区 间 (a,b) 上 一 个 可 积 (Li) 函数 序列 , 由 
它们 构成 的 级 数 


>》 户 (z)， (32.1) 
n= 二 1] 


在 (a,b) 内 z 的 任 一 特定 值 收敛 到 一 个 和 S(z)， 如 果 对 任意 的 e > 0, 任意 的 
x € (a,b), 存在 N(ez) > 0, 使 得 当 


n 之 Nl(e,z) 
时 , 有 
IS(z) — (fi(z) + fo(z)++ fn(T)| < (32.2) 
与 成 


OO 


S(z) = 》 fa(z) = SN(z) + Rn(z), 


nn 二 1 
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这 里 、 
SN(7) = > fn(z) (32.3) 
表示 部 分 和 上 且 | 
RN(z) = > fn(2) (32.4) 
多 一 十 1 
定义 对 应 的 余 项 , 限制 
IR(r)| <e, n>N (32.5) 


对 (32.2) 描述 的 意义 下 的 收敛 性 是 一 个 必需 条 件 . 
: 级 数 (32.1) 称 为 一 致 收 人 证 的 , 如 果 存 在 一 个 数 N(e) 使 得 对 (a,5) 中 所 有 ZX， 
有 
IS(7) — Sn(7)| = |Rn(T)|= |fnrit+:.|<e, nz N(e); 
在 这 情形 下 , 有 S(z -~e < S,(x) < S(x) +e 其 几何 表示 见 图 45. 
由 于 


9fZ)dz = f SwN(z)dz+ [ RN{(7x)dz, 
最 后 这 个 积分 的 界 ， | 
b 
/ RN (Tdz 


由 一 致 收 和 敛 条 件 所 保证 ; 这 样 , 当 NN 充分 大 时 ， 
部 分 和 Sw(z) 的 积分 与 和 函数 S(z) 的 积分 相 
差 一 个 任意 小 量 . 所 以 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 
能 逐 项 积分 . 

归功 于 Weierstrass, K. T. W. ( 魏 尔 斯 特 拉 
斯 , 1815 一 1897) 的 一 个 有 用 的 比较 判别 法 与 收 
敛 的 正常 数 项 级 数 


< ceb—a) 


A 二 + Mz 十.… 十 MM, 十 … 
有 关 , 给 定 不 等 式 
[fn (x)| <M,, n>N, a<rz<Db, 


则 断定 级 数 (32.1) 一 致 且 绝 对 收 伍 , 即 


>», fn(T) < oo， >》 | < oo0. 
n=1 


n=] 
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当 一 致 收敛 级 数 的 项 本 身 是 连续 时 , 则 其 和 表示 在 相关 区 间 的 一 个 连续 函数 , 
一 致 收敛 性 质 的 一 个 重要 应 用 是 与 具有 公共 周期 2r 的 三 角 函 数 项 级 数 


S(T) = 一 十 > cos 7 人 + bn sin nz| (32.6) 
有 关 , 如 果 这 级 数 在 0 < x < 2r 上 一 致 收 和 敛 , 则 其 和 S(x) 是 周期 2r 的 连续 函 


OO 
uD 。 
cos mzISI(7X) = C08 ML 十 》 [an cos Tcos mz bn Sin mZ Cos mz) 


， 二 1 
且 
| 27 ao 27 
一 / S(T)}cecos mzrdrx = 一 / cos mzdz 
no 2 0 
OO 0 27 b 27 
十 》， 四 | cos nrceos mzrdri+ CO— | sin nz cos mzxdrz 
n=]1 ” v0 ”0 
jao, m=0 
Qm, mz#0 
类 似 地 断定 


27 
+/ SC)sin mzadz = bm, mm #0, 
0 


因而 an,b 恰好 是 S(zx) 的 Fourier 系数 . 因此 , 当 一 个 三 角 级 数 一 致 收敛 时 , 它 
与 从 生成 函数 所 得 的 Fourier 级 数 相 一 致 , 且 生 成 函数 与 这 个 和 之 间 的 暂时 联系 
和 村 号 人 能 换 成 4 一 分 

三 角 级 数 (32.6) 是 特别 的 , 由 于 它们 能 不 考虑 是 否 一 致 收敛 而 逐 项 积分 . 作 
为 一 个 解释 性 例子 , 考虑 与 线性 函数 


f(x) = (一 了 0<2Z<27 
有 关 的 级 数 (32.6), 其 Fourier 系数 是 


27 
o == | (2 cu nzrdz = 0, 九 一 0.1. 
开 0 2 


] 27 1 
b» == | (2 sin nrdz = —, n=1,2,.:- 
i Jo 2 n 


这 样 


[中 才 ] 。 
XT > sin nz 


n= 二] 
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且 部 分 和 
SN(z) = Sn (32.8) 
的 积分 得 到 _ | 
z 人 Sw(z)jdrz= > — 0<7 < 27; (32.9) 
考虑 到 |cos nz| < 1 连同 数 项 级 数 


的 收敛 性 ，Weierstrass 比较 判别 法 保证 当 取 极限 六 一 oo 时 , 从 (32.9) 所 得 级 数 
的 一 致 收敛 性 ， IE 


, | 一 1 cos nz 
Jane | SN (XT)dr = 2 a (32.10) 
现在 | 
“ TT 一 ] T 
dd = dzX 一 一 一 一 - . 
| f(x)dr / 3 dT = 5 (m 5 ) (32.11) 


且 (32.10),(32.11) 中 的 两 个 分 别 的 积分 的 相等 依赖 于 以 下 关系 式 的 成 立 
COS NZ 7 1 zr* 
2 - 瑟 - 了 (rz 一 写 ) 


nn 二] 


(32.12) 
一 一 7A“ 一 i (zn)2, 0<7< 27, 
通过 计算 上 面 的 二 次 多 项 式 F(z) = %7? -7(z 一 7)? 的 Fourier 系数 , 上 式 真 的 
成 立 . F(z) 确定 一 个 关于 直线 x = 对 称 的 开口 向 下 的 抛物 线 . 由 于 在 一 致 收敛 
级 数 (32.12) 中 各 余弦 项 有 公共 周期 2r, 其 和 函数 也 如 此 , 在 区 间 0 < x < 2z 外 
它 的 值 由 其 在 内 点 的 值 的 周期 延 拓 唯一 地 给 定 . 由 于 F(0) = 下 (2r) = 72/6, 延 
拓 函 数 是 连续 的 , 虽然 其 斜率 在 位 于 x = 0, 士 2r, 士 4r,…… 的 顶点 处 是 不 连续 的 . 
在 除 以 上 点 外 的 所 有 点 容许 逐 项 微分 级 数 (32.12), 而 且 一 定 回 到 (32.7) 式 
中 的 线性 函数 ; 此 级 数 中 的 正弦 项 的 周期 性 推导 出 在 区 间 0 < x < 2r 外 其 和 的 
值 能 按 前 面 方式 延 拓 而 得 出 , 且 其 结果 ( 见 图 46) 是 在 所 z = 0, 士 2r, 士 4r,…… 具 
有 所 谓 的 跳跃 不 连续 点 的 整体 函数 . 而 f(z) 的 值 与 和 函数 的 值 之 间 在 开 区 间 


U<2Z<27， 一 2TfT<2<0U， 


2kT <T<Akn, k=1,2,..: 
4KT <T<2kn, 天 三 一 1 一 2 
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上 是 一 致 的 , 而 该 级 数 在 每 个 端点 上 取 零 值 反 映 该 生成 函数 在 这 些 点 的 左右 极 
限 值 的 平均 值 (第 十 八 章 中 关于 偶 微 分 方程 的 非 齐 次 问题 的 三 角 级 数 解 的 讨论 
中 显示 了 类 似 特征 ). 
考虑 到 三 角 级 数 的 所 有 部 分 和 的 连续 性 和 无 穷 次 可 微 性 , 因此 就 有 必要 去 
阐明 它们 与 从 原 定 义 区 间 周 期 延 拓 前 后 产生 函数 本 身 或 其 导数 的 不 连续 的 具有 
非 正 则 性 状 的 函数 之 间 的 关系 ; 且 相 关 的 研究 揭示 包括 三 角 级 数 和 其 他 类 型 涉 
及 正 交 基 函数 的 级 数 表 示 的 有 趣 的 结果 . 
对 具有 不 连续 性 的 函数 的 Fourier 级 数 中 直接 微分 会 产生 不 收敛 的 函数 级 
数 , 如 在 (32.7) 的 情形 
>》 ,cos ny, 
n=1 


由 于 上 面 级 数 的 项 cos nz 不 趋 于 零 ; 而 且 对 部 分 和 求 导 给 出 


ml|A 十 T 
dSN 人 1 2 


， 汇 
dz | 2sin 7 
在 用 了 几何 级 数 求 和 公式 
1 — AN+! 
1 十 入 十 和 十.… 十 和 二 和 #1 
后 就 导出 
N N ; 
jn ] 一 pi(N+LD)z 
》 cos Ti 一 Re > (e ) 一 Re se 一 卫 
n=1 n 二 1] 
, 1 (32.13) 
1 N+)? 
9  、 几 : 
“sin 了 
这 样 


ONf(Zi = -5 十 人 DNn{(C)adlt, SN{(0)=0, 0<7< 27, (32.14) 
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这 里 函数 ) 

: SinlA 十 一 | 7Z 

DN(z) = (vt (32.15) 
2 sin 5 

在 任意 可 积 函 数 的 三 角 级 数 的 部 分 和 的 积分 表示 式 中 将 很 快 再 次 遇 到 , 


由 于 ) 
DN(X)= ~ 5 + COS TX 二 +:… 二 cos Nz 


当 N 一 oo 时 没有 极限 ， 需要 另外 的 努力 去 断定 SNw(z) 是 否 有 极限 , 且 如 果 有 极 
限 , 要 确定 此 极限 . 为 此 上 且 的 , 注意 到 


/ | PNke)d6 = ea N>1 
9 0 2sin 5 


sin NC . 
- -人 d+ 1 F(C)sin N¢de, 


这 里 ) Jj 
F(z) = 一 一 二 一 一 ， F (0) = 0， 一 = 1/24 
2sin = 2 T |.-0 


是 0<z<27r 上 有 限 , 具有 连续 的 一 阶 导数 . 分 部 积分 揭示 


/ FlC)sin Necde = 0 十 六/ cos NCde, 
所 以 
im / F(C)sin NCdc =0, 0<x< 2n. 
这 样 , 表示 式 


SN(T) = — 


2 

7 NY sinv 
= 一 了 +/ dv 
可 用 来 考察 当 N 很 大 时 部 分 和 的 性 状 . 

如 果 0 < zx < 27， 


T ”Sinzy TT TT 
一 二 十 -一 dr 一 一 二 十 二 
Nim SN(Z) 5 / dv 可 十 了 


与 级 数 (32. 7) 的 和 函数 完全 一 致 ; 此 外 , 当 N 一 oo,zw 一 X00 < zo < 27, 例如 
TN 一 20 二 玉 一 LL 时， 对 Sw (xn) 得 到 同样 的 极限 . 然而 , 在 用 Fourier 级 数 表 示 的 函 
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数 中 , 在 不 连续 点 Zi, 一 oo 时 部 分 和 的 极限 依赖 于 zx 一 zx6 的 确切 方式 . 在 
现在 的 例子 中 , 有 这 样 一 个 奇 点 z3 = 0, 遵循 自 变 量 值 的 序列 的 选择 zw = 所 ， 
当 一 oo 时, zw 趋 于 0， 由 此 得 出 


. Tn ”Sin zy 下 
Jim, Sx (二 ) = / dv = 5 (1.0894.….) 


ro\ 2 ) 2’ 


因此 , 部 分 和 在 不 连续 点 “超出 了 函数 的 定义 值 ”(overshoots), 如 美国 物理 学 家 
Albert Michelson (阿尔 伯 特 . 米 切 尔 森 , 1852 一 1931) 在 用 (比较 简单 的 ) 方法 逼 
近 Fourier 级 数 的 过 程 中 所 指出 且 随 后 由 同时 代 的 美国 物理 学 家 Josiah W. Gibbs 
( 吉 布 斯 , 1839 一 1903) 用 数学 术语 作 了 解释 , 他 的 名 字 习 惯 上 和 这 种 现象 联系 起 
来 . 另外 的 细节 留 给 本 章 末尾 的 一 个 例子 . 且 这 里 只 需 说 明 与 基本 收敛 定理 无 矛 
盾 ; 后 者 是 对 一 固定 点 如 xx 而 言 的 , 且 即 使 这 点 很 接近 于 x = 0, 当 六 适当 大 时 


站 < 
N 0 


上 述 的 “超出 了 函数 的 定义 值 ” 已 在 0 和 zi 之 间 出 现 , 且 该 Fourier 级 数 的 期 
望 精确 度 真 的 在 zx: 实现 . 这 样 , 这 级 数 表示 的 误差 量 Ew = |SN(x) -f(x)| 在 区 
间 内 f(z) 是 连续 的 任意 给 定点 处 能 成 为 任意 小 , 只 要 NN 充分 大 ; 男 一 方面 , 当 
f(z) 在 所 考虑 的 区 间 内 有 跳跃 间断 点 时 , 有 关 的 Fourier 级 数 在 整个 区 间 上 不 一 
致 收敛 , 而 且 不 存在 与 z 无 关 的 N(e) 能 保证 得 到 整体 界 Env < #. 

包含 不 同 Fourier 级 数 的 一 个 偏 微分 方程 的 边 / 初 值 问题 的 解 使 得 不 同 的 收 
敛 情形 可 以 被 刻画 和 对 比 . 特别 地 , 设 要 求解 下 面 的 边 初 值 问 题 

Ou Ou 


一 一 一 大 一 一 ， 0 0 
pr 5 <T<l, > 0， 


-一 = 4， wlL,t)=B, t>0, A,B>0 (32.16) 


和 
u(zT,0)=0, 0<z<L. 


一 种 方法 包括 有 关 的 本 征 函 数 (第 十 八 章 ), 即 


1 \ nz 
mL 人) 一 5 = 0,1,..- 
Xn(T) = COS (n+3) Fn 


且 假 定 展开 式 _ 
]\ nz 
u(x,t) = Tn(t)}cos [n+ | ——, (32.17) 
> (eta) 
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其 中 


D /IL 
15,(t) = z/ u(x,t) COS ( 十 2 ) dz, 


这 导致 函数 工 ,(t) 的 第 微分 方程 


a(t) ar Be (ord) on 
它 显然 包含 了 wu(z,t) 上 的 边界 要 求 . 它们 的 合 运 的 解 , 由 初始 条 件 T,(0) = 0 所 
确定 , 有 形式 


T(t) = 3 十 7 — exp 区 (" + ) 2 (32.18) 
mn 十 可 上 了 9 


这 样 , 联合 (32.17),(32.18) 后 , 边 初 值 问题 (32.16) 的 完全 确定 的 解 , 在 任何 上 > 0 
和 0 <z< 工 上 成 立 , 表示 成 


u(r,t) 一 D1) 十 一 Za(z) 一 23(Z,t)， (32.19) 
其 中 规定 
l\ nx 
oo COS ( 十 5 ) 7 
D(x)= > 一 人 一， (32.20) 
n=0 (" 十 3 ) 
oo (~—1)” cos (" 十 ;) 一 
D2(7) = 》 一 一 一 一 一 一 一 ， (32.21) 
多 一 人 nn 二 一 
2 
)3(7,t) = 3 2 28(— COS Cr 十 3 一 


2 
.exp 二 | (" + 5 ) | : .| (32.22) 
(x,t) 中 指数 因子 的 出 现 导致 对 w(x,t) 的 和 式 (32.19) 中 当 t 变 大 时 一 个 
可 忽略 不 计 的 贡献 , 且 剩 下 的 贡献 描述 解 的 定常 的 (与 时 间 无 天 的 ) 渐 近 式 , 即 


2AL 2B 
Uasy(X) = a 1(7) 十 二 2 t 一 20. 
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容易 确定 wasy (7z), 通过 由 (32.16) 推演 出 的 有 关 方 程 , 即 


qd? a 
2 Uasy =0, 0<zrI<L, gr sy = 4， Wasy (也 ) = 已， 
T=0 


昌 结 果 
Uasy(T) = B+ A(L— Zz) 
推断 出 
zi(z) = (1 =) ,，0<z<L, (32.23) 
5 (x) = 7 0<xz<L. (32.24) 


2i(z),2Z2(z) 的 级 数 (32.20),(32.21) 分 别 是 一 致 收敛 和 非 一 致 收敛 的 , 因为 
它们 的 系数 与 1/n? 和 1/n 成 比例 ; 而 且 3(x,t) 的 级 数 (32.22) 当 t> 0 在 
0 <z< 工 上 一 致 收敛 , 由 于 变量 t 的 指数 函数 的 出 现 . 级 数 (32.21) 所 朱 述 的 整 
体 函 数 关 于 zx = 0 具有 偶 对 称 性 且 有 周期 等 于 4L, 其 草图 如 图 47 所 表示 ; 在 区 
间 -25 <z<25 的 不 同 部 分 上 标 出 值 十 r/2 是 合适 的 , 这 一 事实 可 从 表示 式 


-3L -2L 一 0O 


Sp 


to | 


22(X) ~ >》 an COS 0 十 5 ) 一 
n=0 


的 系数 的 确定 式 中 推导 出 , 即 
1 /2 1 
一 5 .2(T) COS (" 十 ; ) Fd 


[Deos n+ ee O n+Jl 一 dr 一 一 
0 2 2/ 工 , 2 2j LI I 
2 


Un 
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类 似 地 , 级 数 (32.20) 的 偶 生 成 函数 证 明 是 


加 


—2L <xX< 2L 


且 该 函数 在 周期 区 间 (一 2L,2L) 上 积分 为 零 , 与 (32.21) 的 函数 有 同样 的 积分 值 . 
级 数 (32.20) 的 一 致 收敛 性 由 相关 函数 的 处 处 连续 的 性 状 所 反映 ,而 图 47 
中 所 示 的 跳跃 不 连续 点 与 非 一 致 收敛 的 级 数 表 示 式 相 联 系 . 
回顾 所 提问 题 的 解 用 不 同 的 和 表示 的 一 般 展开 式 (32.19), 且 确 认 第 二 个 级 
数 在 xz = 工 的 非 一 致 收敛 性 ( 它 在 那里 取 零 值 , 如 另外 两 个 级 数 也 取 零 值 ), 按照 


lim u(L —é€,t}=B 


的 意义 满足 边界 条 件 wlL,t) = B,t > 0 
将 (32.19) 重 写成 形式 


24L 
u(z,t) = 3 1(7) + BO— Xs(7,t), 


且 对 其 中 的 一 致 收敛 级 数 实 施 逐 项 对 z 微分 , 得 出 


TT 
Bu 24 .cc ”21/ 


十 3 | 全 十 2 sin (" 十 3 玉 (32.25 ) 
n=0 (" 十 3 ) A 


这 里 第 一 个 级 数 不 再 是 一 致 收敛 的 且 显 然 在 x = 0 为 零 . 给 出 (32.23) 中 微分 的 


结果 , 即 : 
1 
> sm (n+3) 


] 一 了， 0< 工 二 元 ， 


规定 


与 在 zx = 0 的 边界 条 件 相 一 致 的 性 质 就 变 得 清楚 了 . 
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最 后 , 注意 在 分 别 的 端点 x = 了 工 ,0 离 去 和 进入 该 区 闻 0 < xz < 工 的 热流 量 
之 比 


2 : 汉 


n+ 1 AL 
2 
2 


其 最 大 值 等 于 1, 正如 所 期 望 的 那样 在 上 一 oo 的 极限 时 达到 . 

与 一 个 任意 的 可 积 周期 函数 相 联 系 的 Fourier 级 数 (32.6) 的 部 分 和 通过 一 
个 紧凑 的 积分 来 刻画 是 可 能 的 ; 由 Dirichlet, P. G. 工 . ( 狄 利 元 雷 , 1805 一 1859) 所 
建立 的 这 个 经 典 公式 为 得 到 Fourier 的 未 经 证 实 的 断言 后 的 第 一 个 严格 的 收敛 
准则 准备 了 方法 . 设 f(x) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 即 对 所 有 x,f (zx) = f(z++2xm)， 
m 为 整数 , 且 将 f(z) 在 基本 区 间 0 < x < 2r 上 的 积分 的 系数 表示 式 代 入 到 其 
Fourier 级 数 的 部 分 和 中 ; 这 给 出 


1 2 


27 
= Du(r— a)f(e dr, 


; 十 > cos n(x 一 四 f(z’ az 


他 一 】 


或 
SNv(z) = - / 0 Dw (zx) f(z + x )dr.. (32.26) 
这 里 Dn(x) 是 所 谓 的 Dirichlet 核 函数 (32.15), 具有 以 下 性 质 
DN(—7X) = DN(2) (32.27) 
和 


/ DN(zr)dr = 7. 


由 于 Dw(x) 和 f(z 二 x’) 有 一 个 关于 z 的 公共 周期 2r, 积分 (32.26) 能 换 成 其 积 
分 限 为 一 条, TT 的 另 一 积分 


9NV(Z) 一 =/ DN(x')f (zx 十 T jdr (32.28) 
其 次 , 依靠 性 质 (32.27) 得 出 
svg -Jo = 工人 Dnte)Ute+m 一 Tolar (32.29) 


-== |/ D(z f(z 4+) + f(z 2) — 2f(z)de. 
iJo 
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因此 , 当 取 极限 N 一 oo 上 面积 分 趋 于 零 时 , Fourier 级 数 收 钙 且 其 和 等 于 
f(z); 然而 这 极限 不 能 立刻 确定 , 因为 相关 的 因子 Dy 还 无 极限 . 克服 这 困难 的 
一 种 方法 应 归功 于 Riemann (1893) 的 基本 引 理 所 提供 , 这 引 理 断言 对 a<z<b 
上 所 有 绝对 可 积 函 数 f(zx)， 


b 。 
[0 {je 当 nn 一 o0. 
a COS nz 


设 部 分 和 公式 中 的 容许 函数 是 分 段 连 续 的 , 在 每 个 有 限 区 间 内 只 可 能 有 有 
限 多 个 跳跃 不 连续 点 , 县 在 这 种 不 连续 扣 取 左右 极限 的 平均 值 作为 该 函数 在 该 


扩 的 值 , 即 
No + fro — 0). 


f(z0) = 
显然 , 当 此 函数 连续 时 ， 这 一 规定 也 提供 通常 的 局 部 值 . 
设 z 
f(x0) = | eo 0) + f(xo -0) 7 和 (32.30) 
一 一 一 一 一， 在 zo 不 连续 
作为 对 f 的 连续 或 不 连续 性 状 情形 下 的 定义 , 且 引 入 函数 z 
F(¢,z0) = f(zo +6) + f(z0— 6¢)— 2f(r0), (32.31) 
它 具 有 性 质 


有 一 个 被 意大利 数学 家 Dini, U. ( 迪 尼 , 1845 一 1918) 所 提供 的 收敛 定理 , 该 定理 
对 形 为 和 
SN (To) 一 f(xo) 一 二 DN(CO)F(C, zo)de, (32.32) 


的 (32.29) 断言 : 如 果 积 分 
人 FC, zo)| we 
0 C 


存在 , 则 绝对 可 积 函 数 f(x) 的 Fourier 级 数 有 和 f(zx0). Riemann 引 理 能 直接 用 
来 得 到 这 个 证 明 , 由 于 


Dw(OF(CGzo) = in (N+3)¢ 
Sill 一 
2 ， 


由 于 
[2 < Tt 


1 < 
sinC/2 、 


OS<C<R (32.33) 
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方 括号 内 的 项 是 绝对 可 积 的 . 
关于 对 f(z) 的 Fourier 级 数 的 另 一 收敛 准则 直接 用 f(x) 来 叙述 ; 该 准则 依 
赖 于 存在 两 个 正常 数 p,C 使 得 下 式 成 立 ， 


f(zo+C) -zol 和 CIP， 当 CC#0. (32.34) 


在 pz = 1 的 特殊 情形 (32.34) 即 Lipschitz, R. O. S. ( 利 普 希 茨 , 1832 一 1903) 条 件 
由 它 可 推出 右 和 左 差 商 两 者 都 有 界 , 即 


f(zo+C)— f(ro+0) flxo~d¢)— f(ro—0) 
6 6 
对 “ 的 任意 小 值 有 界 . 
为 肯定 收敛 性 质 , 按 关系 式 


h dc 
/ CID < EC 
选取 正 数 h,0 < 六 < 且 注 意 到 (32.32),(32.33) 提供 所 要 求 的 估计 , 当 充分 
大 时 


|Sw(zo) 一 f(zo)| 


ee 


ctl /Heat O+ feos Oa) 
TJh 


2 sin 二 
sin 7 


sin (» 十 3 ) CdC| < 26. 


如 果 存 在 一 对 常数 p,C 使 得 不 等 式 (32.34) 在 整个 区 间 上 成 立 , 则 在 区 间 上 一 致 
收敛 . ， 
作为 例子 , 考虑 连续 且 有 2x 周期 的 函数 


] 
f(z) = 2° cos = k>0, 0O0<7z< 有 27; 


由 于 当 Pp = 和 C = 1 时 , Lipschitz 条 件 (32.34) 成 立 , 相应 的 Fourier 级 数 在 
该 区 闻 上 处 处 收敛 . 当 有 < 0 而 且 函 数 f(z) 在 接近 x = 0 处 不 再 是 有 界 变 状 时 ， 
出 现 了 不 同 的 情形 , 因此 上 面 的 收敛 定理 不 能 应 用 . 

可 以 提 一 下 Dirichlet-Jordan, C. ( 约 当 , 1838 一 1921) 准则 的 简 述 : 如 果 一 个 
函数 只 有 有 限 多 个 极 大 值 和 极 小 值 , 则 其 Fourier 级 数 在 区 间 0 < zo < 27 内 收 
化 到 和 >[f(zo + 0) + f(zo -0)], 且 在 此 区 间 的 端点 收 伊 到 和 


5ff(0+) + Cr 一 0 
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如 果 函 数 是 连续 的 话 , 则 得 到 一 致 收敛 性 

最 后 , 注意 所 有 上 上面 关于 f(x) 的 Fourier 级 数 在 0 < x < 27 内 的 收敛 性 的 
结论 对 于 长 度 2r 的 任何 其 他 区 间 , 如 c<z < c+2r, 也 是 成 立 的 , 如 果 Fourier 
系数 是 用 在 新 区 间 上 的 积分 找到 的 ; 事实 上 , 当 该 函数 有 周期 2r 时 , 这 些 系数 值 
保持 不 变 . 然而 , 如 果 f(zx) 在 超过 2zr 的 区 间 上 定义 , 则 相对 于 ec < z < c 十 2 
的 Fourier 级 数 一 般 地 依赖 于 c 的 取 值 . 


习 题 32 
1. 借助 于 研究 其 部 分 和 SN (XT), 验证 函数 级 数 


OO 
S(T) = >》 7 In2e-™ 一 (nm 一 1)?e- De ， 2> 关 0 
?一 上 


在 区 间 z > 0 处 处 收 化. 估计 带 特殊 自 变量 的 余 项 函数 RN (5) No 


时 的 极限 ， 且 推断 此 级 数 在 任何 区 间 0 < x <65 上 的 非 一 致 收 人 证 性 . 检查 关 
系 式 
b b 
/ ofZjdzx = Jim, / SN(T)dr 
对 分 别 的 积分 限 的 指定 值 a = 二 0,6=1 和 4a 二 1,b 二 0o0 成 立 . 
2. 证 明 如 果 f(z) 有 处 处 连续 的 导数 , 则 对 应 的 Fourier 系数 由 渐 近 性 状 


nan 一 0， nb 2 0, 当 no 
所 刻 务 . 
3. 设 FAz) 是 其 二 阶 导 数 在 区 间 0<zY<2r 上 有 界 的 函 教 ; 证 实 ffz) 的 Fourier 
级 数 的 通 项 的 估计 


. 4M 
lan cos nz + bn sin nz| < 一 一 
n 


2 
成 立 , 这 里 M 表示 5 的 上 界 , 用 此 估计 去 证 明 级 数 的 收 化 性 
4. 考虑 绝对 可 积 且 有 周期 27 的 函数 f(z); 假设 在 zo 处 它 的 右 和 左 导 数 存 在， 


证 明 如 果 该 函数 在 zo 连续 ,其 相关 的 Fourier 级 数 收 和 化 到 flzo); 如 果 此 函 
数 在 该 点 不 连续 ， 其 相关 的 Fourier 级 数 收敛 到 4[f(zo + 0) + flzo 一 上 0)] 


第 三 十 二 和 章 ”Fourier 展开 : 概述 “ 433 . 


5, (i) 如 果 


1 一 
500 十 >》 (an cos nz + bn sin nz) 


n=] 


构成 有 周期 2r 的 连续 且 平方 可 积 函 数 f(x) 的 Fourier 级 数 , 证 明 


1 2 ,2 p2y 1 2 1 
的) 元 人 (oj 
(站) 用 上 面 规定 的 函数 f(7) 定义 函数 
F(z)= | VE dz'", 
证 明 周期 性 关系 式 
F(T)= F(t++2m7), m 为 整数 


详 述 放下 的 分 别 的 Fourier 系数 之 闻 的 联系 , 且 找 出 与 (i) 中 关系 式 类 似 的 
包括 2 的 积分 的 关系 式 . 


6. 设 级 数 
Dbnsin nz, 六 -人 ya mnZaT， n= 1,.. 
表示 0<z<T 中 具有 绝对 可 积 导 数 的 连续 函数 证明 
人 nT 
f(0)= jla+o), fn) = 7a -A 
这 里 


4 一 im nbn， n 为 奇数 ， 
b= im nbn, nn 为 偶数 . 
在 f(T) = 2 的 特殊 情形 检验 上 面 的 结果 . 


7。Dirichlet 核 隐 数 


DN(z) = 5 + eos 工 十 … 十 Cos Nz (i) 


出 现 于 部 分 和 表示 式 


27 
SN(T) = :| DN(x — Xx)f(r dr (ii) 
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中 , 假定 极限 的 存在 性 区 涵 三 角 级 数 收敛 性 成 立 , 即 
im 95N(Z) = f(7), 


则 DN(X) 必须 满足 


lim DNn(T—7X)=0, Zz #7 (ii) 
N—0o0 
和 
TX 二 E 
lim DNn(t—Z7X)dr’ =1, Noo0. (iv) 


这 些 不 平常 性 质 (对 任何 常见 的 函数 不 是 显然 的 性 质 ) 反映 于 无 穷 级 数 


] 
5 + Cos TX 二 … 十 Cos NT 二 :…: 


是 非 收 敛 级 数 这 一 事实 中 . 

求 和 法 曾 被 提出 用 来 处 理 在 通常 意义 下 发 散 的 级 数 ; 且 一 种 这 样 的 方法 
用 于 一 数列 或 函数 级 数 中 项 的 算术 平均 这样， 设 Si, So,... ,S， 确定 一 部 
分 和 集合 且 定 义 它 们 的 算术 平均 


1 十 .92 十 .… 十 总 n 
on = 122 二 (v) 


7 


设 该 序列 或 级 数 在 通常 意义 下 有 和 5, 即 ， 
Sm 一 Si<e， 对 所 有 m>N (vi) 


且 考虑 S 和 on 之 间 的 差 , 即 


Si1—S+S2—S+...+Sn,—5 
on- $= 12 tn 


n 
HTI+ Hom-H Smt- S++ -5 
nn n 


这 里 n>>m > AN. 按照 (vi) 


on— S| < tm + Em 


从 而 固定 m, 对 充分 大 的 n, 即 n > NN* > N, 第 一 项 小 于 6e, 第 二 项 总 是 小 
于 te 的 . 所 以 

on— Sl<2 n>N’, 
这 即 是 


lim ca， =5 
nO 
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-一 一 一 一 一 
因而 算术 平均 序列 和 部 分 和 序列 有 共同 的 极限 . 
转 到 Dirichlet 核 防 数 的 部 分 和 序列 ， 即 


Do(z) = 5 
Di(7x) = > + cos 也 
DN_1(X) = + cos T+ + cos(N — 1)x, 
注意 到 其 紧凑 形式 
Dw_i(z) = > 0 N=12,... 
验证 后 者 集合 起 来 的 算术 平均 
oN (xX) = 人 
由 


si Nz 1” 
| .， 
CN(Z) = DN 2 4 / (vii) 
2 


显 式 给 出 . 比较 cv(Z) 和 


2sin 5 
是 有 启发 的 ; 特别 地 , 当 自 变量 等 于 27 的 整数 (kk 一 0,1,…) 倍 时 ,确定 式 


] 
DN (2k7) 一 人 十 9 


1 |1 1 1 N 
EE 


和 


DN(2k7T) — 00, ON(2k7T) — 00， 当 NN 一 00. (viii) 


然而 , 对 所 有 zz 关 2k7, 它们 分 别 的 性 状 之 间 明 显 不 同 ; 这 样 前 者 无 极限 , 而 
(vii) 推导 出 / 
INIZ) 一 0， AN 一 co， TA 2k7. 
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因此 , 别 然 级 数 
] 
5 十 CO8 了 十 … :十 Cs AZ 十 …: 


按 通 常 意义 不 收敛 , 如 果 工 夭 2kr, 用 算术 平均 求 和 法 得 出 一 确定 值 , 即 零 
,讨论 关于 DN 的 命题 ( 首 ),(iv) 与 N 一 oo 时 由 on 所 得 极限 的 相 容 性 . 
归功 于 Fejer, L. ( 费 耶 尔 , 1880 一 1959)(1903) 的 表示 式 


DN(z) = [So(z) + Si1(X) 十 SN-1(7X)| 


27 (ix) 
一 二 oNn(T— 2 ) f(r ) dr 


El 


是 描述 三 角 Fourier 级 数 部 分 和 的 表示 式 (加 的 最 重要 的 类 似 表 示 式 . 建立 


1 TT Sin 
Dn(2) -f(a) = as | Vet otf- 0) 2) | —2 
sin ~ 
2 
这 引出 一 重要 定理 : 如 果 f(T) 是 连续 的 且 有 周期 2r, 则 Fejer 和 (不 像 部 分 
和 ) 一 致 收 化 到 f(z), 即 对 每 个 & > 0, 存在 一 个 对 应 的 N, 使 得 对 所 有 7z， 
当 n > N, 有 


on(T)— f(r)| < 

8. 找 出 平面 极 坐 标 中 Laplace 偏 微分 方程 
Pu 1 ul 9 
Dr2 rr er r2 0892 


在 半径 为 RR 的 园 域 内 的 解 , 给 定 边 界 值 


~0, Or<R, 一 下 世 好 二 不 


4 
ulR, 9) = 元， 0O0<Y<en—e<V<7, 
u(R,V)=0,e<YSA—e, -r+e<0b<-e, u(R,—3) = u(R,) 


同时 要 求 4 在 整个 区 域 有 限 . 表示 式 


1 OO 
u(R,9) = 740 十 > Qn COS nd 


nn 二] 


反映 了 边界 数据 的 对 称 性 , 直接 计算 其 中 的 系数 , 验证 当 取 极限 e 一 0 时 ， 


u(R,V) = 二 十 > cos oo ， (*) 


n=1 
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可 求 和 级 数 的 这 一 性 质 , 如 前 一 问题 中 冰 明 的 , 提出 函数 u(7, 从 ,7 < 呈 的 一 
种 解释 , 即 具有 除 两 个 “热点 ”外 的 冷 ( 零 温度 ) 边界 的 薄 园 板 内 的 定常 温 
度 , 在 两 热点 极端 高 温 集 中 在 无 穷 小 弧 上 . 

对 0<r<R,~-7<0<7 中 的 u(r,0) 配置 一 个 适当 表示 式 使 与 边界 形 
式 (x*) 相 适 应 且 由 此 决定 所 要 找 的 解 .u 在 该 区 域 中 心 的 值 是 什么 ? 它 与 边 
界 分 布 的 平均 值 有 什么 关系 ? 

讨论 一 个 类 似 的 问题 , 其 中 三 个 热点 对 称 地 位 于 边界 上 , 如 以 下 指定 中 
所 示 


~€<UY<e, 
用 27 2 
u(R,Y) = 3 TE<v<T1+e 
D7 2 和 
一 可 十 > > 一 可 一 


和 
UR,V) 二 0， 在 一 趟 < 了 D<7 的 其 他 处 ， 


当 取 极限 e 一 0 时 有 端点 处 的 表示 式 


,考虑 除 点 ze 外 在 整个 区 间 0<zY<92r 上 可 微 的 以 27 为 周期 的 肖 数 FTZ) 
在 Xo 有 跳跃 不 连续 性 ,， 即 


f(xo +0)— f(xo — 0)= 4, (i) 
此 外 , 假设 
f(0) = f(27). (ii) 
对 f(ZX) 的 Fourier 级 数 的 N 项 部 分 和 微分 得 出 


Ow = 一 1/”2 — DN(T—7)f(r) adr 
- 二 2D NtZ 一 ZJ)fz)dz， 


i 
由 于 Dw 的 自 变 量 依 赖 于 变量 z,Z' 之 差 ; 其 次 在 分 部 积分 且 利 用 条 件 (ij) 
后 , 提出 形式 表示 式 


ds =i1/"D (zz f(r dr 
dr dr! 


. 438 . 偏 微分 方程 
带 有 运算 形式 


d 1] Y0 一 上 2 不 1 | 
ION(T) 一 二 lim / 十 /| DDNAZ 一 2 ) f(T )dz ， (i) 


这 从 积分 范围 中 删除 了 临界 点 To. 给 定 条 件 (i) 和 DN(T 一 7 在 X' = zo 的 
连续 性 , 验证 从 (iii) 得 出 的 推论 


Cs (z) = 2D (Z 一 2 )+i1/ DD (££ ) f(r dr (iv) 
7 N 一 也 N 0) 一 1 N dr! ; 


本 二 尘 上 0 | 


因此 , 按照 对 部 分 和 9N(Z) 本 身 收敛 性 分 析 的 思路 ,上面 的 积分 当 NN 一 co， 
在 0 < z < 2r 内 趋向 于 确定 的 极限 , 即 全 ; 然而 , (iv) 中 的 第 一 项 没有 对 应 
的 极限 且 微分 后 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 序列 的 不 收 敏 性 变 得 明显 

为 了 用 一 个 确定 的 例子 来 并 明 上 述 特征 而 且 也 为 了 显示 算术 平均 求 和 
法 的 有 用 作用 , 考虑 一 个 Laplace 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 , 其 定义 方程 包括 


9D2 1 wu 1 O*u 
Dr2 r Or 7 0095 


这 里 在 上 面 的 积分 中 9- 在 zo 的 定义 值 理解 为 


df 
+t dz 


二 一 11 
GT 2 er0 1 QT z=X0+e 


of | 下 


=0, 0O0<r<R,—T<V<N, 


u(R,D) _ 世 0 < 也 < T， (v) 


—Uo, -Ti <HY<0 


和 
(0,2) 有 限 . 
导出 解 的 收敛 级 数 形 式 
4 2n+1 sin(2n + 1)9 
u(rT, 地 ) 一 -U0 >》 (5) en, (vi) 
n=0 


且 注 意 久 可 以 与 一 对 半圆 柱 形 电极 内 的 静电 势 函 数 相 联系 . 从 4 的 法 向 ( 径 
向 ) 导数 得 到 电极 处 的 电荷 密度 , 即 (vi) 中 微分 的 结果 


OO 


4 
= 一 》 sin(2n 十 1)9 (vii) 


7 一 下 n=0 


表示 一 个 要 求解 释 的 非 收敛 级 数 . 
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如 采 


F(Z) 一 e?9 十 eoy 十 ..， 十 ezazm 一 1 
1 一 2 


圭一 之 


se 
Te 


po 


了? 


证 明 


下 十 … 十 五 ‘a 1 /1—2z" 
te 


n"\ 1]—yz 


] oos (a—§) 
snawa 十 snla 十 有 十 … 十 Sin(a 十 0) 十 = 一 一， bb # 2kT; 


把 它 应 用 到 (vii) 且 验 证 


与 用 方程 组 (Vv) 的 显 式 解 


u(r, 0) 一 2 tan™ 到 一 -| 
下 


1 一 7 
所 得 结果 完全 一 致 , 该 显 式 解 从 复 分 析 (或 共 形 映射 ) 得 出 . 
10. 与 线性 馈 此 形 图 形 (图 46) 相 联 系 的 Fourier 级 数 提供 了 在 互补 区 间 上 的 表 


~ sin nz 下 一 外 
》 = a U < 2 < 27, 
n=1 人 


OO . 
一 (一 2 
一 i 2 mM) 2m7 <Z<202 十 1])T， m 为 整数 . 
n 


OO 。 

化 sin nz  T . 

F(z)= 了 十 》 = 5 (1 + 2m), 2m7 <Z <2(m + 1)7n, (i) 
n=1 


.440 . 偏 微 分 方程 


指出 当 z 增加 且 通 过 任意 两 个 相 邻 区 间 
(2m 一 LT,27pT]， [2m7,2(m 十 二 )T| 


时 , 函数 下 (z) 经 历数 量 为 f 的 值 的 增加 . 在 (i) 中 将 z 换 成 2rt/r 且 用 因 
子 Y 相 乘 ,所 得 结果 


4 rt Ysin onn = + 2m) mT <t< (m+1)7 
T | 7T 7 T| 2 
可 用 来 定义 函数 
V Vt Vil ， 
v(t) = 可 十 到 十 ~ 2 六 8 sin on 一， t > 0 (ii) 


它 表 示 一 质点 在 直线 运动 中 的 速度 , 开始 在 0 <t <T 时 速度 的 量 为 V, 然 
后 在 均匀 地 间隔 的 持续 时 间 7 的 区 间 经 历 均 匀 的 增长 同样 的 量 V. 注意 由 
于 变量 上 也 进入 了 线性 项 ， 表 示 式 (ii) 与 Fourier 表示 式 不 同 . 


一 旦 考虑 到 关系 式 


| t t 一 mT 
lon ot -Tha (EE)) mt tnt 
nn TT 2 厂 


n=] 


要 求 的 结果 


vt =V(+m), mr<t<(m+1l)r, m=0,1,..- 


即 从 (让) 得 出 , 这 结果 支持 对 速度 函数 v(t) 所 作 的 断言 . 积分 (这 且 由 此 决 
定 由 质点 在 t=0 到 宗之 间 走 过 的 整个 距离 


t 
站 = tydt: 
s(t) fv 
解释 逐 项 微分 (i) 的 结果 作为 描述 加 速度 过 程 的 一 种 方法 . 
11. 考虑 定义 方程 为 


gu Ou 
Ot Ozr2. 
uz,0)= A, 0<7z<L 


0<zrz<L, t>0, 


u(0,t) = B,， 一 二 0, t+t>0 


12. 
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的 扩散 型 齐 次 偏 微分 方程 的 初 / 边 值 问题 . 找 出 级 数 形式 的 解 , 讨论 它 的 收敛 
性 质 , t 一 co 时 的 渐 近 性 状 和 边界 条 件 的 满足 . 考察 在 Z = 0 处 的 热流 量 ， 
Bp 


ne 
“Bx 0 
并 验证 在 分 别 的 情形 4 之 已 时 它 的 预期 的 意义 . 
表示 有 子 数 
f(x) = — (0<Zz < 27) 


和 27 周期 延 拓 的 其 他 处 (图 46) 的 级 数 的 部 分 和 函数 


N  ， 
Si PL 
Sv(z)=>》， 一 


他 一 工 


能 展示 成 积分 形式 
. 
2, Sin (N+3): 
sw(z)=-3+/ —— dl, OO<r<27. 
0 


设 
ON(Z) = SN(x) — f(z) 


Sin (x 十 3 C 
=- / -一 一 人 一 发- 了 
0 “Sin 
表示 “超出 了 函数 定义 值 ” 的 函数 (或 余 项 RN(X) 的 负 肖 数 ), 且 注 意 对 给 定 


的 N,ONn 在 0<x<27 的 NN 个 点 有 极 值 ， 即 在 Zn = 了 
有 


dON sin (N+3)? _， 


adr | 2sin 
证 明 ON(z) 当 是 奇 或 偶数 时 取 到 局 部 极 大 值 或 极 小 值 
当 N 增 大 时 ON(z) 的 振动 变 得 更 多 , 相 邻 极 值 间 的 间隔 Arn = Zn+1 一 
zn 减 小 ; 此 外 这 些 振动 变 得 群集 于 点 z = 0 附近 , 在 此 点 处 存在 由 不 相等 的 
极限 值 
f(0+)= 5， f(0-)= -3 
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偏 微 分 方程 
所 显示 的 整体 函数 f(z) 的 跳跃 不 连续 性 . 


“超出 了 函数 定义 值 ” 的 函数 的 一 个 值得 注意 的 性 状 , 在 对 应 于 n 阶 极 
大 值 的 点 Zn 处 , 当 取 极限 N 一 co 时 被 揭示 出 , 由 于 


nr Sin sin (N+3)¢ @ C 
Nim ON(Zzn) = Aim dC 一 5 


2sin 一 
Sin 7 元 
一 lim Sn 一 一 
“ovjo (2N +1)sin “ 


2N 十 
[ Yq, — ~ 二 Si(n7n)— 
0 


这 里 


表示 正弦 积分 函数 , 有 很 好 的 制 表 可 查 . 


这 样 ， 高 阶 (N 渤 1) 部 分 和 函数 在 f(7) 的 跳跃 不 连续 点 2 =0 邻近 的 
狭小 区 间 内 经 历 快 速 振动 , 且 该 “超出 了 孙 数 定义 值 ” 的 函数 当 六 一 oo 时 


取 极 值 Si (nn) 一 77 = 1,2,.… 最 大 的 “超出 了 函数 定义 值 ” 出 现 于 第 一 个 
极 大 值 (n = 1) 处 , 其 大 小 为 

Si(r) — 5 = =[1.089.… 1] = 0.089f(0+). 
另 一 个 所 表示 的 Gibbs 现象 这 里 由 在 工 =0 处 当 六 一 oo 时 对 部 分 和 的 好 


直 迹 所 显示 , 其 跨度 
1.089[f(0+) — f(0—)| 


超过 了 和 函数 本 身 的 值 的 跳跃 度 
[f(0+) — f(0—)]. 


当 N = 10,50,100 时 , 找 出 正弦 积分 所 要 求 的 值 ， 且 作 草图 表示 在 ZT 二 0 附 
近 的 “超出 了 函数 定义 值 ” 函数 和 部 分 和 函数 . 


13. 如 下 图 所 描绘 的 区 间 0 < x < 2r 上 具有 不 同 斜 率 a, 有 的 分 段 线性 函数 其 表 


1 一 a(T — 2), 0 < 7Z < T， 
-| 


(i) 
1—6+0(r—7), A<T< 27, 
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这 里 


=2(T 一 0) 一 2(T 十 有) 


度量 了 z=T 处 的 跃 阶 的 大 小 . 
对 参数 的 一 些 特 别 指 定 , 即 


=68=0, 6¢=2, 


1 


和 i 
G 一 太一 i 一 2 
与 称 为 方 脉冲 、 横 形 和 和 锯 类 形 的 普通 图 形 有 关 . 
验证 与 函数 (i 且 其 他 处 为 其 2r 周期 延 拓 相关 联 的 部 分 和 表示 式 中 的 
系数 


N 
SN{(7T) = 可 十 > [an cos nz 十 bm sin nz) 


n=1 


由 以 下 和 式 子 给 出 : 
oo =2-5+5[B-ol 
1 入 
an 一 -a(t — Qo)ll ~ (—1)"], 


bn = (1 nl2, 


注意 特殊 值 


N 
QD 8 0 1 一 (—1)" 
SMT 2 
n=1 


和 六 一 oo 时 其 极限 值 


. ao ba — 1 (1)” ao LU 一 or 0 ., 
NDSN(M = nt 2 n2? 2 1 一 (i) 


7 二 1 
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仿 微 分 方程 


这 揭示 在 不 连续 点 Fourier 级 数 收 化 到 函数 的 左右 极限 平均 值 的 所 期 望 的 收 
化 性 . (ii) 不 包含 其 他 点 处 有 关 细 节 , 如 函数 在 不 同 的 不 连续 点 两 边 的 斜率 
这 一 事实 是 Fourier 级 数 表 示 式 的 一 般 特 征 , 即 它 们 恰好 反映 了 生成 函数 的 


局 部 性 状 
现在 情形 下 的 “超出 了 浮 数 定义 值 ”的 函数 
On(®) = Sv() fl®) 


= (rz)at (poa) -5 + 


二 Di(z) 


一 (8 十 o 叫 22(2Z) 十 ~ yalz) 0 一 和 <2T 


包含 三 个 不 同和 式 
N Th 
21(7) = 和》 一 与 小 cas nx, 
1 二 1 
rs(z) 一 Sn nz 
2 一 ， 
nn 二 1 nn 
N 7 
23(7) = > ink sin nz 
n=1 
其 中 第 二 个 有 前 面 给 出 的 用 积分 表示 的 形式 


验证 23(z) 的 替代 形式 , 即 


N . 
SInN RL 
23(7) =2 2 一 一 一 
n= 二 1 


然后 利用 结果 (iv) 推演 出 


sin 2nz 0 


,fa 


Sin 
sin 一 ¢ 


者 处 到 相互 关系 


一 5 一 一 ， 作为 奇数 ， 


(ii 


(iv) 


(V) 
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及 其 推论 


21(X) 一 21(0 ) 一 人 23(Zjdz 


= 51(0) -zza(z)+ / CTs(Od 
(vi) 


N 


1 
1-(~Dn 1 sin (N+3)¢ sin NC 
Gm fe nl sa 


sinC 


iv 


Sin 一 
2 


通过 (iv),(v)(vi) 去 分 析 N 取 大 值 的 “超出 了 豚 数 定义 值 ” 的 函数 的 方法 已 
准备 好 了 . 
当 参 数 选 取 为 
2 一 有 0，0 一 2 
时 , 表示 出 “超出 了 罗 数 定义 值 ” 的 了 数 的 导数 且 由 此 决定 其 极 值 的 位 置 . 
证 实 
L711 了 工 
1 N+ i 


确定 不 连续 点 工 二 不 左边 的 ON(T) 的 第 一 个 极 大 值 的 位 置 ; 这 里 


ON(z1) = 一 ] 十 = Za 人 zi) 


er 


nt SI1D Fd 


利用 (32.13)， 
» /v1 
"nN +2). Nr [1 
/ -一 一 《< 人 = B+ eosC + toos NC| dl 
0 . b 0 2 
S11 
- 2 lsin +sin2 ~ 
N+1 Nil “Nii 
NT 
十 + SIn NE | 


446 ， 


14. 


偏 微 分 方程 
其 次 , 验证 当 六 是 奇数 时 , 变换 
7|1— wr | sin Noe, sin Nv 
[ sin 6 4 = /. sinv 
=- 人 sin Nv 
0 Sinv sinv 


“ sin Nv N v 1 方 石 Sin Cr 
Sinzy VL N sin 六 


三 sin(2N 十 Dv _T 
0 


回忆 Dirichlet 式 


snv 2 
去 证 明 结 果 ， Ne 
. 1 sin ee. 
Jim, / sin C 此 一 TI 一 Si 
由 此 得 出 党 欢迎 的 结果 


2 
dm ON (Xx1) 一 Si(n) 一 


与 课文 中 有 跳跃 不 连续 性 的 “超出 了 函数 定义 值 ” 的 结论 作 比 较 ,， 引 出 
一 般 结 论 . 对 参数 a, 8 和 6 的 一 些 其 他 选择 作出 类 似 的 详细 讨论 . 


考虑 非 齐 次 偏 微分 方程 


Ou ,Ou 
a 


它 播 述 一 类 简单 的 不 可 压缩 黏 性 平面 流 , 速度 以 平行 于 方向, 承受 沿 同 方 
向 的 (驱动) 力 P; 这 里 v 确定 一 个 黏 性 参数 ,， 且 在 包含 该 流 的 无 限 长 管道 
的 固定 边界 yy = 0,y = 二 hh 的 合适 (无 滑动 ) 边界 条 件 是 


+P 0O<y<h, (i) 


u(0,t) = 0， w(h,t) = 0, 对 所 有 +t. (ii) 
如 果 也 是 常量 , 则 存在 (ii,(ii) 的 一 个 定常 解 , 即 
u(y) = ylh —-y), 0O<y<h (iii) 


具有 沼 管 道 宽度 的 抛物 线 变 化 . 蒜 性 导致 能 量 的 不 断 的 损耗 ， 且 管道 的 每 个 
单位 长 度 和 每 单位 时 间 的 损耗 量 用 积分 


h 2 
—|]jd 
人 ( ， 
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来 度量 , 对 定常 流 它 的 值 是 

ph Ps 

12»v2 
更 一 般 地 , 能 量 损耗 的 变化 率 进入 从 (i) 可 导出 的 关系 式 
d /rt /Ou\” hh go, 02 h go, 937 
(并 ) 2 下 5- 天 
其 中 在 定常 流 情 形 两 边 均 为 零 . 

现在 假设 驱动 力 在 皮 时 (在 + 二 0) 从 已 建立 的 定常 流 (iii) 中 撤 走 ; 接着 

发 生 的 流体 运动 可 以 用 齐 次 方程 (i) 来 描述 , 且 边 界 条 件 (i) 由 初始 条 件 


u(y,0) = 元 3 一 切 (v) 


所 补充 . 导出 (i),(ii),(v) 的 级 数 解 


sin(2n 十 1) 2 
4h2P 2 


vy 2n+l)3 
且 注 意 在 整个 区 间 0 万 y 万 hh 上 和 对 所 有 tt>0 它 的 一 致 收 伊 性 . 用 (vi) 估 
算 能 量 关 系 式 (iv) 两 边 的 值 , 且 验 证 当 上 > 0 时 它们 相等 . 断定 能 量 损 耗 的 
时 间 变 化 率 在 + 二 0 突然 改变 , 从 定常 流体 系 中 的 寒 值 变 到 无 外 力 流体 系 中 
的 一 个 负 值 . 由 于 过 度 以 及 其 横向 导数 Ou/By 它们 本 身 在 t= 二 0 不 是 不 连 
续 地 变化 的 , 以 上 性 状 的 解释 在 于 高 阶 导 数 的 性 质 ; 这 样 , 在 管道 的 边界 上 ， 
对 任意 时 间 这 里 以 为 零 ， 当 力 被 撤消 时 , 二 阶 时 数 92u/B8y? 经历 从 一 P/v 到 
0 的 皮 时 改变 . 从 级 数 (vi) 计算 05441603 且 分 别 在 0<y<hh 和 y= 二 0 或 岂 
三 种 情形 , 当 t 一 0 时 考察 其 性 状 . 
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Fourier 展开 式 (和 基于 其 他 正 交 函数 集 的 它们 的 相应 部 分 ) 在 范围 广泛 的 
不 同情 形 中 有 不 容 置 疑 的 优点 和 重大 意义 , 即使 有 限 个 数 的 特定 例子 即 可 显示 . 
收敛 的 Fourier 展开 式 通过 其 三 角 函 数 基 表 示 周期 型 函数 , 虽然 它们 通常 通过 某 
有 限 区 间 如 0 < x < 2r 上 一 给 定 非 周期 函数 f(x) 的 积分 而 构成 ， 从 这 样 一 个 
生成 函数 出 发 一 开始 就 可 能 通过 规定 
f*(rz)= zi，0<Z<27， 
广 (0) = f° (27) 
和 
挛 (z+27r)= f*(z)， 对 所 有 z 
来 定义 一 个 2r 周期 函数 产 (z); 由 于 从 区 间 0 < zx < 27 上 积分 得 到 的 f* 的 
Fourier 系数 与 f(x) 的 系数 是 一 样 的 , 一 个 共同 的 展开 式 描 述 这 两 函数 且 其 和 在 
0 二 x < 之 27 中 等 于 f(x). 在 区 间 0<zx< 27x 的 端点 该 级 数 (对 以 前 认可 的 函数 
类 ) 分 别 收 敛 到 
HO FO) FHO)+FQr -0  _， 
2 2 


f*(27 +0)+f*(27—0) 四 f(+0) + f(27 一 0 


一 27. 
2 2 
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如 果 f(0) = f(27), 从 0 <z < 2r 按 ?2r 周期 方式 直接 扩张 产生 一 个 具 

有 处 处 连续 性 的 函数 ; 而 在 f(0) 关 F(2r) 的 情形 下 ， 类似 的 扩张 表示 在 x = 

0,27, 一 27,… 点 跳跃 不 连续 的 函数 . 可 以 推测 在 整体 函数 中 的 更 高 阶 的 光滑 性 

(如 连续 导数 的 个 数 所 显示 ) 反映 在 该 Fourier 级 数 的 更 快 的 收敛 性 上 . 例如 ,27 
周期 函数 

f(z) = 


一 一 -一 ，|lel>1 
CQ 十 COS 了 


和 
f(x) = sin3 =|， 0<Z<27 
”由 于 它们 的 连续 导数 的 个 数 不 同 而 彼此 不 同 ; 前 者 有 所 有 阶 数 的 导数 而 后 者 只 
有 有 限 个 导数 . 随后 的 仔细 分 析 会 确切 地 揭示 前 一 函数 的 Fourier 系数 当 ” 增 
大 时 如 何 变 小 , 远 远 快 于 后 一 函数 的 系数 . 
当 基 本 区 间 的 长 度 不 同 于 2r 时 , 修改 前 面 的 Fourier 展开 式 是 一 件 简单 的 
事 ; 这 样 , 一 对 区 间 
0<z<2L 和 0<y<27 
由 变换 | 7 
T= ~Y (33.1) 
互相 映射 , 且 对 应 于 生成 函数 的 重新 定 标的 自 变 量 , 类 似 的 展开 式 即 
L 1 — 


f(r)—f ( 半 ) 二 一 Q0 十 >》 (an cos nyt bnsin ny), 0<y<27 (33.2) 
T 2 全 


提出 了 在 zx 的 新 区 间 上 的 合适 展开 , 即 返回 到 原 自 变量 后 , 有 


f(x) = ja + > (an cos 一 + bn sin 一 ) ，0<z< 2 (33.3) 
要 注意 的 是 (33.3) 中 的 三 角 级 数 的 目 变 量 不 像 (33.2) 中 的 , 不 再 是 展开 变量 的 
整 倍 数 . 


适用 于 (33.2) 的 Fourier 系数 确定 式 


] 27 Ly 
一 二 一 志 d 01... 
Wn -| /( 池 ) eo ny vy a -9 


2 不 (33.4) 
1 LyN\ . 
o == | 1( 生 ) sm nydy, n= 二 0,1,... 
A 0 人 
换 成 与 (33.3) 相应 的 表示 式 
1 2 了 
m= | Flzyecos 一 dz， n 二 0,1,.… 
Ljo L / 
(33.5) 


1 /2L 
m =i/ f(z) sin 一 dz， n = 0,1,... 
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周期 性 意味 着 (33.4),(33.5) 中 的 积分 限 能 随意 改变 , 只 要 在 每 一 情形 下 其 差 
仍 等 于 周期 ; (33.5) 的 一 种 特殊 形式 值得 注意 , 即 


1 /Lt 
=7/ f(x) cos 一 全 dx， n= 0,1,.:- 
Lj_r L 
1 pL i (33.6) 
bn = 7 flo)sin Tde, n= 0,1,... 


其 中 积分 区 间 以 原点 为 中 心 . 按 (33.6) 对 f(z) 的 偶 或 奇 对 称 性 有 直接 推论 ; 对 
所 有 n, 如 果 
f(z) = f(-z)， 则 656, =0; 


叉 如 果 
f(x) 一 一 所 一 站)， 则 Wn 一 0, 


这 样 ， 给 定 0 < < 蕊 上 的 函数 f(z), 两 个 不 同 的 Fourier 级 数 表示 式 是 可 行 的 ， 
一 个 只 包含 余弦 项 而 另 一 个 只 含 正 弦 项 , 依赖 于 f(z) 到 -L < zx <0 中 的 延 拓 
是 用 偶 或 奇 方式 作出 的 . 

带 有 复 值 函数 基 Fourier 展开 的 男 一 形式 , 通过 将 (33.3) 中 的 余弦 和 正 终 置 
换 成 其 等 价 式 


1 , | 
cos 一 5 emre/T 十 er 人 | 
RAL 1 innr/L Te 
-一 一 一 一 |e 一 
sn 7 | 
而 得 到 ; 这 给 出 
一 4 pb ， 
/Ojo | te 
n= . (33.7) 
一 > cei Ti 0O<zx<2L, 
和 一 一 CC 
这 里 
an—ib an 十 记 
co 一 00， Cy, 一 一 ， C_n 一 一 n= 1,2,... (33.8) 


刻画 所 有 系数 cy,n = 0, 土 1,… 的 表示 式 从 (33.5),(33.8) 得 出 , 即 
| p25 
一 z/ f(r)e I dz; (33.9) 
且 如 果 f(x) 是 实 函 数 , 则 c。 和 c_" 是 复 共 思 量 . 复 值 函数 集 


{ ein"rz/L } 
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的 正 交 性 表 成 (这 里 * 表示 复 共 斩 量 ) 
L L 
[ esr ci ei gr = 0, 7 天 人 
0 0 


由 于 带 实 或 虚 上 自 变 量 的 指数 函数 的 微分 和 积分 是 稀 单 的 
: d 


jr 


nnz/L A pinnr/L 


和 T L . 
/ einTZ/ 工 rm 一 - einTE/ 志 ， 


nT 
Fourier 级 数 的 紧凑 的 复 形 式 对 解析 操作 是 一 种 特别 适宜 的 形式 . 
下 面 详 细 分 析 Fourier 展开 式 的 儿 个 显 式 例子 , 其 目的 在 于 指出 它们 的 不 同 
来 源 并 且 把 它们 的 收敛 速率 和 生成 函数 的 光 清 性 联系 起 来 . 
例 1: 给 定 f(z)=7x 在 0<x<7” 土 和 到 -x<zxz<0 上 的 偶 延 拓 ， 为 得 到 
2T 周期 的 余弦 级 数 提 供 信息 ， 


1 DO 
f(z) ~ 500 十 >》, Qn COS Nz, 


n= 二 1 


-工人 f(a -+ sd" 


My T COS nTdz = 一 4 731 — (1) n= 1,2,... 
i Jo 


其 系数 是 


由 于 当 n 取 偶 煞 时 an 为 零 而 


4 
nn 
得 出 级 数 表 示 式 为 
COS(2n 十 1)z 
入 一 一 一 —T<T<A; 33.10 
| > a ”TT ( ) 


以 2r 为 周期 的 级 数 (33.10) 的 和 在 -rr < zz<r 外 是 完全 确定 的 . 对 所 有 
z 的 值 一 致 收 化 性 成 立 且 它 反映 这 个 整体 和 函数 的 连续 性 ， 此 外 除了 扩 x = 
0, 土 7, 土 277,.… 外 ， 后 者 的 连续 导数 存在 . 

如 果 选 择 f(x) 从 0<z<7r 到 -rx<zx<0 的 奇 延 拓 , 则 相关 的 Fourier 下 
弦 级 数 


f(r)~ >》, bn sin nz 
n=] 
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有 特定 的 系数 值 

2 ff/” 9 

pn = -| rsin nrdr = —(-1)t!, n=1,2,... 

TT JJ/0 Ty 

所 以 
— (—1)"+t! . 
~2》 一 一 一 ， 一 T <Z<T. 33.11 
之 2 站 Sin nT 站 ) 


在 这 种 情形 中 整体 函数 在 x = (2m + TD)r,m = 0, 土 1,.. 有 跳跃 不 连续 点 , 且 级 
数 (33.11) 在 包含 这 些 点 的 任 一 区 间 上 不 一 致 收敛 . 

由 初始 规定 在 0 < x < 7, f(z) = z 完全 定义 的 Fourier 表示 必须 在 一 开始 
就 考虑 周期 x 的 所 有 余弦 和 正弦 函数 , 即 / 


1 OO 
f(z) ~ 0 十 > [an cos277 十 bnsin277j ，0<2Z<Ti 


他 一 工 
这 里 
人 天 
== | f(r)dr = 7, 
i Jo 
2 f/f 9 fT in 2 
o == | reosnzdz = | nd (Se) 
i Jo njo 2n 
=- 志 | sin2nzrdz =0, n=1,2,... 
Lami 0 
和 
2 . 1 
== | ZSin27200X = ——, n = 1,2,.…- 
iJo nN 
所 以 有 结果 
下 Sin 27 
入 一 ， 0<2Z<T. 33.12 


显然 , 基 函 数 余 蓄 集 {cos2nz},n = 0,1…… 中 只 有 一 个 单独 的 代表 (常数 ), 且 整 
体 函 数 中 出 现 的 跳跃 不 连续 点 排除 了 级 数 (33.12) 的 处 处 一 致 收 义 性 . 

在 0<xz < 上 ,有 同样 的 和 的 关于 z 的 三 个 级 数 (33.10),(33.11),(33.12) 
中 , 第 一 个 级 数 收敛 最 快 , 因为 其 关联 函数 有 较 光 滑 曲线 . 选取 特殊 值 x = 7/4 
代入 每 一 级 数 中 ; 注意 分 别 的 和 式 


T .NA 
co Cos(2n 十 D7 (—1)"+1 sin 一 一 


< 3 ,NN 克 5S 2 
2 ntl 4 On 4 8 人 On 4 


人 一 二 


它们 的 可 证 实 的 值 (参看 (32.7),(32.20),(32.23), 还 有 级 数 》， CH sinnma — 
n=1 
5 -T<2Z<T) 能 对 分 别 的 表示 式 作 一 检验 . 
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例 2: 设 
f(x)=|sin x|, Og<zr&n, 
组 迹 的 天 系 式 为 
i) 及 一 2) = f(z), 
ii) f(z + 7)= f(r), 
0 
说 明 f 是 一 个 具有 周期 x 的 偶 函 数 且 有 关于 区 间 (0,7) 的 中 操 的 对 称 性 . 集合 


{cos2nz},n = 0,1… 提供 了 f(x) 的 Fourier 展开 合适 的 基 函 数 , 由 于 满足 对 称 
性 和 周期 性 , 而 且 有 


COS 27 = 士 5 — COS NT COS 2n0. 


如 于 
1 OO 
f(r)~ 390 to on COS 2n7 
则 规定 式 
7 2 /六 [3 1 3 
00 = = / sin” zdz = -|/ 3 Snx— jsin3z| dx = -一 
和 
Qn 一 7/ ~ Sinz — — sin37rl| cos2nzdz 
TT fo 4 4 
1 /13. . 
一 = [EnGn+ De ~ sin(2n — 1) 
Tt JD 4 
1 
-7 sin (2n + 3)7 — sin(2n 一 aa dz 
24 
A (m0) 
得 出 , 连同 结果 
4 24 一 COS 2nNn7 
.3 
~ . 33.13 
sin 了 37 + 7 2 FTC 二 可， SS (33.13) 


为 了 理解 为 什么 具有 对 大 的 n 的 阶 为 1/ns 的 系数 的 级 数 是 快速 收敛 的 级 数 , 注 
意 其 中 和 函数 在 0 < z < 所 表示 的 关系 式 ， 


f(z) = 1sinaz| = sinaz， f(0) = Flr) = 0， 


df 。， ， dl dl 

7 ~ 38sin’ wceos, Iz | _， = 交 和 一 0, 

df , 2 .3 dj d°f 

3 = Osinzcos’ 7T— 38sin 7, eg] 二 2 _ 二 0 
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和 
df df df 
-= 6c0s 7 — 21 sin’ -| = 一 二 | =-6. 
3 COS I Sin” TX COS 2， drs| | 6 


这 样 f(x) 从 0 <z<7 的 7 周期 扩张 表示 一 个 二 次 连续 可 微 的 整体 函数 , 带 有 
三 阶 寻 数 在 x = 0,r (和 同 余 点 ) 的 跳跃 不 连续 后, 由 于 
df 
dr3| 


_ Of 
0 dz’ 


在 现在 的 例子 中 , Parseval 等 式 即 
1 三 1 六 5 
-| f(z)dz = | sinezdz = 7 = 708 + 1 So2 


n=] 


一 12. 


由 一 并 


16 (24)? 一 1 
gr 972 2 (4n2 一 1)2(4m2 — 9)? 
提供 对 x? 的 一 个 表示 式 , 即 
256 ，4608 1 
2 
= 一 33.14 
TT 5 > 4n2 — 1)?2(4n? 一 9)? (33.14) 
和 界 
i 
5 (4n2—1)2(4n?—9)2| 5n8 


界 指 出 了 只 保留 该 级 数 前 N - 1 项 所 提交 的 误差 的 量 小 于 
一 18 2 18 18 
和 人 Ere dr = pT 
例如 , 如 N = 10 和 te= 0.5(10)-?7, 用 (33.14) 正确 地 预计 x? 的 值 到 7 位 小 数 . 
例 3: 考虑 偶 的 2x 周期 函数 


1 
f(z) = rp a| > 1, 

其 Fourier 系数 是 

1 ™ 1 

《0 一 5 了 f(z)dz = 72 1 
1 六 2( 一 二 
-了 人 yoosnadtz= rail (0D n= 1,2,.…. 

记 


6=a—{(ao2—1)!2<1 
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得 出 对 所 有 z 特征 表示 
2( 一 切 ” 1 


连同 级 数 表 示 式 
1 1 2 一 1 
pr 一 (a2 — 1)172 十 (到 二 0775 DD) exp I In } cosnrT (33.15 
成 立 . 这 里 当 ” 增加 时 , Fourier 系数 an 递减 , 比 ”的 任意 次 竹 的 倒数 更 快 , 这 
性 状 可 归 因 于 f(x) 及 其 所 有 导数 都 是 一 致 连续 的 这 一 事实 . 
例 4: 给 定 销 数 
f(7) = rl < (33.16) 


0, <7T<TAT,—T<TL—6, 


它 有 偶 对 称 性 , 在 z = + 有 跳跃 不 连续 点 且 在 基本 区 间 -r < xz < 的 一 部 分 
上 不 为 零 . 其 Fourier 余弦 级 数 的 系数 是 


2 f° 26 
“==/ dt = 一 ， 
0 


不 


0 
Qn 一 -|/ cosTdad = — sinno, n= 1,2, 
nn 
所 以 
f(r) ~ ? 十 “ sin no COS NX 
Tn (33.17) 

二 一 十 S(7,6)， 下 <T<" 

其 中 


1 ea sinn(6 — x) + sinn(6+z 


(33.12) 中 的 2z 换 成 x 后 , 结果 是 
rz=T-2》 一 一 ， 0<z<2r (33.19) 
n 二 1 n 


因而 


. 456 . 仿 微 分 方程 


它 有 可 能 成 为 级 数 表 示 式 (33.17) 的 一 个 检验 . (33.19) 的 另 一 应 用 给 出 结果 


1 一 sin2n6 1[xr-2561 1 6 
S(6,6) = 二 = 二 = 一 一 
(0,0) > n :| 2 | 2 x 


n 二 1] 


且 因 此 该 级 数 的 和 在 不 连续 点 x = 5 有 期 望 的 值 
>[f(5 +0) + f(5—0)] = 


级 数 (33.17) 是 收敛 的 , 即使 在 包含 关联 函数 的 跳跃 不 连续 乓 的 区 间 上 不 一 
致 连续 ; 其 系数 


sin nd 


1 
小 于 或 等 于 1/m, 也 依赖 于 参数 6,6 是 度量 (33.16) 中 规定 的 生成 函数 f(x) 的 非 
零 值 的 z 的 范围 , 如果 6 < 7, 该 函数 仅 在 原点 附近 异 于 零 , 量 能 推断 出 其 基 函 
数 仅 有 孤立 零点 的 对 应 Fourier 级 数 将 很 慢 地 收敛 , 即 为 了 由 此 得 出 满意 的 估计 
需要 极其 多 的 项 1 <n<N. 
为 了 用 不 同 的 且 更 精确 的 方式 作出 上 面 的 结论 , 考虑 用 连续 自 变 量 z 代替 
丈 数 指标 mn” 的 平方 系数 函数 


履 


F(x,0) = 
其 曲线 图 见 图 48. 此 函数 在 z = 0 取 到 整体 最 大 值 , 即 “ 


F(0,6) = 62, 


: Go 上 3 
“lS 
jt 


图 48 


而 当 zx 按 绝对 值 增 大 时 , 它 的 第 二 个 最 大 值 显示 稳定 地 减 小 . 在 区 间 [一 /6, 7/9 引 
上 主要 的 凸 出 部 分 当 56 << 1 时 有 大 的 宽度 , 这 说 明 对 具有 离散 系数 的 Fourier 级 
数 (33.17) 的 相当 数量 的 贡献 来 自 其 指标 位 于 


l 
1 之 nn 之 | 
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内 的 很 多 项 , 这 里 | 表示 数值 上 最 接近 于 1/5 的 整数 
例 5: 考虑 用 自然 对 数 定义 的 偶 函 数 


f(z)=—In 2sin | , -XT <T<TN, (33.20) 
由 于 有 关系 式 
ln 2sin 二 In |2sin=|， 
其 2r 周期 性 是 显然 的 ， 与 已 讨论 过 的 函 
数 不 同 , 现在 的 函数 在 奇 所 0) 


T=2Mmn, 9? 三 U 十 1, 


| 
| 
变 成 无 界 ( 见 图 49), 虽然 在 每 个 有 限 区 间 
它 是 可 积 的 . Fourier 级 数 系数 的 显 式 确定 | 
证 明 是 可 行 的 ; 首先 , 注意 | 


HR “PE Er PE sb EE sid, Sp ili me 


一 也 天 
m= -7 | in (2sin5 dz -2 NAN 0 \/ 2n x 
1 Jo 2 
~ _2ln2— <1 图 49 
nT 
其 中 
7 个 | 
~ | inlfsin 二 一 
I / n (sin 3 ) de 2 | n(sin C)dc 
/2 
-2/ ln (2sin § eos ) dC 
Ti/2 C TT 6 
=rim2+2 | (sn d+2 | m (sm dao 
0 2 /2 2 
一 人 lin2 十 27， 
所 以 
IT = —7 ln2, 
因而 
a0 = 0. 


其 次 , 分 部 积分 后 
Qn, = -5 人 In (sin 2 ) cos nzdz 
0 


I 
2 sin =n 2 三 C0S 5 
= 一 全 一 一 ln (2sin 5 十 一 一 sin nz 2 CT; 
nT n 2/1z=0 nT Jo 9 sin > 
2 
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由 于 
lim sinzlny = 0, 
zz—0 
由 此 得 出 
1 + 十 SI . 
1 rsin(nt+a)rztsin(n—-3)7 
Qn 一 一 一 一 一 一 一 一 一 性 
NA Jo 2 sin 一 
2 
1 f/f/”|1 1 
二 -一 一 十 Co82 十 … :十 cos1X 十 二 十 C082Z 十 …: 十 cos(m 一 1 dz 
] 
一 一) 二 1,2, 
1 
所 以 建立 了 级 数 表 示 式 
T CCOS NX 
-In |2sin -| ~ —T<T<N, (33.21) 


后 者 除了 正弦 函数 为 零 的 所 有 点 , 即 z = 2mr,m = 0, 土 1,… 以 外 的 所 有 点 处 收 
敛 . 


例 6: 半径 为 1/2 中 心 在 正 z 轴 上 点 (¥ 0) 处 的 圆 的 二 次 方程 为 


2 
es 
当 用 平面 极 坐标 (7, 3) 时 得 到 替代 形式 


r=cosy, —7/2<9<7/2; (33.22) 


此 圆 和 它 对 y 轴 的 像 ( 见 图 50) 合 起 来 由 
(32.22) 的 一 个 扩张 , 即 


7 一 |cos|, -<HY<A (33.23) 


描述 , 且 相 伴 的 几何 类 型 是 对 极 角 8 具有 
T 周期 性 状 的 . 此 外 对 4 的 偶 对 称 性 规定 
了 图 数 (33.23) 的 Fourier 余弦 表示 , 即 


1 OO 
|cos 9| ~ 340 十 >》 an COS 2n9, 


7 二 1 
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这 里 
9 TT 9 T /2 2 nt 
Q0 一 一 |cos 引 ad = — cos Dav 十 -| (— cos 9})avy 
J0 To iT jx/2 
9 T/2 9 An/2 
=-=/ cos0dd + = | cos ao (9 = 7 ~ 9) 
i 1 Jo 
T/2 生 
一 =/ cos VdyY 一 一 ， 
人 如 0 天 
2 . 4 TT 1/ 2 
Qn 一 一 [ |cos ?| cos2nVdv = 一 上 Cos Y cos 2n9dd 
Tn iJo 
4 (~—1)"+! 
A n= 1,2,... 
所 以 
9 4 be _1Yn+1 
Cos 中 ~ 二 十 一 2 一 COsS2nNY, 一 和 <r< (33.24) 


规定 合适 的 Fourier 级 数 , 由 此 , 选取 特殊 的 ?= 0,7/2 和 T/4 代入 其 中 后 ， 推演 
出 数值 和 


CD 7 一 2 3 1 1 3 (-1)?"+1 Xx~2V2 
一 1 


一 402-1 4 
例 7: 考虑 周期 函数 
jz+2a) = flz)，-co <zr< oo， (33.25) 

它 的 图 形 由 半圆 弧 构 成 ( 见 图 51); 如 果 a 表示 公共 半径 , 则 
f(z)= V2ar -72 = Va (a-7r), 0<7< 20. (33.26) 


f(%) 


0 a 2a x 


图 51 


由 (33.25),(33.26) 定义 的 整体 函数 保持 偶 函 数 的 性 质 , Fourier 余弦 级 数 是 合适 
的 , 即 


1 OO 
f(T) ~ 5%0 十 Do COS —， 


二 
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且 其 第 一 个 系数 证 明 是 
20 20 1 

a0 = ;| f(r)dr == | Ve (a -zdr=a | V1— edc 
0 0 -1 


nT/2 n 
一 2 / cos* dy = 一 a. 
0 2 


其 余 的 系数 ， 
1 f° nn ! : 
qa, = - | /a2 — (0 — £)? cos 一 一 = 2a(—1)" | VT1 一 (62cosmnTCdC 
0 0 


nT/2 
一 2a(-1)" / cos(nn sind) cos’ dy, n= 1,2,.… 
0 


能 用 零 阶 Bessel 了 消 数 即 齐 次 常 微分 方程 


d” 1d 
区 十 x dr 十 !| Jo(z) 二 0 z (33.27) 


带 规范 化 J0(0) = 1 的 正则 解 来 表示 . 显然 函数 


7/2 
Jo(x) = - / cos(Z sin 9})dv (33.28) 


在 x ==0 取 值 1, 此 外 由 于 
/2 


4 (T) = 2 sin(Z sin 9) sin vdv = 2 in{Z sin 9)d cosd 
dx ? Nn JJ/0 7 0 | 


27 AT 
= 一 一 cos(Z sin 9) cos“ dy, (33.29) 
dz 2 7/2 。 "2 dw 
3 Jo(7) 一 | cos(Z sin 9) sin’ 9dv, (33.30) 


将 (33.28) - (33.30) 一 起 代入 常 微分 方程 (33.27) 就 得 到 相 容 的 结果 , 即 


/2 
= | [— sin? 9 — cos* 9+1]cos(xsind)dy = 0. 
Q 
因此 
dz 
(mn = a(—1)" (©) 一 二 | 


二 


= "7a(—1)" 区 一 一 Jo(z) 一 lw) ， 


二 RT 


一 a 1)" DD n = 1,2,.…- 
n 
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这 里 1 
Ji(z) = 一 402 (33.31) 
表示 一 阶 Bessel 函数 , 即 微分 方程 
ad* lid 1 
二 + 总 0 一 0 


的 满足 (0) = 0 的 一 个 正则 解 . 
把 这 些 结果 收集 到 一 起 就 得 到 要 找 的 Fourier 展开 式 


nAT 


f(x)~a 1 十 0 COS | , (33.32) 
而 且 与 和 函数 的 整体 连续 性 相 适应 的 一 致 收敛 性 由 渐 近 估计 


no ~ Yasin(e -5), tS>1l 
和 随 之 得 出 的 界 


,站 (了 下 NAT 
CD" eon < 3 n>1 


推导 出 . 在 (33.32) 中 取 z = 0, 并 考虑 到 f(0) = 0, 一 个 包含 Bessel 函数 的 数值 
和 变 得 显然 , 即 


一 yy (nN) 开 
2 1" = 7 (33.33) 


n= 二 1 


例 8: 双 纽 线 首 先 由 著名 的 Bernoulli 
兄弟 〈 伯 努 利 , Jakob I, 1654 一 1705, 伯 
努 利 , Johann, I, 1667 一 1748) 于 1694 年 
所 描述 , 它 是 一 条 闭 曲 线 ( 见 图 52), 由 四 
次 代数 方程 


(2 +) = (zy) lz| zy 


所 描述 , 在 平面 极 坐 标 中 得 到 一 个 较 简 单 图 52 
形式 


六 一 02 cos 20, 


令 标 量 因子 a = 1, 且 考 虑 无 参数 函数 
7(9) = VCcos 24， 


. 462 ， 仿 微 分 方程 


它 有 对 5 的 偶 对 称 性 和 周期 r, 表明 存在 相关 联 的 Fourier 余弦 级 数 表示 式 


1 DO 
人 好) ~ 00 十 >», Qn COS 2nd. 


1 二 1 


系数 表示 式 
» A .id » T/2 
Qa0 一 -/ f(9)ay = = Vcos 2dy = -| VCoOs pady, 
i iJ0 iJo 
9 T /2 
Qn = = / Veosp cos7pdp， n= 1,2,... 
0 


能 借助 于 一 般 积 分 


T /2 本 
7 一 二 — 
| cos” ~ pcosnpdy = - Ini ynriv > > 0 (33.34) 
2 7 及 | 一 一 一 一， 
2 2 
来 简化 , 这 里 
”2 T(z)T'(y) 
B{x,y) = 2 / Sin 一 wy cosy ll oado = 
(x,Y) 9 Pd = Tz + 


表示 分 别称 为 8 函数 和 函数 的 Euler 函数 . 这 样 用 到 特殊 值 的 计算 结果 
9 31 

r (3) = 33v7 

后 得 到 


7 


/2 ] 
4 24 2 
1 
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得 到 (33.34) 的 不 同形 式 , 即 


. /2n—1 27.—1 
/2 二 Sin 人 一 人 I 7 
/ VCcos pcos npdep = /Si 
0 


4 
且 因 此 Fourier 级 数 表 不 为 
, 2n—1 2n—1 
> sn (二 )"r( - 
VA ti 2 
3)) (3 


一 下 <UV<A. (33.35 ) 
(33.35) 中 的 工 函数 之 比 的 近似 估计 
27 一 外 
rT) 
ontivV Vai "> 
er 
4 


导致 对 该 级 数 最 后 诸 项 的 一 个 界 4n-3/2,m 六 1 由 此 推断 出 处 处 一 致 收敛 性 ; 与 
此 对 比 , 其 微分 后 的 级 数 在 3 = 十 r/4, 士 3r/4 发 散 ， 
例 9: 考虑 包含 参数 5 具有 周期 2r 的 函数 


f(z)= coshlz, 0<7z<T. 


按 Fourier 正弦 级 数 的 展开 ; 遵循 f(x) 到 -x < x <0 中 的 奇 扩张 , 表示 式 
f(z)~ 3 sin nz 
的 合适 系数 由 


pb， = =/ cosh Cz sinnzdz = -/ sin(n + iC)T + sin(n ~ iC)|dr 
i J0 i Jo 


1|1—cos(n+ic)r 1— cos(n— i)n 
= | n+ 76 7 一 246 
7 


给 出 . 因此 所 求 级 数 有 形式 


[1 (1)" cosh nC] 7 03 


OC 


2 (1 —(—l)"*coshrC| . 
hir~ DY zx, 0<z<7. 33.36 
cosh Cz 一 ne n sinn ( ) 


=] 
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在 (33.36) 中 令 z = 7/2 则 得 到 一 个 双 曲 余弦 函数 倒数 的 展开 式 ， 即 


27 十 1 
] ) 一 一 一 
cosh z < ) Gn +1) re (33.37) 

~ 


有 土 (2n 十 1); 与 前 面 级 数 的 零点 相 联 系 . 由 于 


] 
一 9 1) nn pe—(2n+1)¢ 
coshC 1 十 I > > 


因而 


cosh 5 
对 5 在 0 与 oo 之 间 积 分 , 考虑 到 结果 


OW 
cosZ6 _ 9 (一 1)"e-Cn+1) cos ze。 
n= 二 0 


- 
Dz ri 
/ “PA d= BB>0 
和 (33.37), 得 到 一 个 定 积分 的 计算 结果 , 即 
Cos a on+l 1 / 
/ cosh 6 4 = 2 9- D) ) (次 十 1 十 并 一 2 TE (33.38 ) 
2 


例 10: 能 实现 周期 运动 的 一 个 机 械 装置 如 图 53 所 示 ; 包括 一 个 驱动 装置 D 
和 一 个 长 度 工 的 刚性 连 杆 , 其 端点 P,P 分 别 受 约束 位 于 一 直线 和 圆周 C 上 . 
当 反 书 统 半径 R(< 工 ) 的 圆 以 常 角速度 w 运动 时 , 驱动 装置 的 线性 位 移 X(t) 
经 历 按时 间 的 周期 变化 . 如 果 角 3(= wt) 和 ww 用 来 确定 任何 瞬时 构 形 , 关系 式 


X= RIl -cosy| +Lll 一 cosow| 


PF; 


D 
4 
4 
2 
A 
4 
4 
4 
4 
4 


—j 
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适用 . 这 样 . 
X(9) = RI1 -cos +L 1 _V1-62sin? 9| (33.39) 


表示 9 的 27 周期 消 数 , 关于 直线 PiO (或 8 = T) 对 称 , 它 可 用 Fourier 余弦 级 
数 表 示 ， 


1 OO 
二 二 Q0 十 > Qan COSNY (33.40) 


X(9) = 5 


n=1 


详细 说 明 上 式 的 实质 性 工作 集中 在 构造 一 个 表示 式 , 即 
Vl-—62sin ~ a0 十 Sa cosny, 


n=1 

其 中 

1 27 4 /2 

= -| ] ~ 62 sin” $d = | 1 — 62 sin? $d (33.41) 

To i jo 

(所 谓 的 完全 椭圆 积分 ) 和 
1 — 62sin’ cosnddy 
9 各 /2 
二 一目 十 CD | 1 — 62 sin” 3 cos ndy, 
。 

所 以 


T /2 。 
ep 1 — 62 sin” cos 2n9dy = - / V1— 62sin’ dd nr 


0 
f/2 sin2nd sin 27 


一 2 -一 一 一 一 一 do (33.42 ) 
NT 0 1 — 62sin’ 9 
6 "/? cos2(n ~ DY — cos2(n + 1)9 1 
2n7 Jo V1— 62sin’ 雪 i 
这 样 时 变 位 移 函 数 X(t) 有 基本 频率 为 w 的 谐 波 的 直接 展开 式 
X(t)=R+L 1 一 四 Reos wt—L 3E G2n COS 2nwt (33.43) 
n= 二 1 


z 且 描 述 速度 — 二 和 加 速度 志气 ~ 的 类 似 展开 式 从 (33.43) 的 微分 得 出 . 


dt2 
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得 到 (33.43) 的 显 式 表 示 的 和 式 证 明 是 可 行 的 , 因为 相关 的 表示 式 


3 sin2nycos2nwt 1 S. sin 2n(9 — wt) + sin 2n(9 + wt) 


n 2 Nn 
ni 二 1 n= 二 1] 


可 以 参照 第 三 十 二 章 问 题 10 中 的 一 个 结 来 , 即 


sinnr T(r—2mn) 

》 一 一 = 一 一 一 2mT <Z<20m2 十 1)T 
n 

n=1 


来 计算 
利用 展开 式 


] ] 
v1 — 62sin* Y=1— 36 sin © — a6 sin 9 — +. 


l 1 
X(t) = RIl — coswt|+ 556 sin2 wt + gL sint wt + ... ， 


而 且 重 排 这 些 正弦 窜 为 县 有 不 同 的 谐 波 自 变量 的 余 艾 的 线性 组 合 后, 当 对 ao 和 
a2n 用 4 的 罕 的 展开 式 被 引入 时 , 它 与 (33.43) 有 完全 的 相 容 性 . 
例 11: 考虑 同样 大 小 的 细 圆 形 电 线 
的 无 限 阵列 , 它们 是 间隔 相等 地 沿 牌 直 于 7 
其 各 平面 的 一 直线 (作为 z 轴 ) 放置 ( 见 “一 -人 一 十- 一 -个 二 -= 
54); 且 每 个 电线 中 有 共同 的 定常 电流 
I 环流. 如果 其 中 之 一 位 于 平面 zx = 0 处 ， < 
从 而 产生 的 沿 x 办 的 磁场 强度 有 H(z) 对 x : 
有 偶 对 称 性 是 有 周期 等 于 相 邻 电线 间 的 间 和 
隔 L; 这 样 表 示 出 一 个 Fourier 展开 式 ， 


yas 


L + 


] OO 
H(X) ~ 00 十 >》 Qn COS 一 Co <X< 00、 (33.44 
人 一 上 


由 各 电线 的 贡献 相 加 而 得 到 五 (z) 的 确定 表示 式 , 即 : 


H(x) = AIR? 3 [(z — mL)? + R22, (33.45) 


1 二 一 OO 
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这 里 4 表示 由 所 选 的 电 单 位 制 而 变 得 确切 的 一 个 常数 , 而 五 表示 共同 的 线圈 半 
径 . (33.45) 式 有 可 能 决定 (33.44) 中 的 系数 ao,a。 这 样 


9 L 
-7/ 避 “oe El 3 [(z — mL)? + R2] 2dz 


T 一 一 OO 
一 = +AIR’ 3 太 ‘fe + RY/?d¢, (z— mL = 人 0) 
7 二 一 上 
9 一 二 0 L 2L 
= 二 AIR’ | +/ + + 
L _2L _L 0 L 
+ 十 ~ 
站 (C2 十 R2)3/2 
(m = —2) 


2A1R? / [C2 十 R23/24d¢ = 和 47 
L _ L 


且 类 似 地 
2772TTC 


- m= TAR Nd n=1,2,.... (33.46) 

级 数 (33.44) 中 的 常数 项 表示 具有 每 单位 长 度 电 流 等 于 T/L 的 均匀 缠 统 螺 线 

管内 的 轴 向 磁场 强度 的 量 Ho = 了 47, 而 其 他 项 表示 在 每 一 周期 区 间 二 上 H(z) 

中 离 平 均值 Ho 的 偏差 . 定义 该 级 数 的 非常 数 项 的 系数 的 积分 (33.46) 的 计算 可 
以 做 到 , 要 涉及 一 个 Bessel 型 图 数 ; 这 里 仅仅 记录 估计 


[RR 2 PR 
H(zx)~ Ho to Te "RL cos ~ + ， > 


就 足够 了 , 它 适 用 于 电线 间隔 很 近 的 情形 , 注意 由 于 生成 函数 如 (z) 有 所 有 各 阶 
导数 , Fourier 级 数 (33.44) 收 化 极 快 . 
例 12; 一 臻 收敛 级 数 


sin nx 
S(7) 一 > 一 5 (33.47) 


位 一 1 


不 能 直接 求 和 或 用 已 知 函 数 显 式 表 示 , 与 其 相对 应 部 分 


COSNT ZX Tir| ， : 
> 二 一 十 ， 下 <T< 
7 4 
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则 不 同 ,， 这 一 情形 促进 了 人 们 去 构造 精确 的 解析 通 近 . 以 前 ( 例 5) 曾 指出 从 
(33.47) 用 逐 项 微分 得 到 的 级 数 有 一 个 可 确定 的 和 , 即 
>- 一 = 一 In (2 si | : (33.48) 
在 sin > 0 的 区 间 0<z <r 上 ,在 (33.48) 中 在 满足 0<6<z<rr 的 6 和 zy 
之 闻 积 分 , 其 结果 给 出 
™ x ， sinnz < sinné 
-| mn (2sn 3) er = > -> mn2 


n=1 


而 且 由 于 包含 5 的 级 数 在 取 极限 5 _，0 时 也 趋 于 零 , 就 得 出 S(z) 的 一 个 积分 表 
示 式 , 即 


/ 


9(Z) 一 一 Zn2 一 人 In (sn 5) QZ ， 0<z&7. (33.49) 
1 2 
上 式 表示 $S(z) 在 0 和 x < 7 连续 , 且 期 望 的 值 5(0) = 0 和 
S(7) 一 一 Tin2 一 人 ln (sin 3 ) dz” 
/2 
= -rn2-2 | In(sinC)a6 = 0 
0 


(回顾 例 5 中 的 发 现 ) 确实 被 证 实 ， 


由 于 
9 (Z) = 全 一 一 ln (2sin = ) ， 0<z<T 
特殊 的 xz 处 的 确定 值 为 
9 (0) = +Toco，9(Tr) = 一 In2，393(r/3) = 0， 
这 绚 含 着 


A 0<2zZ<T/3， 
<0, /3<rI<T. 
总 结 一 下 , 函数 S(z) 在 原 反 有 无 穷 和 斜率 , 在 z = x/3 达到 其 最 大 值 然 后 递减 到 
2 = 二 7 处 为 零 , 而 在 整个 区 间 0 < z < r 保持 正 值 . 
在 (33.49) 中 分 部 积分 得 出 


S(T) = 一 Zn (sin 了 ) + T(z), (33.50) 


其 中 ra 
(7 
T(Z) = ~7zln2+ ; | o cot dc (33.51) 
0 
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由 于 
do TootT 
dz 2 


在 0 乏 zx 忒 rr 保持 有 界 和 连续 , 正 是 (33.50) 中 的 第 一 项 导致 5(z) 在 x =0 的 非 
解析 性 (或 无 穷 和 斜率 ). 

这 样 对 工 (rx) 的 一 个 近似 也 导致 对 S(x) 的 近似 , 且 特 别 地 用 Maclaurin,C. 
(麦克 劳 林 , 1698 一 1746) 展 式 


通过 (33.51) 推导 出 
3 
T(z7)= -zin2++7X 一 一 一直 一 一 …: 
且 对 应 的 展开 式 
9(Z) = Ti (si TIT 一 


36 3600 
在 z=0 附 近 是 合适 的 . 
对 S(z) 的 更 精细 的 近似 曾 被 比利时 数学 家 Grosjean ( 格 罗 斯 琴 ) 于 1966 年 
得 到 , 他 提出 一 个 式 子 


S(z) = > a 一 —XIn (sin + 》 bn sinnz, T&TN, 


人 纪 一 1 他 一 上 


这 里 带 有 系数 b;, 的 Fourier 正弦 级 数 比 S(z) 原来 的 级 数 收敛 更 快 . 他 提供 以 下 
的 详细 式 子 作为 首次 一 臻 近似 式 


2 ,2 
S(T) ~ —z1n (sin 3) 十 ztr 一 7 
2 24 
| (33.52) 
一 | 一 ~ i In2—— |si 
(3 2In2 sin 人 zt 十 (m 二 sin 27, 
它 与 精确 值 的 百 分 偏 差 小 于 0.63%! 
例 13: 考虑 由 方程 组 
Ou Ou 
Br = Raza 0<zrz<L, t>0, (33.53) 
,0 ur,0)=0 0<zr<L 


所 规定 的 线性 扩散 方程 的 边 / 初 值 问题 , 其 中 规定 的 流量 函数 f(t) 有 周期 性 状 ， 
即 
f(t+27)= f(t), t>0. (33.54) 


. 470 . 偏 微分 方程 


采用 对 w(x,t) 的 一 个 展开 式 , 它 包 含 其 z 导数 在 x = 0,L 为 零 的 有 关 正 交 


本 征 函 数 | 
0 一 7 Xn = cos ,n=1,2,.. 
| 
u(7,t) = To(t) + > T(t) cos - 产 
发 现 本 
To(t) = z/ u(x,t) 
满足 常 微分 万 程 ， , 
了 0 一 f(t) t>0 
= L 
rn.(0=7/ ul(7, f) cos 一 一 dz n = 1,2,.… 
满足 常 微 分 方程 ， ,. 
A + In= Zi, t>0; 


(33.53) 中 的 偏 微分 方程 和 边界 条 件 都 已 被 上 面 对 T0(t), T(t),n = 


上 方程 考虑 到 , 且 剩 下 的 初始 条 件 要 求 


Tb(0) =0， Th(0) =0,， n= 1,2,.…: 


(33.55) 


(33.56) 


(33.57) 
1,2,... 的 以 


(33.58) 


为 得 到 (33.56),(33.57),(33.58) 所 希望 的 积分 , f(t) 的 一 个 Fourier 级 数 表示 


式 证 明 是 合适 的 ; 为 此 , 给 出 复 形式 


f(t)~ >》 cme™"™™" (33.59) 
连同 系数 的 特征 表示 
1 省 | ， 
= / f(t )e mt /Tadt’, mm 一 0, 十 1 ，…. (33.60) 
0 
然后 得 到 
2k 一 了 mnt/ 
人 一 imntjT 1] 
T(t) = = 2 le | 
, (33.61) 
2 hr 7 i n PT 人 mrt t) yy 
= f(t 
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类 似 地 
2 k(FE) ti 
Tn(t) = Fe (YY) 2 Cm 3 本 
"~ | 全 ) + 
nn 
2L —k(nn/L)” 4 — k (于 ) 
zo + 和 1 3) + 7 
了 了 27 
下 f(t') cos (+ — +t)dt —e R( *| f (tcos 一 一 Ta (33,62) 
0 了 
+ 3 TT , / f(t) sin —(t —t dt 
2 
™=1k (7) + 7 L 
-KE( 至 ) + mt Tar 
+e 用 f(t ) sin 一 一 
由 于 
让 2， t) ~ co t 一 OO， 
如 果 co > 0, 温度 随时 间 的 线性 上 升 , 除非 
1 之 全 
一 二 At = 
-| fat 
即 热流 量 在 一 个 周期 上 的 积分 为 零 . 
例 14: 给 定 函 数 


1 
3Y(T 一 2) U 入世 入 T， 


=z(7 —Y) O<z<y, 
f(x,y) = 


(33.63) 


它 关 于 一 对 自 变 量 有 对 称 依赖 性 ， 当 两 个 自 变 量 之 一 置 于 次 要 地 位 作为 参数 ， 
其 图 形 有 两 个 相交 于 一 顶点 的 线段 , 在 顶点 处 斜率 是 不 连续 的 ， 基 于 正弦 函数 


{sinnz} 的 一 个 Fourier 级 数 表 示 式 为 
f(z,Yy) ~ >》 bn(y) sinnz, 


包含 系数 是 y 的 函数 , 可 以 证 明 


,472 ， 偏 微 分 方程 


因而 
f(z,y) ~ 3 Sn nz sin ny (33.64) 


p22 


具有 所 需要 的 对 称 性 . 对 x 在 (0,r) 上 积分 这 一 致 收敛 级 数 给 出 


sin(2n 十] Ny — Ays 
| ew = Qn 1 ty ,0gygn. 


一 个 余弦 级 数 表示 式 为 


f(r,y) ~ -a0(y) 十 >》， Qn(Yy) COs NZ, 


和 一 工 


其 系数 函数 为 


2 


1 f/fY 1 rf TY 一 
oy) ==/ (rdr+= | y(n — rz)dr = 一 Y 
: y 


和 l 1 
Y . 
an(y) = 2 COSNY 一 5 十 3ll (一 tn] 
所 以 
2 
Tt 一 y/ cosnz ， "| cosnz COSNT cos ny 
[i DL 王 下拉 下 
ny—Yy 37 —6nr+i+2n 2 rn? 一 277 COs nz cos ny 
本 三 t+ > 2 
4 12 T 8 4 nn (33.65) 
7 1 ， oo XYy 7? COSNT COS NY 
= 5(7+Y) 14(T 十 2) + 
OO<zy<n 
习 题 33 
1. 把 函数 


f(z)=e”, —r<zT<n 


展开 成 Fourier 级 数 , 且 考 虑 到 在 X= 不 处 级 数 的 和 已 知 , 证 明 以 下 数值 结 
末 
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2. 构造 刻画 函数 


的 Fourier 级 数 , 然后 推演 出 


一 - 1 1 
2 (2n— 1)(2n+3) 3° 


3. 如 果 Flz) 定义 在 区 间 (0,7/2) 上 且 按 照 关系 式 


f(a17)= -Ta 


延 拓 到 区 间 (x/2,7), 证 明 形 如 


OO 
f(z) ~ >》 cn cos( 2 十 1)7，0<2Z<T 


n=0 
的 级 数 表 示 式 适用 ; 导出 确定 系数 cm 的 表示 式 
4. 验证 关系 式 
sinzZl 人 一 一 一 33 Co 
再 证 明 


的 正确 性 . 在 区 间 -4r < zz < 4r 上 作 上 面 的 级 数 所 刻画 的 函数 的 草图 ， 当 
4Tr<Z<6r 时 确定 其 显 式 解 析 式 . 数值 级 数 


) ri 
n=0 
的 和 是 什么 ? 
6. 给 定 有 限 的 连续 的 2r 周期 函数 


f(z) = >》, exp| 一 |Z 十 2m7|j, 


T= OO 


“474 


偏 微分 方程 


验证 其 复 Fourier 级 数 表 示 式 


f(T)~ 2 ne™ 
cy， 一 eIT|-inz gy 


决定 cn 且 证 明 关 系 式 


成 立 (与 例 1 中 的 式 子 作 比 较 ) 


. 证 明 由 


cos* (rz/26), ~6<Zz<5, 
0， 6<ZXT<A—0 


和 
f(z + 7) = Ha 
定义 的 函数 有 Fourier 级 数 


0 2 > sin 2n0 COS 2nN7 
fz, 0) n A 2n(4n202 — ns:) 


它 的 确 描述 此 生成 函数 的 特殊 形式 , 即 


f (z; 了 ) = CoS” ZX. 


.给 定 区 闻 -T <TY<T 上 的 三 个 (线性 ) 无 关 了 学 数 


sin x 


。 2 
ha= -nzl， fy) = ee, hl) = (2) , 


就 它们 的 Fourier 级 数 (不 必 显 式 地 找 出 ) 的 收敛 速度 的 快慢 等 级 给 出 论证 . 


. 假设 函数 f(z) 在 区 间 (一 x,7) 内 除了 有 限 的 入 个 点 XY < < < Zk 


d 
< < zw 外 是 连续 且 可 得 的 【rz) = 全 


且 设 


6 = f(Txk +0)— frk—0) () 
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表示 在 这 些 奇 点 的 跳跃 不 连续 性 . 为 得 到 在 这 些 情 形 积分 公式 的 修正 , 注意 
适用 于 其 相 邻 奇 点 间 的 导数 的 积分 的 结果 


/| f(r)dz = frit1 ~ 0)— f(zx + 0), (ii) 


和 对 所 有 这 些 区 间 求 和 的 结果 
f/ f(z)dr = Fr) — f(D (i) 


如 果 g(7) 表示 在 整个 区 间 (一 ,7) 上 连续 且 可 微 的 一 个 函数 , 则 有 


|. f' (x)g(T)dz = f(Tkr1 — 0)9(Tk+1) 


-f(zx +0)g(s) — / f(z)g (r)dz (iv 


/ f(z)g(z)dz = f(r)g(r) — f(r)g(—7) 
N At 
-DD molen) - | fn) (sa 


这 里 最 后 的 等 式 推广 了 通常 的 分 部 积分 公式 . 
为 应 用 上 述 结 及， 设 
;a 十 >》 [on cosnz 十 bsinmzZl 和 -a 十 > (ax COsnz 十 bb” sinnzl 


n= 二 1 他 一 


分 别 表 示 与 函数 f(x) 及 其 导数 Pr(z) 相 联系 的 三 角 级 数 ; 且 考 虑 
一 = f(x) cosnzrdaz, 
一 人 f(r)sinnrdz 


== | f'(x) cosnzrdz, 
TT Sx 


= 二 |/ f' (xr) sinmzaz 
ni 一 天 


. 476 . 偏 微分 方程 


之 闻 的 联系 . 显然 


N 
;= dr = /0 -f(-7) - Da (vi) 
而 
] N 
Qx 一 一 区 ) — f(-7)| cosnn 一 > pr COS NTk raf f(z) sinned 
nT 本 
-= 1)”{f(7) — f(—7)| 一 > COS 四 十 nb, (Vii) 
和 
] VN 
成一 一 二 >》 6ksinnzk — nan, (viii) 
k=1 


在 连续 的 以 27 为 周期 的 函数 Flz) 且 满足 Fr) = f(~7) 和 对 所 有 上 ,6 ==0 
的 情形 , 一 般 公 式 (vi), (vii), (vii) 简化 成 


冰 炒 。 
a0 一 0， ay = nbn, b= —nan, (ix) 


所 以 f'(X) 的 Fourier 级 数 由 f(x) 的 Fourier 级 数 通 过 逐 项 微分 得 出 


(a) 考虑 特殊 规定 
—A, -ir<7x<0, 
/0-7 0O<zxz<” 
和 | 
f' (7) 一 0, L 天 0， 
随 之 得 到 的 关系 式 


a* = b* = 0, 
01=24 和 f(7)—f(-7)=24. 


应 用 (vii), (viii) 去 导出 f(z) 的 Fourier 级 数 , 即 


44 二 sin(2n 十 1)27 
Lo 2 


(b) 假设 要 求 积 分 满足 边界 条 件 


y(0) = A, y(7)= B. (x) 
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的 非 齐 次 常 微分 方程 
2 
SY + y= Fe) 0<zx<T. 


(xi 


设 
y(Z), 0<rx<7, 


f(2) = | —y(—7), -nr<Y< 0 


类 似 地 按 青 方式 扩张 F(T) 到-T<ZI<1U 则 规定 关系 式 
01 一 24 (在 山 一 0) 


和 
Fr) — f(-7)= 2b 
适用 ( 见 图 ). 由 于 f(z) 是 奇 函 数 , 则 f'(z),f"(Z) 分 别 是 偶 和 坷 的 , 推演 出 
gn =0, b*=0, 
a* ot/ pr)cosnrdr=0. 


其 次 引入 展开 式 


F(z) = 》 cn Sin nz 
nn 二 1 


检验 以 下 等 式 
b** + 和 pn = en, 
2 
a” 一 2(_1)"B ——A+nbn, 
T 开 
b*” = 一 nan， 


.478 ， 偏 微分 方程 


其 中 


1 机 
b»” 一 一 f° (x) sinnzradz: 


: 决定 bn 和 随 之 得 到 描述 (x), (xi) 中 要 找 的 函数 y(X) 的 Fourier 正统 级 数 . 
10. 假设 


Tk; rd), rh, zz 人] 


是 jz),F(z), f(T),… ,f(z) 在 区 间 0<z<2r 中 的 奇 点 ,而 
是 对 应 的 不 连续 性 测度 , 验证 Fourier 系数 表示 和 式 


27 
Qn = f(x) cosnzrdz 


9 
一 一 一 2 Sin Nzk 一 一 = cosnzl 


的 
3 ). 602) sin nz 十 一 一 7 5 603) COS nr) 一 


ki2) kt3) 


(7 DFT ， 

5 SIN NT ] (j+1) Sin nz 

》 56 士 一 一 -一 J (T dx, 

DT 0 1 | nitl 7 (a) COS NZ 
27 

bn = f(x)sinnzdr 


0 


1 
一 一 2 COSNTk 一 = sin nz 
Nn 


本 


一 一 = 602) COS nz 十 -=D 5 人 1 sin nr) 十 ……， 
k(2) KC3) 


(2) 27 
8) | COSNTE 【人 ] / G+HDT J) CoS nT 【7 
+ 5 1 | nit+i /i / (2) sin nz 


kt3) 
考虑 一 个 特定 的 2r 周期 函数 , 它 由 缩短 的 正弦 弧 构 成 , 即 


0, U < < XI, 


f(rz)= 4 sinr, X11<X< ro, 


0, Z2 < 和 < 27, 
证 实 余弦 系 数 展开 式 


. ， . 1 1 
an 一 一 一 [sin Zi sin nz1 — sin x2 sin nz2| 一 十 二 十 一 十 
T nn 


] ] ] 1 
一 一 [cos x1cCosnz1i cosz2cosnz2| |- 十 本 十 -二 十 
n n n 


11. 


12. 


13. 
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成 立 . 这 里 两 个 分 别 的 级 数 当 n > 1 时 是 收敛 的 , 且 能 求 和 , 并 给 出 显 式 结 
末 


] 上 时 
an 三 一 一 [sin x1 sinnz1 — sin x2 sin nx2| — 
Tt 2 一 工 


nl. () 
从 (i 求 出 ao 和 al (用 极限 过 程 ) 且 用 通过 原 积分 表示 它们 的 独立 确定 式 
来 检验 . 


描绘 由 Fourier 余弦 级 数 


] 
一 一 [cos Zi COSNT1 — COS Z2 COS NT 


1 一 NAX 
ps 十 > Qn COS 
n=1 
刻画 的 函数 的 图 形 , 这 里 
1 1 
"= | rar m= | rcos dz. n = 1,2,... 
0 0 2 | 


该 级 数 在 I= 1 的 和 是 什么 ? 该 级 数 是 否 一 致 收 化 ? 


考 处 由 在 正方 形 的 四 条 边 上 的 外 半 图 缴 构 成 的 闭 曲 线 , 证 明 在 以 此 正方 形 中 
心 为 极点 的 极 坐 标 中 , 此 有 曲线 的 方程 7 = 二 7(8) 有 Fourier 级 数 捕 开 式 
nT l 1 l l 
-at + 1°12 + , (*) 


这 里 a 表示 该 正方 形 边 长 .从 (*) 和 分 别 地 已 知 的 该 曲线 的 周 长 能 得 出 什 
么 推论 ? 


给 出 对 受 外 力 f(T,t) 作用 的 均匀 杆 的 模 向 位 移 y(z,t) 的 偏 微分 方程 
Ou Ot 
Fa thksa= ft), 0<r<L, t>0 (2) 
和 齐 次 边 初 值 条 件 
Ou Ou .. 
u(0,t) 一 0, u(L,t) 一 0, B72 上 一 0, Br2 有 一 0， t>0 (ii) 
" 0 
u(x,0) = 0, Eri _, =0, 0<7z<L. 
证 明 方 程 组 (i), (ii) 的 本 征 函 数 是 
.NAx 
Sin -一 一 ， n=1],2,... 


L 


“480 . 


14. 


偏 微 分 方程 


采用 解 的 级 数 形式 


u(Zz,t) = 2》, Tn (t) sin 7 


n= 二 1 


当 外 力 有 周期 时 间 依赖 性 时 , 即 


0<z 忆 了 上， 上 > 0， 


f(t+7)= f(t), T>0, 
描述 确定 函数 了 (人 的 方式 . 
考虑 按 变量 有 周期 2r 且 带 有 任意 参数 a 的 复 值 函 数 


f(x,0) = etasmz = cos(asinz) 十 4sin(a sin2) 


采用 相对 于 Z 的 Fourier 级 数 的 复 形式 , 即 


f(x,a) 一 3 An(a)e™”, 


由 此 推导 出 


1 f/f 
ho = em 


此 积分 提供 了 壮 数 n 阶 的 Bessel 也 数 的 一 个 表示 式 ， 即 
: 27 
An (a) — Jn(a) — / eilosinz—nz) gry, 


这 里 
old 
da2 ada 


在 n=0 的 特殊 情形 , (iii) 得 出 


m2 
-下 | mo 一 0， 思 (0 有 限 


27 z 
Jo(a) = 去 |/ [cos(a sinzZ) + isin(a sin x)|dz 


1 Ei 
二 一 / cos(a sin zx)dzx, 
i jo 


(ii 


(ii) 


(iii) 


(iv) 


(V) 


如 将 原 积 分 区 间 0<zZ< 2r 分 成 一 对 0<Z<TT<Z<2T 且 把 变量 替换 
r= 二 +C 用 到 第 二 个 积分 后 , 即 得 到 上 面 的 结果 . 另 一 个 对 区 间 0<zZ<T 


的 对 称 剖 分 且 把 变换 了 一 本 一 5 用 到 了 <<7 上 导出 一 个 以 前 给 出 过 的 
结果 (和 式 (33.28)) 


9 TA2 
Jo(a) = =/ cos{a sin x)dx. 
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证 明 (者 ) 的 替代 形式 包括 
Jn(Q) = 一 一 人 ciacosz Cos nzdz 
0 


和 | ax 
Jn(Q) = = / cos(Q sin x — nz)dr 
” v/0 


带 有 一 个 从 前 者 得 到 的 容易 的 推论 
J_n(Q) 二 (一 1)”Jn(Q)，n 为 整数 ， 
它 构 成 以 下 展开 式 


oo 
piasinz 一 >》, J (Qeins 


N= 


二 Jo(a) 二 2 > J2an(Q) cos 2nz + 22 > J2on+1(0) sin(2n 十 1)7 
n=] 多 一 
的 基础 . 
很 容易 提供 Fourier 展开 的 进一步 的 例子 , 因为 它们 出 现在 诸如 行星 轨道 运 
动 、 光 波 经 过 晶体 的 衍射 、 周 期 磁场 中 带电 粒子 的 运动 等 各 种 各 样 的 研究 
和 学 科 中 . 


第 三 十 四 章 


Fourier 积分 和 Fourier 变换 


定义 在 有 限 长 度 为 卫 - ze _zi(> 0) 的 区 间 zi < z < za 上 的 可 积 函数 f(z) 
的 Fourier 展开 , 即 


f(z) ~ a + > 区 cos 一 ~ + b, sin rr | (34.1) 
中 2n77 
i le 
容许 有 一 个 替代 形式 
f(r)~ au 十 > cos (2nr 了 - bn ) (34.2) 
其 中 各 项 分 别 由 振幅 和 相 测 度 cu, on 所 规定 ; 此 外 , 显然 
cn = Vas+h, co = 0, (34.3) 
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出 现 于 Fourier 级 数 (34.1) 中 的 函数 有 公共 周期 , 即 L, 也 有 成 比例 地 较 小 
周期 Lj/n,n = 1,2,.… 设 C= njL, 取 极 限 L 一 oo,¢ 的 连续 地 变化 的 样子 就 显 
示 出 来 了 , 因为 由 n 的 单位 增 量 引起 的 《 的 改变 量 

1 
A = 


是 无 穷 小 量 . 对 应 地 , 级 数 展 开 式 (34.1),(34.2) 能 用 对 “ 的 积分 来 改写 , 即 


f(z}~ | wo cos27CZ + BC) sin27rCzjdz (34.4) 
0 
和 
f(z)~ | ceosprtz — (Ode, (34.5) 
这 里 ， 假设 zi 一 -co 和 za 一 co， 则 有 
A 三 COS 27C7 
| 一 /. 1(?) 27CT | oF: (34.0) 


A(C) = C(6) cosd(6), 了) = CO(6)sind(6). 


按照 (34.6), 就 包含 定义 在 0 <¢ < oo 上 的 谱 函 数 A(0), B(C) 或 C(OC), 5(0) 
的 所 请 的 Fourier 积分 表示 式 (34.4),(34.5) 的 存在 性 而 言 , f(z) 在 全 范围 -oo < 
+ < co 上 的 绝对 可 积 性 已 足够 了 ， 在 分 别 的 OAc 和 OBe 平面 上 给 出 的 由 
A(C), B(C) 所 规定 的 一 对 曲线 ( 见 图 55), 可 变 向 量 C(OC), 它 到 OAhc 平面 的 倾角 为 
6(C) = tan~1(B(C)/A(O)), 就 被 确定 了 ; 而 且 问 点 位 于 一 空间 曲线 下 :0 < < oo 
上 的 这 样 的 向 量 的 完全 族 与 Fourier 级 数 表示 有 关 的 离散 集 形成 对 比 . 


图 55 


在 宽 有 限 , 例如 说 工 的 区 间 上 的 可 积 函 数 f(z) 既 可 以 有 一 个 级 数 表示 也 可 
以 有 一 个 基于 ( 非 周期 地 ) 把 区 间 外 的 函数 值 指定 为 了 = 0 的 积分 表示 ; 按 后 者 
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的 选择 , 由 此 得 出 
> COS 27rC2X 加 COS 2NACT 
/ 1 I 2 一 人 f(z | ea 


而 且 得 到 了 级 数 系数 和 谱 函 数 之 间 的 关系 式 


_24/7 / 
和 FA (34.7) 
bn = 了 BF)， n 一 0,1,……， 


这 样 , 除了 标量 因子 2/L 外 , f(z) 在 zi < z < za 中 的 离散 Fourier 系数 对 应 于 
其 Fourier 积分 表示 式 的 谱 函 数 的 一 个 选取 集合 . 

给 出 具有 有 限 或 无 限定 义 域 的 一 个 孤立 函数 f(x), 考虑 其 紧密 关联 的 周期 
图 数 


F(X)= > f(z+mL) 


使 得 
F(t+L)= F(x). 
F(z) 的 Fourier 级 数 展开 式 包含 系数 
Qn = /, Si 十 ml COS 2n7 了 dz 
jb = |, | Sf f et sin 2nn Fdz, 


二 一 OO 


考虑 关系 式 


T+mL 7 
COS (2n T ) 一 COS (2nr 了 了 ， 
. T+mL . Tr 
sin (nr ) 一 sin (2nr 了 ) ， 


它们 能 改写 成 形式 


因此 再 次 得 到 关系 式 (34.7). 
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作为 例子 , 选择 有 无 界定 义 域 的 偶 孤 并 函数 ， 
f(x,) = en 一 cosarzd dc > 0， 一 oo < 了 < 00， 
它 的 积分 表示 中 有 一 个 指数 谱 函 数 
A(C)=e 6C>0 


这 里 对 应 的 周期 函数 
“二 3 22 十 a +mL) 
分 别 有 显 式 和 级 数 形式 表示 
sinh 一 Co 
-并 -~ 1 —oan/L 
F(z,a) = 5 2 - cs DT LE +129, ceo ， (34.8) 


男 一 值得 注意 的 例子 由 Fourier 积分 
ja = e-em/ 
提供 , 给 定 函数 和 它 的 谱 函 数 显然 都 有 指数 形式 . 所 得 的 周期 函数 之 间 的 等 式 
YT 一 4 
(za) = 一 一 2 exp ot 十 mL) 


OO 
| 
-| Ee-%¢ cos27rCzdCc， ~o0<7X<o%0 
0 


(34.9) 
n2 /12) 实 
-六 + exp| 一 /LD | cos2nm 了 ， 


是 以 前 用 过 的 类 型 的 等 式 | 见 第 一 三 章 和 方程 (23.6)), 以 前 用 以 得 到 一 个 偏 微 
分 方程 的 参数 依赖 解 的 替代 的 和 互补 的 形式 . 


包含 复 值 函数 基 的 Fourier 级 数 
f(z) ~ 3 cnes "®t 
和 它 的 系数 积分 
cn = = / , f(x)e ?nz/Lar, n= 0,+1,.. 


扩张 到 任何 跨度 工 的 区 间 , 对 有 无 界定 义 域 的 适当 的 函数 有 分 别 的 对 应 部 分 


f(z)= | ~ F(Oeicege, 
-ec (34.10) 
F(C) = 人 jz)e-2rtzdz， 
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在 f(x) 和 和 它 的 所 谓 的 复 Fourier 变换 F(C) 之 间 后 一 对 关系 式 中 完全 的 对 称 性 
是 显然 的 ; 前 者 的 一 个 变 体 


f(t) = 人 ~ F(w)eiwtgw, (34.11) 
推断 出 时 间 变 量 上 的 任 一 (然而 是 可 积 的 ) 函数 能 从 在 频率 范围 w,w + dw 的 具 
有 密度 
= f(t) e—wtgt 
必用 期 分 最 的 连续 分 有 综合 而 成 


用 相当 的 一 对 置换 , 即 
fo = Fosde, FO=) fa)e rar 
来 替代 (34.10), 然后 消去 F(C), 发 现 


f(z) = 二 人 /|. f(z')e(e-e dcdr 


(34.12) 
=- 玄 / [/. Flz cosclz — 7 )dtdr’ 
由 于 sin C(x 一 zx) 对 C 有 奇 对 称 性 ; 因此 
f(z)=—| ad f(x') cosC(r — 7 )dr 
| /. (34.13) 


= | [A(C) cos Cx + B(C) sin Cx]de, 
这 里 
A(C) = -/ f (x) cosCrdz, B(c) = 人 f(x) sin czdz. (34.14) 


关系 式 (34.13),(34.14) 和 (34.5),(34.6) 彼此 的 区 分 仅 在 于 目 变 量 和 标量 因子 的 
差别 ; 此 外 , 当 f(x) 有 偶 或 奇 对 称 性 时 , (34.13) 可 以 简化 , 分 别 有 B(C) = 0 或 
A(C) =0. 

如 果 表 示 式 (34.12) 理解 成 以 下 意义 : 


Ce A 
jz = um 去 人 Je) eoscle -zdede, 
对 其 中 的 一 个 正常 5 积分 有 明显 好 处 , 分 析 绪 果 得 出 结论 , 其 广义 形式 
[f(z +0) + f(z —0)) 一 亡 / [. Flz cosClz — x )dcar (34.15) 
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考虑 了 f(z) 的 可 能 的 不 连续 性 状 . 
选取 不 连续 的 偶 函 数 


F(z) = 1 zl < a， 


0， jz| > a， 
作为 例子 它 将 证 实 (34.15) 成 立 , 且 注 意 谱 函 数 . 
4(C) = = 人 cos CTdz = 去 sin Ca, B(O) =0 
导致 了 Fourier 余 强 积分 表示 式 
f(z) = 用 cos Cde 
1 /六 since 十 oj 一 sinetz 一 oj 
Le 


dt, 一 oo < 2 < co. 


1 J0 
考虑 到 结果 加 
sin ox T 
/ 一 二 十 了， Q 之 0， 
由 此 推导 出 

| jpo0 。 . 1， | < a， 
:|/ sinC(T+a)—sinCc(T—a ii z= +0 

i jo 6 
0， |zZ| > a， 


因此 就 验证 了 表示 式 (34.15) 的 性 质 . 

在 函数 和 它们 的 Fourier 变换 的 积分 之 间 有 一 个 重要 类 型 的 等 式 , 类 似 平方 
可 积 ( 即 Ls) 函数 和 其 Fourier 系数 之 间 的 Parseval 型 等 式 . 作为 局 发 式 的 推导 ， 
设 下 (w),G(w) 表示 实 函数 f(t), g(t) 按 (34.11) 所 得 到 的 变换 式 , 且 观 察 到 (这 里 
符号 * 表示 复 共 罗 e 量 ) 

1 roo co 


OO 
F(w)G*(w)e' tdw = |/ Few: | gt eet dt’dw 
2T ./ oa 


= / g(t) | / FP(w)ett-t gy) dt 
_ wo 2T 


= oferta 


27 J/_~ 


这 里 令 + = 0 于 是 得 到 下 面 的 结果 : 首先 是 


人 _ f(tjg(t)at = 二 人 FJG (wae (34.16) 
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其 次 使 函数 f,g 相等 , 得 到 
/ f*{t)dt = 元 / IF(w)|* dw. (34.17) 
平方 可 积 函 数 , 即 
/ 请 (区 dt < oo 


构成 Fourier 变换 理论 中 重要 的 一 类 , 且 在 有 有 限 总 能 量 的 时 变 信 和 号 这 方面 来 解 
释 它 们 证 明 是 有 用 的 . 则 关系 式 (34.17) 表示 从 与 时 间 相 关 的 信和 号 函数 或 从 与 频 
率 相关 的 关联 谱 函 数 

Ers(w) = F(w) FY" (w) 


去 计算 总 能 量 之 间 的 等 价 性 . 
其 平均 能 量 转 移 率 或 功率 流 保持 有 限 的 信号 ， 与 有 有 限 总 能 量 的 于 综合 
不 同 , 能 用 满足 条 件 


1 了 
GD) = ,Jim 去 人 _f?()dt < oo (34.18) 
的 函数 来 表示 . 这 样 , 设 


四 < 
mo- 性 ti > 工 


定义 一 个 平方 可 积 函 数 , 具有 Fourier 变换 
T 
Fr(w) = / fr(t)e™'tdt; (34.19) 
_T . 


则 fr 和 Fr 之 间 的 关系 式 (34.17) 适用 , 且 可 能 换 成 


(f°(t)) = / Pr(w)dw， (34.20) 
这 里 , 
Pio) = im 元 正人 ) 瑟 从 ) (34.21) 


(34.20) 的 含意 是 在 信号 中 的 平均 能 量 转 移 率 能 用 两 种 方法 计算 , 一 个 是 基于 时 
间 域 内 的 信号 函数 , 另 一 个 是 基于 频率 域内 的 功率 谱 函数 
为 解释 后 者 的 可 行 性 , 考虑 阶梯 函数 


1， 芋 > 0， 
t} = 
A 1 t<0 
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和 它 的 截 尾 形式 
0, +<0, 
fr(t}=41, 0<t<T, 
0， 过 > 了， 
这 里 
1 
20) = hm 去/ = 
且 由 于 
Fr(w) = / ewtdt = 一 (1 — et), 
它 推 寻 出 T 
Fr(w)FT(w) = 三 一 与 sin2 全 ， 


由 此 , 正如 (34.20) 所 要 求 的 得 出 


虽然 Fourier 积分 和 Fourier 变换 关系 式 
/的 = 去 人 Feed 
F(w) = / | f(t)e—™tadt 
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具有 形式 对 称 性 (用 采取 同一 数值 因子 1/(2r)2? 进一步 加 强 其 形式 对 称 性 ), 它 


不 能 得 出 f 和 F 有 共同 的 函数 特征 . 为 说 明 这 一 反 , 选取 函数 


10- 人 t<0, 


exp(—at), t> 0,a > 0， 


其 变换 ™ ] | Qa—iw 
Plw)= | co 
有 绝对 值 
PFO) = -~ 一， 一 oo 
Va2+w? |w 
这 样 


/ f(Dlat = 
0 
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而 OO 
人 (olau = oo 
此 外 , 也 注意 到 f(t) 在 t =0 不 连续 , 而 F(w) 是 w 的 连续 函数 . 
如 果 f(t), 了 '(t), "7(t) 是 绝对 可 积 的 ,F(w) 的 绝对 可 积 性 能 得 到 保证 ; 为 验证 
这 一 断言 , 相继 的 进行 分 部 积分 且 利 用 |t| 一 oo 时 必须 有 的 极限 f, f' 一 0, 得 出 
结果 
F(w) = 人 f(t)e-!qdt = -5/ f" (te tdt, 
由 此 推断 出 nr 
Flw)| < 元 ， 四 一 co，C 为 常数 ， 
在 构造 线性 偏 微分 方程 的 通 解 中 ， 一 旦 具有 特征 指数 因子 的 特 解 可 用 ， 
Fourier 积分 表示 就 起 直接 作用 ; 例如 考虑 无 界 区 间 上 扩散 方程 
Ou ,Ou 
Bt Or2’ 
它 容许 有 对 所 有 zx,t > 0 和 保证 有 界 的 分 离 变量 解 


ul(z, t, C) -一 PICZ 一 KG 志 


_oo <z< co， (34.22) 


关于 参数 < 的 积分 , 即 
u(t) = 二 人 FF(GJeiks-kcetd (34.23) 


表示 一 个 更 一 般 的 解 ; 这 里 F(C) 简单 地 是 w(x,0) 的 Fourier 变换 , 因而 如 下 补 
充 初 始 条 件 , 则 可 以 从 关系 式 得 到 


FF(C) = / u(x,0)e **dzx. 
假设 : 
u(7z,0) = [mne-(tz/D ， 一 oo <T<o0 (34.24) 
规定 了 初始 分 布 且 注 意 到 对 应 的 变换 
LT 三。-eDz-xkzdz ar 太 。-cjopooscndz 
FPF(C) 人 。 2 | cos GZd 


= VrUole- (0/4, (34.25) 


~ 上 
/ e-cz cos Brdzr 一 二 / 一 ep8 /4a G > 0 (34.26 ) 
2 CY 
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而 得 到 . 联合 (34.23),(34.25) 且 再 一 次 利用 (34.26) 后 出 现 的 函数 


2 好 Tt) = 让 人 COS CX eXxp -0 (x 十 iP)| dc 


_ Uo (z/D” 
] 十 2 12 


满足 (34.22),(34.24) 且 显 示 其 渐 近 性 状 为 
zt — 0, 127| 一 oo， 


按照 (34.27) 当时 间 增 加 时 扩散 连续 地 加 宽 且 初始 函数 的 大 小 变 小 了 . 
如 果 特 殊 的 初始 规定 (34.24) 换 成 更 一 般 的 函数 , 即 


u(r,0) = Di， 一 oo < 芭 oo， 


则 
FO)= 人 fr)e de 


1 中 中 Oe | ， 2 
u(x,t) 一 去 daflz) 上 pis(T—Z ) 一 天 6 ide 
一 Co 一 Do 


oo _ T/ 2 
一 人 exp - (z jp | f(x')dr', t+>0 (34.28) 
表示 扩散 方程 在 无 穷 区 间 上 的 解 . 热能 量 (或 热量 ) 的 守恒 性 内 含 于 由 (34.28) 导 


出 的 关系 式 、 
/- u(z,t)dr = /- u(x, 0)dz = 局 f(z)dzr 
之 中 


阐明 Fourier 分 析 的 功用 的 另 一 例子 涉及 修正 扩散 方程 
Oc r2\ ac Oc 18c 
A (34.29) 
这 里 < 是 沿 半径 a 的 圆柱 形 管 的 轴 向 (z 方向 ) 流 中 当 考 虑 径 向 扩散 时 的 溶质 的 
浓度 ; 涉及 项 2 的 系数 包含 该 流 穿 过 此 管 的 每 个 横 截 面 的 抛物 面 型 速度 分 布 ， 
DD 是 扩散 常数 . 为 得 到 满足 初始 条 件 


c 二 f(z)， 在 t=0 (34.30) 
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和 在 取 极 限 t 一 oo 时 趋 于 零 的 (34.29) 的 精确 解 ，Lighthill, M. J. (莱特 希 尔 ， 
1924 一 1998) 于 1966 年 首先 选择 

f(7) =e 
然后 采用 带 有 两 个 任意 函数 A(t), B(t) 的 形式 


c(z,7,t,k) = explikz + A(t) + B(t)r2]. (34.31) 
上 式 构成 给 定 偏 微分 方程 的 解 , 如 果 这 两 个 函数 满足 耦合 一 阶 第 微分 方程 
A'(t) + Vik = 4DB(t) (34.32) 
和 Vik / 
B'(t)— 一 = 4DB?(t), (34.33) 
第 二 个 方程 是 Riccati, V. (里 卡带 , 1707 一 1775) 型 方程 . (34.33) 的 一 个 特 解 是 显 
然 的 , 即 : 
Vik 1 1 \” 
BD-( 而 ) 
办 g 
Bi = 7 三， (34.34) 
这 里 ,,、 1/2 
g = (- 一 人 ) (34.35) 
因而 令 | 
BI(t) 一 Bl 十 E(t)’ 
&(t) 通过 线性 方程 
ce + 2gé(t) = 一 4 已 
求 得 其 表示 式 , 则 通 解 B(t) 能 找到 . 容易 得 出 
6 = 一 2 芝 十 Cre-*H， Ci 为 常数 
因而 在 选择 积分 常数 
2 
q 
后 随 之 得 到 
9 1— e-2at q 
B(t) = 一 一 二 tanh at. (34.36) 


“4D1l+e-2t 4D 
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有 了 B(t), 关于 A(t) 的 方程 (34.32) 现在 就 确定 了 , 即 


dA 
dt 
其 解除 了 一 个 不 重要 的 附加 常数 外 , 为 


= —Vik — gtanhat 


A(t) = ~—Vikt — ln cosh gt, (34.37) 


所 以 将 A(t), B(t) 的 表达 式 (34.36),(34.37) 代入 (34.31) 中 , 即 得 出 (34.29) 的 一 
个 显 式 角 | 
c(7,7,t,k) 一 exp jx — Vt)— 1 tanh at| sech dt， (34.38) 


它 在 t = 0 时 等 于 exp(ikx). 如 果 Re gq > 0， 这 个 解 在 取 极 限 t 一 co 时 趋 于 零 ， 
能 用 Fourier 分 析 推 广 , 使 之 满足 一 般 的 初始 条 件 (34.30); 合适 的 关系 式 是 
c(X,7,t) = [ Fr(k)exp [区 — Vt)— 2 tanh dt sech gtdk (34.39) 
和 中 中 
F(k) = | f(r)e **dz. (34.40) 


Lighthill 详细 讨论 了 如 何 用 后 者 去 研究 一 管内 某 处 局 部 注射 染料 后 立即 的 
扩散 和 对 流 的 联合 效应 ; 于 是 假设 初始 分 布 函数 f(z) 的 狭小 范围 且 当 > 一 co 时 


< 一 0 的 渐 近 性 状 有 效 地 取代 在 管 壁 的 实际 边界 条 件 3 = 0 


习 本 34 
1. 考虑 孤立 (或 有 限 范围 ) 函数 
Z| 
Cs iz| < 
0, iz|> 4, 


决定 其 Fourier 变换 且 得 出 包括 f 及 其 变换 的 平方 之 间 的 Parseval 等 式 的 
具体 形式 . 考察 在 f 的 不 连续 点 的 Fourier 积分 表示 . 用 Fourier 级 数 表 示 
与 其 紧密 关联 的 周期 也 数 


下 (2 了) = bp f(z + mL,t), 


二 一 DDD 


且 讨 论 工 一 21, 上 =o 的 极限 情形 . 
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2. (i) 验证 自 变量 为 1 和 w 的 函数 及 其 Fourier 变换 之 间 的 对 应 关系 


1 V2T 
一 一- 过 (一 
f(t) 四 (w) J 


(ii) 对 函数 
f(z) - | 人 
0， IZ| 过 
求 得 其 Fourier 积分 表示 , 且 用 Parseval 等 式 计算 包含 一 个 Bessel 函数 的 定 
积分 ( 见 第 三 十 三 章 例 7). 


jzZ) = 7 人 F(¢) = Te ll, 
且 决 定 它 们 的 曲线 在 半 极 大 值 的 宽度 . 应 用 Parseval 等 式 去 计算 积分 
人 dz 
ce 


4. 如 果 f(z) 和 g(z) 是 平方 可 积 函 数 , 它们 的 卷 积 
nw)=/ fr -8 
对 所 有 7z 存在 ; 证 明 
no)=/ ~ eshle)de = F(OG(C), 
这 里 已 G 表示 有 .9 的 对 应 的 Fourier 变换 . 如 果 
Sln 多 


f(7) = , 


六 


计算 积分 
f/ sin€ sin(z — €) 
—00 € 4 本 


5. 证 明 : 如 果 f(t) 了 『(w)， 则 


foe ff ror 


且 指 出 如 何 推断 出 他 一 oo 的 极限 . 


一 一 一 必 . 
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6. 将 Fourier 级 数 表 示 式 


1 一 i . 开 人 中 
f(T)~ 5%0 十 >》 an COS 2 十 bn Sin 2n | 


n=1 
代入 到 谱 函 数 [ 见 (34.6)] 


A(C) 


~” COS 27CT 
BOF 一 |. 1 四 2 


ao sin2nCL 6 . 
2TT C 下 全 (2) 0 


中 , 验证 所 得 表示 式 


4(9) = 


CL ,6 
B(C) = 2 sin 和 十 <= sin2 nCL > 加 二 
L 
_ Sin 27CL 一 nb 
a 


用 取 极 限 的 方法 , 即 


Csin27CL C sin2xCL 7 nL 
6 一 全 (=) (2 (一 人 一 +C -ti (人 
L L 六 d¢ \L 
一 一 人 了 
5 n BB (人 L) 之 闻 的 表 
去 得 到 on A () 和 bn,BB( 二 ) 之 间 的 联系 (34.7) 
7. 解 仿 微分 方程 

Ou 一 Ou t > 如 — 
5 一 B75 ， -oo <z < oo， 

使 之 满足 初始 条 件 


u(x,0) = re-® /2, 


计 凌 
人 (ulz,t))* dz. 


- 495 . 


. 496 . 含 微 分 方程 
8. 导出 偏 微分 方程 


的 在 +t 二 0 满足 


c(T,0)= f(z), 一 oo <X<0 
的 一 般 解 . 


9. Sommerfeld，A. I. W. (会 黑 费 尔 德 , 1865--1951) 和 Brillouin,，M. L. ( 布 
里 尤 安 , 1854 一 1948) 于 1914 年 在 其 经 典 研 究 工 作 中 分 析 在 一 规定 点 发 生 
的 , 有 限 持 续 时 间 的 给 定 电信 号 如 何 通过 物质 介质 传播 的 ; 这 里 用 信号 沿 数 
的 Fourier 积分 或 频率 综合 且 对 各 个 频率 按照 Marxwell，J. C. (麦克 斯 书 ， 
1831 一 1879) 电磁 方程 组 和 一 个 分 子 模型 分 别 决 定 其 相 速 度 V(w). 如 果 信 号 
强度 有 有 限 的 正弦 变化 即 


snwot, 0<t<1, 
-| 


0, tf < 0,t > 了 工 ， 
这 里 DA 
T= 
WO 
证 实 替 代 的 Fourier 表示 式 为 
f(t) = J 人 1 cos wlt ~ T) ~ coswt|dw 
( ~ 27 人 w 一 C0 ww 
-2 gin < sinw 1:_- dd 
ni 0 2 2 w2 — we 
1 OO 
= 于 人 kosol 一 卫 ) Cos wt]— i (i) 


OO 


Re |/ ew tt—7) ei 
2 和 由 Wo 


其 中 的 一 个 或 另 一 个 表示 式 在 不 同 的 关联 中 证 明 是 更 有 利 的 . 
找 出 由 第 二 个 表示 式 选 出 的 信号 谱 强 度 函 数 , 即 


2w0 | -i 2N 


T(w) = 一 一 ， NN 为 整数 
0 


T 2 一 ct 
的 最 大 值 ， 且 对 无 量 纲 参 数 woT 的 不 同 的 量 作 这 个 函数 的 几 个 草图 . 注意 
观察 Aw = 27r/T 是 T(w) 在 半 最 大 值 的 峰 的 宽度 的 数量 阶 , 且 分 数 宽度 等 
于 Aw/wo = 27/woT; 信号 持续 时 间 了 及 其 频谱 的 半 宽 度 之 间 的 关系 ， 即 
TAw ~ 27 是 许多 个 别 代 表 的 特征 . 
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如 果 该 信号 与 在 一 给 定点 , 例如 工 二 0, 的 光波 发 射 有 关 , 其 他 处 所 得 扰 
动 可 以 通过 假设 其 中 每 个 频率 以 对 应 相 速 度 V(w) 传播 到 相关 的 范围 x 上 
而 求 得 ; 这 样 基于 (i) 的 最 后 一 个 表示 式 接 收 信号 函数 有 形式 
dw 


Wo— wo 


1 OD 
f(r,t) = Re 人 


[ee Ttoj ) 一 2 


OO 


10，Fourier 积分 和 Fourier 级 数 有 助 于 得 到 线性 非 齐 次 微分 方程 的 解 ; 这 样 ， 如 
采 re 
ry) = 0 = Pedo 0 


和 
(tw) = Glw)e™ 


满足 (i) 的 特殊 形式 , 即 
LIy{t,w)| = et 


则 
y() = 六 / Dt, w) Fw)d 
一 > [. F(w)G(w)e' ”tqdw 
表示 (i) 的 一 个 解 . 
作为 说 明 性 的 例子 , 考虑 一 个 有 调节 开关 S 的 RC 电路 回路 ( 见 图 ); 如 


果 开 关 在 瞬时 t= 二 0 前 关闭 , 在 t=0 和 t= 了 之 间 开 启 , 随后 在 上 一 了 再 关 
闭 , 外 加 电压 , 例如 说 为 


| 0， 上 < 0， 
V()=yV, 0<t<T, (ii) 
0, tt>, 
R 
C 


. 498 . 偏 微 分 方程 


容许 有 Fourier 积分 表示 


1 f/f/™ 
V(t) = 元 人 F(w)e' dw, (iii) 

具有 庶 函 数 i 
F(w) = Ve (vw) 


考虑 到 穿 过 电容 器 的 电压 vc(t) 满足 线性 常 微分 方程 
RC wo 4 vo = V2) (v) 


以 及 z 
et 


bolt,w) = TTivRG 


满足 方程 ， 
RC 一 bc 十 zc = er 


dt 
(v) 的 一 个 解 可 表 成 形式 


V 0 1 一 e 一 to 于 put 
vc(t) = / 一 (Vi) 


计算 上 面 的 积分 (用 复 分 析 方法 直接 计算 ), 得 出 互补 的 表示 式 


0, t <0, 
vclt) = $4 V[1 — et/ RO], 0 < 上 < 了 (vii) 
Vie- (TM RC _ et/ Rd] :>T. 


在 该 回路 中 的 电流 i(t) 有 不 同 的 表示 式 


J od oiwT ew ;1 
i(t) = Cvc = 9 |/ (1 一 ) ne + pad (Vviii) 
0. t < 0， 
i(t) = $4 (V/R)exp(—t/RO), 0<t<T, (ix) 


(V/R)[1 ~ exp(T/RO), t>T. 
直接 可 用 来 计算 由 于 该 电路 中 的 电阻 而 损耗 的 总 能 量 , 即 


p= | Ri (t)dt. (Xx) 


11. 
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利用 (ix) 一 (xi) 检验 积分 (XxX) 的 来 自 区 间 (0, 了 ) 和 (了 ,00) 的 贡献 El, 2, 即 
1 


Ei 一 5CY [1 一 e 一 277RC]， 
FE, — =CTY2e-277Rcl ce 一 7 RC]2， 
它们 的 和 
必 一 囊 1 十 也 > 一 CV ”ll 一 e 一 /2 (xi) 
确定 整个 能 量 损耗 . 
决定 五 的 另 一 个 式 子 依赖 于 Parseval 等 式 
/ (tdt = 二 / MPa (xii) 


相关 的 Fourier 变换 由 (viii) 推手 出 , 即 


I(w) = / i(t)e-ivtdt 一 al _ e-iwT). 
验证 表示 式 S22 
To) = I+ wRO! 一 Cosw 了 
且 通 过 (vii) 推演 出 
六 六 -so7 ,ov eT/Rc (xi 


Ww 十 (元 
与 较 早 的 结论 (xi) 一 致 . 


有 另 一 种 方法 去 求 能 量 损耗 , 这 依赖 于 计 草 由 电压 电源 释放 的 能 量 ; 这 
样 , 利用 Parseval 等 式 的 推广 形式 (34.16)， 


/ it)dt = 二 |/ V (wT (ww) de 


这 里 左边 的 积分 表示 维持 这 电路 的 电源 作用 , 证 明 右 边 积分 和 (xiii) 中 的 积 
分 之 间 的 等 价 性 . 

考虑 一 对 实 的 正 的 且 对 称 的 函数 Flz),F(C), 它们 通过 Fourier 变换 相互 地 
且 互 反 地 相关 联 ; 且 设 ww,W 分 别 表示 有 同样 面积 的 矩形 图 形 的 宽度 ,而 其 
面积 分 别 等 于 f, 玉 所 确定 面积 ( 见 图 )， 

利用 关系 式 


10-= 去 人 FOUK，FO= /Anaz 


. 500 ， 偏 微 分 方程 


刻画 夹 积 wW 并 作出 解释 . 


第 三 十 五 章 


Fourier 变换 的 应 用 


Fourier 积分 和 Fourier 变换 在 偏 微 分 方程 的 分 析 中 的 应 用 很 多 而 且 是 多 种 
多 样 的 ; 一 些 有 关 的 和 共同 的 特征 将 在 以 下 的 阐明 性 例子 中 表明 . 
考虑 在 无 限 带 形 域 -oo < x < eo,0<yY< 万 内 部 的 Laplace 方程 


a 2 = 0， (35.1) 
分 别 的 沿边 界 给 出 规定 
u(x, 0) = f(z), 
u(x, H)=0, -oo <z<oo (35.2) 
还 有 


O 
4 — 0, 2 下 0 Xz|—00, 0<y<H. 
T 


用 ez 乘 偏 微分 方程 (35.1) 且 在 无 限 区 同 (-oco,co) 上 对 z 积分 ; 运算 作 
用 在 两 项 上 的 结果 是 : 在 第 一 项 中 相继 分 部 积分 且 用 (35.2) 中 的 渐 近 性 质 得 出 


o 2 . 
人 Bae do 一 —C*U(y, 6)， 
第 二 项 交换 微分 与 积分 次 序 得 到 


co 22 
/ Oicrqr = 0 Uy, eC) 


_w OV Oy? 


502 . 偏 微 分 方程 


这 里 

U(y,C) = / u(r, ye Tdr (35.3) 
是 久 对 工 的 Fourier 变换 . 所 以 该 偏 微分 方程 奉 换 成 用 变换 (35.3) 表示 的 常 微 
分 方程 


92 
i-¢ | Uy,C) =0, 0<y<H: (35.4) 
这 里 变换 变量 < 是 一 个 参数 (35.4) 所 要 求 的 满足 边界 条 件 
r09= 人 fe)e dr = FO), UHO=0 


的 解 是 z 
Vly) = PO TB 
其 次 借助 于 逆 关 系 式 (34.11), 得 出 
u(X,Yy) = / i (y, C)e™™dc 


或 


1 [六 inh oc(H—y); 
wz 人 = 过 / P(O) Te ed 


作为 所 述 问 题 的 解 ; 一 个 兰 代 形式 值得 注意 , 即 


uz) = Ge wf) (35.5) 
这 里 
1 1 ”Sinhe( 一切 iC(z—£’) 
G(T—X,Y)= 天 |- nhcH e dC (35.6) 


起 到 了 Green 函数 的 作用 . 导出 Green 函数 的 替代 表示 式 (特别 是 级 数 ) 的 方法 
毋 希 在 此 话 述 . 
其 次 设 要 求 在 第 一 象限 x > 0,y > 0 内 解 Laplace 方程 (35.1), 这 时 指定 的 
边界 值 是 在 图 56 中 给 出 的 那些 . 这 里 一 对 Fourier 正弦 变换 关系 式 
u(x,Yy) = 人 VC)sinczadC， (35.7) 


U(y,C) = 有 u(x,y) sinCrdz (35.8) 
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(容易 从 (34.13),(34.14) 得 到 ) 是 合适 的 , 因为 第 一 个 式 子 满 足 条 件 wu(0,y) = 0 
用 sin cz 乘 该 偏 微 分 方程 且 在 0 < x < oo 上 积分 ; 然后 , 注意 结果 


-0 |/ usinCrdz 
z=0 0 


OO 2 


Ou . Ou . 
/ Bra sin CXdz = sz sin CT — 04COS GZ 
z 一 -CU(y, 0)， 
2 Ou 0” 
— SinCrdz = —sU(Yy,¢), 


y Ou Ou 
r= 1 站” 一 
DZ Oy 
z2 十 2 一 oo 
uw=0 


u=0 au=f(z) uu=0 


图 56 


0 ， 
考虑 到 =0,z=0,y>0 和 和 当 7? + 一 0 时, u, 一 0; 得 出 方程 


OU 2 
Bz —CU=0, 0<yvy<o0. (35.9) 


(35.9) 的 相关 的 积分 有 形式 
Ul(y,¢) =U(0,COe °Y, y>0,¢6>0, 
这 里 
(0,0) = / f(z) sin Crdr 
通过 在 半 直 线 y =0,z>0 上 的 边界 条 件 而 被 确定 因此 一 对 关系 式 
u(z,Yy) = / Ge f(x’ dz' (35.10) 


9 Co 
CUz,zZ 2) = -| sin Cx sin Cz'e -yd (35.11) 
0 


正好 是 所 要 求 的 解 . 


2 /1-e 
u(X,Yy) 一 一 | 1 C086 -0y sin CZQC， 
ni /0 6 


. 504 . 偏 微分 方程 


/ cos aCe tdc = b>0, 
0 


时 
co2 十 62 


二 一 62 oi 
A = | [1 — cosCle 7 sin6GzZd6 


开 


2 Ee 1 yy 3 
T2222+ 2(7+1?+ 2(7—1+w| 
积分 (35.12) 且 利 用 条 件 w(0,y) = 0, 得 到 


_iT 1 1T+1 1 -1lz—1 
y 


2 
一 一 | 一 一 一 七 加 J |, 心 ) 之 0 
u(T,Y) 一 tan 5 tan 5 | y 


构成 一 个 显 式 解 . 容易 证 实 后 者 满足 对 u(x,y) 规定 的 所 有 条 件 . 
为 求解 一 维 扩散 方程 


Ou Ou 


Fr 二 《52， T>0,t>0 
连同 齐 次 初始 条 件 
u(x,0)=0, ZzX>0 
和 非 齐 次 边界 条 件 
T=0 
选取 Fourier 积分 表示 式 


uz,t) = | T(t,C) cos Czdl, 


(35.12) 


(35.13) 


(35.14) 


(35.15) 


(35.16) 


它 的 三 角 因 子 cos cz 的 x 导数 在 z = 0 为 零 , 规定 这 种 选择 的 理由 类 似 于 (第 十 


八 章 ) 有 限 区 间 上 对 相关 本 征 函 数 给 出 的 理由 . (35.16) 的 相伴 关系 式 
人 OO 
一 一 OS CT 过 
T(t,0) -| u(x,t) cos Crdz 
微分 后 再 分 部 积分 , 利用 边界 条 件 和 渐 近 性 状 


推导 出 


dT 2 /~%0 2 /™ Ou 
i 一 =/ Br ut) COS CZdT 一 =k | D3 OS TAT 
— 25 p¢¢) — ke2T. 


Li 


(35.17) 
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这 样 T(t, 5) 满足 常 微分 方程 


aT 2 
三 + kT = -Eft), 
它 的 解 i 
TO = | ola ce) ae 
满足 由 (35.16) 和 对 w 所 述 的 初始 条 件 导 出 的 初始 条 件 T(0,¢) = 0. 
联合 (35.16),(35.18) 且 利 用 (34.26), 要 找 的 函数 w(z, 表示 成 


Oo 
u(r,t) = =/ Flat 上 cosCrexp[—k(t — t’)c*]dc 
t 
一 2 G(x,t—t)f(t dt, xr>0 t>0, 
) 


这 里 
G(r,t—t)= -exp -| 
2 /Akt — tt) 4k(t — 8) 
u(xz,t) 对 Zz 微分 , 技 着 用 积分 变量 的 奉 换 , 得 出 


Ou 1 xT 六 f(t 2 | ， 
-一 一 -一 一- -ld 
Br 2ViE Jo tt ep| Ak(t —t) 


一 一 < 了 (一 e-° do 
Vr x/2VEt 4ko” 


因而 9, 


Or 
正如 所 要 求 的 那样 . 
值得 注意 的 是 一 个 公共 的 和 基本 的 Green 函数 , 即 
1 
2 /nk(t — £7) emp| jen! 


2 ~ _y? 二 
-去 | fltje °° do©= f(t), t>0, 


i 二 0 


G(x — 2,t— t= 


“505 : 


(35.18) 


(35.19) 


(35.20) 


(35.21) 


构成 了 对 应 于 一 对 不 同 的 边 / 初 值 问题 的 分 别 的 表示 式 (34.28),(35.19) 中 的 一 部 
分 ; 前 者 中 f(z) = w(x,0), 一 00 < x < oo 描述 在 无 穷 直 线 上 的 初始 条 件 且 积 分 是 


关于 Green 函数 G(z-z',t) 的 自 变量 zy 的 . 在 后 一 问题 中 f(t) = -2 


,t>>0 


了 一心 


描述 在 半 直 线 zx > 0 的 端 挟 z = 0 处 的 指定 的 流量 变化 , 且 积 分 是 基于 Green 


函数 G(z,t 一 +) 的 自 变 量 t' 的 . 
特殊 的 表示 式 


1 2 
G(x,t) 一 2 一 
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”定义 齐 次 扩散 方程 (35.19) 在 _oo < z < oo 中 对 所 有 + > 0 的 一 个 有 界 解 而 且 
由 于 性 质 
G—0, to—0, zs#0 


和 OO 
/ G(x,t)dr =1, t>0, (35.22) 


可 以 把 它 称 为 一 个 瞬时 局 部 源 函 数 , 它 描 述 在 极限 t 一 0 时 在 x = 0 的 一 个 可 
积 奇 点 . 更 一 般 地 , (35.21) 规定 在 极限 t 一 t' 时 在 z =x’ 具有 一 个 奇 点 的 对 应 
的 源 函 数 . 这 样 表示 式 (34.28) 刻画 带 有 一 个 公共 有 瞬时 作用 点 源 的 无 穷 分 布 , 而 
(35.19) 反映 具有 连续 变化 强度 的 固定 局 部 源 . 如 (35.22) 中 的 源 函 数 的 与 时 间 无 
关 的 积分 表示 由 该 源 释放 的 热 的 重新 分 布 和 守恒 性 . 
假设 在 时 刻 t = 0, 在 一 半径 为 R 的 球面 空 腔 外 都 处 于 均匀 温度 Uo; 且 此 后 
(t > 0) 在 空 腔 表 面 保持 温度 为 零 . 显然 空 腔 外 和 面 的 介质 中 的 温度 将 随时 间 的 改 
变 而 改变 且 有 球 对 称 形式 , 即 4 = ur 站 ,rr > R,t > 0, 这 里 > 表示 从 空 腔 中 心 起 
的 距离 . 用 球 坐 标 (7, 3,p) 改写 三 维 扩散 方程 
Ou Ou Ou Ou 
FH- 尝 “By 5 
这 里 
2 一 rsinVcosw，y4 一 7snzzSsSinw， z=r7cosy, 


且 消 去 关于 角 变 量 四”p 的 导数 之 后 , 该 偏 微 分 方程 变 成 


2 元 3 司 -已 半 | r>R,t>0. (35.23) 
这 里 函数 的 变换 w 一 v 使 得 
u(7,t) = "mY 或 vt(r,t) = ru(r,t), (35.24) 
它 推导 出 关系 式 
10 1 ,0u 1 Ov 
r2 Or | 本 7 Dr2， 
(35.23) 变 成 形式 
Ov Ov 
Fr = ka (35.25) 


因此 可 用 一 维 扩散 分 析 的 方法 
由 于 空 腔 外 的 介质 是 无 界 的 , 渐 近 性 状 


uu Uo， 当 rr 一 00,，t>0 
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适用 , 与 成 

u(r,t) = Uo — dr,t) (35.26) 
证 明 是 方便 的 ， 这 里 当 7+ 一 00,t>0 时 让 0, 且 &(7,0) = 0,7 > Rh. 令 旨 = rd, 
则 对 $6 的 方程 组 包括 


信和 
一 5 r>R, t>0, 
dR,t) = RUo, (7,0)=0, 7r>R (35.27) 


VU—0, ro—=00, t>0. 


0 的 Fourier 正弦 积分 表示 式 为 
(r,t) = - 人 VCisinctr 一 已 )dC， (35.28 ) 


和 而 
V(t,C) = 三 btsinctr — R)dr (35.29) 


表示 的 正弦 变换 . 对 (35.29) 作 运 算 且 考虑 刻画 $ 性质 的 (35.27), 由 此 得 出 
dV 5 0 
| 下 30sintr — Rdr = -ke /5 cosC(r — R)dr 


= —kC|— Rootef Dr,t) sinC(r — R)adr|, 


所 以 jy 

+ kC*V = kCRUo. (35.30) 
(35.30) 的 在 t= 0 的 值 为 零 的 合适 解 是 

VO) = 0 es) 


因此 利用 (35.28) 后 ， 
0(7,t) = wf (1 — ee 
SR AUR / e-kte? incr — B) (35.31) 
A 0 6 
为 完成 (35.31) 的 简化 , 记 


oo . 
T(a,b) = / eb gy, 1(0,6) = 0,6> 0, 
0 小 
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且 注 意 了 的 导数 的 显 式 表示 式 , 即 
ol 


用 -bz oog ardz ! 1 | Te-0 /4 
一 一 证 已 -< 一 一 一 一 
Oa 0 2 b 


a ， a/2vb 
I(a,b) = 和 eE 一 ^ was = Vr 1/ 
0 
一 serf 
(5 和 %) 


这 里 erf 表示 误差 函数 , 因此 (35.31) 的 完全 简化 式 是 


所 以 


Dd(r,t) = UoR — DoRer (5 元 ) 


最 后 
ur,t) = Uo ( 一 ) - Uoerf (5 )， 7 > FR,t>0 (35.32) 


在 给 定 初 / 边 值 要 求 的 特定 条 件 下 规定 了 介质 中 的 可 变温 度 . 注意 从 介质 到 空 这 


中 流量 (或 热 ) ， 


_ 一 岂 医 十 1 | 
“Br pp "IR Vrkt 
有 一 个 大 的 初始 量 (1 < R2/k) 且 最 终 趋 于 一 个 定常 量 (t > R?/K). 
在 柱 极 坐标 (7, 9, z) 中 的 Laplace 方程 
Bu 160u 160%u Ou 
Hi rar ron dz 
当 二 w(7,z) 与 角 举 标 3 无 关 时 ， 取 较 简单 的 形式 
Ou lOu Ou 
Bi | ior B22 | 
假设 要 在 区 域 0 < r < 尽 , -co < z < co 内 解 (35.33), 如 果 


= 0 (35.33) 


u(R,z) = f(z), 一 oo <z<o%, (35.34) 


这 里 f(z) 表示 一 个 绝对 可 积 函 数 . 为 此 引入 一 对 Fourier 积分 关系 式 
: u(7, 2) = 二 三 Ul(r, C)e'**de, (35.35) 


U(r,C) = 三 u(r, te 一 <0Zz; (35.36 ) 
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给 定 当 |z| -oo > _, 0, 变换 U(r,C) 满足 常 微分 方程 


G2 168U ,, 
Ft = Or<kh (35.37) 
连同 条 件 
U(R,¢) = 人 (zerxzdz 
7(0,5) 有 限 
(35.37) 的 有 界 解 可 用 具有 虐 自 变量 的 Bessel 函数 来 表示 (回顾 (33.27)), 即 
1 
Un, 0) =U(R OO 
这 里 
To(X) 一 .0(02ZD 
因此 ~ 
u(7,Z) = / G(r,z — 2 )f(z) dz (35.38) 
是 用 有 关 的 Green 函数 
G(r,Z) = 元 上 六 ezde (35.39) 
来 表示 的 所 述 问题 的 解 . 


Fourier 积分 在 非 齐 次 偏 微分 方程 解 的 构造 中 是 有 用 的 ; 例如 , 取 Poisson 型 
方程 或 Laplace 方程 的 非 齐 次 形式 


Ee + + jn | w= f(y, 2), (35.40) 
这 里 函数 f 可 以 认为 是 一 个 连续 质量 的 密度 或 电荷 分 布 . 假设 有 对 u 和 f 两 者 
的 三 维 积分 表示 , 即 
“7) = a | [_/ expli(Cz + my + E2))U (Cn, €)dcdnd 
js =/ / 人 exp[li(Cz + my + €2)]F(C,, € dednde: 


则 偏 微分 方程 (35.40) 推导 出 4 和 f 的 Fourier 变换 之 间 的 一 个 比例 关系 , 即 
F(C,n,é) 
C7 + 十 站 


l ~ /ff (7 十 92 +éEz') 
一 ZW ,2 eT THY CdT ad dz ， 
5 yy 2 ) y 


U(C,n,é) = 


. 510 . 仿 微 分 方程 


所 以 
ur,y, 2) = a /. /. / es 1 Ez xP[i(CT + ny + €2)]dédndé 

| /. / 人 G(T— TY YZ)fr,Yy,z)drdydz, (35.41) 
其 中 


a me ea 
(35.42) 中 出 现 的 组 合 Cz 十 ny + &z 可 解释 成 两 个 向 量 
ZI= (476 和 r= (x,y,2) 
的 标量 积 , 它们 有 标示 出 的 分 量 和 分 别 的 长 度 | 
el=o= VO+T+e, lrl= R= V+ +2. 


如 果 (35.42) 中 对 变 向 量 o 的 参考 系 的 极 轴 取 成 与 固定 向 量 + 共 线 , 则 上 述 标量 
积 取 形 式 


oo:7r=oRcoswy, 


这 里 (o, ,Xx) 表示 (4,m,é) 空间 中 的 球 极 坐 标 ， 


由 于 
dCdndt = o“do sin wdwdx, 
积分 (35.42) 成 为 
] OO 2 jp LU 
G(R) = / do | d | sinvwe ay 
(1 (27)* Jo 0 ~ 0 " 
1 OO Fi ] 
一 d | ioRcosy 
gy | h ( 元 
1 ”sinoR 1 
27<R ho 0 ~ 4xR 


且 Poisson 方程 (35.40) 的 特 解 (35.41) 取 形 式 


) = Tf dr'dy'dz’ 
DY 4) A 本 2 — /2 YY 0% 
-oo j-oo J-o0 VT— 7) TY — YY) + (zo 2) 
(35.43) 


除 Fourier 变换 外 , 已 知 的 包括 不 同 (和 非 三 角 的 ) 基 函 数 的 其 他 积分 变换 ， 
对 包括 偏 微分 方程 的 分 析 在 内 的 各 种 问题 也 是 很 有 用 的 . 
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习 是 35 
1. 应 用 Fourier 正 纹 积分 表示 去 证 明 在 半 平 面 V>0 内 Lapiace 方程 
Du Du 0 
5 Oy 
在 工 轴 上 取 特 定 值 
u(x,0)}= f(x), 一 oo<Z<oo 
的 一 个 有 界 解 可 表示 成 
yf Jrzidr 
u(x,Y) 一 2 (x — £7)? + 2 


如 果 f(T) = sinx, 计算 此 积分 且 检 验 对 应 函数 u(7T,Yy) 的 性 质 . 
2. 找 出 在 第 I 象限 工 >> 0,y>>0 内 的 Laplace 方程 的 满足 边界 条 件 


(YW) Sf), y>0, ur,0)=0 rz>0 
Ox 0 


的 处 处 有 界 的 解 ,并 证 明 结 果 


-2 /#1)ar 
0 


Op, 
WU(T, TL. 
Oy 4 ,0 A Tz 十 T2 


按照 平面 散 度 定理 , 在 该 象限 的 分 别 的 边界 线 上 4 的 对 应 法 向 导数 的 两 个 
积分 必须 相等 且 反 号 ; 这 是 否 正确 ? 
验证 在 无 穷 带 形 区 域 -co < 工 < 00,0 <y<a 内 Laplace 方程 的 满足 


utT,O) = f(z), u(rz,a)=g(7), 一 oo <T<oo 


的 有 界 解 可 表示 成 形式 


u (X,Y) = 一 sin ~ / f(z)dr 
4 2a a -ee oop TT -7)  。 ny 
a 


+ 9g(Z )dz/ 
To | 
一 cosh ME — 7) 十 COS Wy 
a 


化 


注意 特定 函数 和 其 变换 的 配对 
f(x) = 


sinh az sina 


coshC 十 cosa 


OO 
一 二 一 tT -一 
SR 下 所 了 <T 人 了 (0 | re dz 


. 512 ， 偏 微分 方程 


3. 考虑 一 个 半 无 限 圆柱 0 7 < a,0 < z < co, 其 平面 端面 (z = 0) 保持 常温 度 
Uo, 而 其 弯曲 表面 (r = a) 保持 零 温 度 . 证 明 该 圆柱 内 定常 温度 分 布 , 即 轴 对 
称 Laplace 方程 

gu ,19 ,Pu 
Or2 ror 0z* 


的 解 可 表示 成 


2 /YY Lo(C7) sinCz 
u(7, z) = Uo 1 -| ma) de | ， 


这 里 10 表示 具有 虚 自 变量 的 零 阶 Bessel 函数 ， 
4. 给 定 齐 次 扩散 方程 


Ou D21 
Fi 二 >U, t>0 (i) 
连同 初始 条 件 
u(T,0)=0, zx>0 
和 边界 条 件 
u(0,t) = f(t), tt>0, v, 0 T— 00, t>0, 
Ox 
证 明 解 为 | 
u(x,t) = 2k_o | G(x—7x,t—t") f(t )at (ii) 
OX 0 zr'=0 
ZX ” f(t) ， ., 
-RE 
这 里 
G2,t) = — -ex -和 | 一 co <ZY<ocoo，t>0 
’ 9 kt Pp Akt ? ， 


是 (i) 的 基本 解 或 Green 函数 . 在 ( 道 ) 中 用 变量 替换 1 一 0o 


心 
oR 
然后 检验 解 所 要 求 的 性 质 
lim u(xz,t) = f(t), t>0. 
5. 设 边 界 数 据 


一 eg0，voD=y6，t>0 全 
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分 别 地 确定 齐 次 扩散 方程 
Ou .OY tu . 
Ot 0x2 (i 
在 x >0 上 具有 公共 的 零 初始 值 的 两 个 解 ; 由 前 面 的 分 析 中 已 知 它们 分 别 的 
特征 表示 为 
x 1 ，, 。 
u(Z, t) -Vf Fn exp ee dt , (iii) 
wat) 太 2 ww -| jp (iv) 
av Jo CH | 48GE-H)) 


(iv) 式 对 z 积分 , 其 次 用 对 的 偏 导 数 且 在 给 定 (i), (ii) 和 渐 近 性 状 , 
0,zX 一 00,t > 0 条 件 下 , 证 实 以 下 结果 


/ wz, t}dr = /a 全 2 sd 
”0 /You /kd v(t at 
1/ F(T t)dr 一 1/ ks dx = ky(t) = Ee fs (75 


后 一 关系 式 提供 了 w(t) 和 w(t) 之 间 的 联系 , 即 


1 df vat 
ce0= Fi | i t>0 (Y) 
这 使 得 这 两 函数 之 一 确定 后 即 可 求 得 另 一 个 函数 . (Vv) 中 积分 的 直接 转换 就 


可 用 W(t) 来 得 出 p(t), 然而 为 了 用 p(t) 得 到 y(t), 就 需要 解 一 个 积分 (更 确 
切 地 , 积分 微分 ) 方程 


利用 表示 式 ( 道 ) 去 得 到 该 积分 方程 的 显 式 解 ， 且 如 果 


由 = A, 0<t<7, 
’ 0, +>7, 


做 同样 的 事情 . 当 必 须 考虑 非 堆 初 始 分 布 
u(T;O) = Di，0<2<oco 


时 , 讨论 以 上 分 析 中 所 必须 做 的 修改 . 


. 设 函 数 WzZ) 定义 在 (7,t) 平面 的 正 篆 限 上 , 且 在 那里 满足 偏 微分 方程 : ti 三 
kuzrz; 此 外 , 给 定 U(X,t) 沿 每 一 条 半 直 线 边 办 的 性 状 ， 


u(r,0) 一 ez z>0, u0,t)=1, t>0, 


. 514 ， ”篇 微 分 方程 
要 求 以 及 其 偏 导 数 有 界 , 得 到 表示 式 


人 
2 oo Sl Pad -成 o? 
uz,t)=1 -| re da. 
求 当 IX/L < 安 1 时 和 kt/L* 污 1 时 对 wu(7x,t) 的 估计 . 
7. 假设 有 一 半径 为 R 和 初始 温度 为 Uo 的 均匀 球 , 其 外 被 同样 物质 的 无 穷 介 质 
所 包围 , 其 中 初始 温度 为 零 . 用 支配 球 对 称 热 传 寻 的 仿 微 分 方程 
0 O° 
rAd 一 Tt， 


这 里 温度 uU(z,t) 是 作为 从 该 球 中 心 出 发 的 径 向 距离 7 和 时 间 上 的 函数 , 在 
六 > 吾 中 证 明 公 和 式 


1 Ri+r R—r 
,t) = -Uo lerf | 一 -一 f | 一 -一 
人 一 | (2) C3) 
1 /kt (R+ 7) (R—r) 
to 2 {exp - Akt | -ep - 4 
stz= 元 上 ec- do 


8. 有 限 区 间 上 的 积分 变换 有 时 可 应 用 于 涉及 无 界 区 域 的 问题 ; 作为 例子 , 注意 
有 限 正 纹 变 换 对 


成 立 , 这 里 


2 一 , , 

u(7, 9) = 二 2 U(r, n) sinny, (i) 

U(r,n) = | u(r, 0)sinn9dy, n= 1,2,... (1i) 
0 


要 求 找 出 一 个 在 半 平 面 y > 0 内 的 Laplace 方程 的 正则 势 函 数 或 解 ， 这 里 


0 <7<oo，0<< 人 入 <T， 


给 出 规定 
3 19 1a = 人 0 
Br2 ror ri2693| 
u(r,0) = f(r), 7r>0, w(r,7)=0, 7>0. 
把 微分 站 子 


0* 1 O 
Or2 ror 
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用 到 (让 ) 中 的 函数 U(r,n) 上 , 且 证 实 所 得 的 常 微分 方程 为 
攻 1 0 SI0= -2 


一 一 一 十 一 一 一 一 一 
Br2 六 Dr 7? 72 


它 的 解 为 


1 [a NA 到 7 Ce nn 
vn =3 (5) 区， @ 
它 在 7 = 0 时 保持 有 限 , 且 取 极限 7 一 co 时 趋 于 零 . 将 (证 ) 代入 ( 中 且 交 
换 求 和 与 积分 的 次 序 以 得 到 特征 表示 


OE) 


Ss(p,9) = yp sin nv = Im > (pe 好) 


和 一 工 


这 里 


_ I 1 1 psind 
1 一 De 记 二 0 — 2pcosd’r 


求 用 f(7) = u(r,0) 表示 的 wl, 四 和 ulz, 几 的 单 积分 形式 , 这 里 z = 


r COSUY,Y = 7 sinw. 


回顾 表示 式 (35.5),(35.6) 


us) = Gl -af de 


co (v) 
1 sinh ec( 吾 一 功 ies 


它们 描述 在 无 限 带 形 区 域 -co <IZ<oco;0<1y< 瑟 内 Laplace 方程 的 满足 
: u(x,0) = f(z), 


u(z, H)=0, 一 oo<2 < oo 
的 一 个 有 界 解 , 注意 到 Green 函数 的 极限 形式 


1 f/f/™ 
lim Glz 人 三 一 一 |cly pitz 
Hoo (7 y) 2T / 、 
人 (vi) 
rtp 9 


将 上 面 时 出 的 在 半 平 面 Y > 0 内 对 包 的 积分 与 (Vv), (vi) 的 规定 作 比 较 . 


“516 偏 微 分 方程 


9. 求 Laplace 方程 


Ou O02u 


B72 + By2 = 00<IT<o0, y>0 
的 满足 沿 z 轴 的 混合 ( 即 不 同型 ) 边界 条 件 
u(x,0)= f(x), xX>0, 址 | =。 Z<0 


的 解 , 应 用 包含 平面 极 角 变量 的 变换 关系 式 
u(7, 他) = = y、 U(r,n) sin (n+ 3 ) 多 


n=0 
和 ， 
Umm) = | rain (n+ 2 ) ydd, n= 0,1,.. 
0 


10. 积分 表示 式 


-ee dz/ (i) 


1 co 
Wn) -fn | 
表示 扩散 方程 满足 初始 条 件 
u(x,0)= f(x), 一 oo<T<oo 


的 解 ， 当 上 变 得 很 大 , 保持 上 任意 固定 时 , 用 指数 函数 


o_o |, re 
P Akt | P| TARt| ~ Plaxrt 4kt 


的 近似 , 容许 有 一 个 容易 的 估计 ; 为 此 应 用 按照 t 的 倒数 敌 的 展开 式 
ZZ | 7 
2kt Akt} ~ 2kt 4kt 8(kt)? 
且 假 设 
ZUD) 一 0 当 7r— 0 p=0,1,..- 


得 到 一 个 展开 却 


2 2 
u(x,t) = — 本 + ， (i 


2 DE 


它 带 有 系数 _ 
Ap / Z (rz)dz, 上 一 0, 1, “1? 


11. 
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一 种 替代 方法 依赖 于 积分 
u(x,t) = 二 / F(C)eir-k¢ tae, (iii) 
它 给 予 初始 分 布 的 Fourier 变换 
FO=/ fa 
以 显著 地 位 . (iii) 中 显示 出 , 在 t 的 范围 中 对 积分 的 重大 贡献 是 与 5 的 小 的 
值 相 联系 的 ; 展开 F(C) 为 《 的 规 级 数 , 证 明 所 得 表示 式 


1 d ds 2 

,+ 二 A 一 用 | ， eT /4kt 
ul, t) | og 2 ?2dr3™ | 
与 (ii) 完全 一 致 


(ii) 中 每 一 项 满足 该 齐 次 扩散 方程 , 特别 地 第 一 项 描述 了 强度 为 


Ao = [. f(x)dr 


的 位 于 原点 xz = 0 的 一 个 瞬时 (简单 ) 源 ; 接着 的 项 显示 在 + 二 0 是 更 强 的 
奇 点 , 称 为 双 极 点 , 四 极点 , .+ 类 型 的 源 , 且 所 有 的 项 都 归 入 一 般 形 式 
一 D/2 
to (高) ? 
在 导电 (和 电阻 ) 介质 中 低频 电磁 场 的 变化 近似 好受 一 个 扩散 型 偏 微分 方程 
支配 ; 设 (7z,t) 表示 半空 闻 x > 0 中 (向量 ) 电场 的 一 个 (标量 ) 分 量 , 县 假 
设 方程 


Dp C= 0,1,... 


OE «OE 


7 
E(0,t) = f(t), t>0, E(z,0)=0, Zz>0, 
EE—0, xT—00, t>0 
是 适用 的 ; 这 里 0 确定 电导 参数 , 而 c 是 真空 中 光速 ( 它 的 出 现 是 由 于 考虑 
了 电磁 场 强 度 所 采用 的 单位 ). 得 出 用 f(t),0 <#<t 的 前 面 的 值 对 F(Z,t) 
的 一 个 积分 表示 , 然后 导出 瞬时 能 恒 损 耗 公式 


Q(t) = | 。 oFE?(z,t)dzr = ye [ sn et dt’. Gi) 


基于 Parseval 等 式 
OO 2 2 OO 2 
| Bdar= 3) POP 


Le 
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12. 


偏 微分 方程 


和 OO 
F(t,0) -| F(z,t) sin Crdz, 
0 

给 出 (i) 的 另 一 种 推导 . 
方程 组 

Ou _ .Ou 

Ot Or2’ 

ul0,t) = f(t), t>0, {zx,0)=0, zxz>0, 


uw—0, ZX—00, t>0 


的 解 也 能 通过 对 所 规定 的 边界 浮 数 的 Fourier 积分 表示 , 即 


1 
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f(t) / F(w)eidw, t>0 


和 OO 
F(w) = / f(t)e dt 


来 求 得 . 由 于 当 


时 , u(ZX,t) 二 X(r)e*t 刻画 偏 微分 方程 (i) 的 一 个 分 离 变 量 解 , 解 的 更 一 般 


1 OO 
u(x,t) = = |/ 
一 Ce 


被 提出 . 考虑 到 有 
VE = -到 


V2 
exp 【经 = exp [ 士 DV la 


渐 近 性 质 (让 ) 规定 选择 BB(w) = 0, 且 (vi) 的 随 之 得 出 的 变化 形式 


u(x,t) = 二 三 4(w) exp 区 全 十 | dw 


满足 边界 条 件 u(0,t) = f(t), 如 果 


A(w) = FF(w). 


， 土 一 w 之 0， 


A(w) exp [VS + B(w)exp LV et quw 


(vi) 
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这 样 
u(x,t) = = df f(t’) exp 区 一 上 ) 一 VS dt (vii) 
1 /ov | 
可 以 认为 它 表示 (i) - (证 ) 的 解 ; 在 对 w 积分 且 确 认 所 得 结果 与 前 面 习题 4 
的 结果 ， 即 


zz /f/f0) 2 机 
u(x,t) = DV iE UE EE -a dat (viii) 


一 致 之 后 , (vii) 是 (i) - (iii) 的 解 就 得 到 肯定 . 在 复 平面 (将 w 看 成 复 变 量 ) 
上 积分 的 方法 这 全 于 这 一 目的 , 且 (将 积分 周 线 位 置 从 实 轴 转移 到 半 虚 轴 ) 


给 出 
oo 
/ exXPp iut — 4/ 7 dw = 0, t<0, 
_00 k 
OO 
一 2 / eH sin Pydy 
0 \ k 


0 2 TH © 2 2 光 到 
二 4 esin vdv = ‘Ves | ecos 一 一 dv 
/ Vk Or Jo Vk 


| 2 
i 江 T 
一 大雪 1 -于 | t > 0; 


然后 能 直接 验证 (vii) 和 (viii) 实际 上 是 同样 的 表示 . 

虽然 (viii) 的 较 简 单 形式 只 是 一 个 单 积分 , 除了 f(t) 的 很 少 几 个 具体 
汤 数 外 实际 的 计算 是 不 可 能 的 ; 另 一 方面 , (Vvii) 中 对 t 的 积分 定义 大 四 的 
Fourier 变换 , 在 许多 情形 下 能 解析 地 求 出 来 . 特别 地 假设 


f(t) = expl—t/7]| 
导出 对 zt) 的 一 个 实 单 积分 表示 ; 检验 在 x 二 0 处 所 要 求 的 性 状 , 得 出 当 
7 很 小 时 的 一 个 估计 . 
13. 考虑 函数 u(X,t) 满足 方程 组 
Ou Ou Ou 


一 一 一 一 人 一 一 0, > 0), I 
可 = ho toas a> a (i) 
ul0,t)}=U, t>0, w(x,0)=0, T>0 (ii) 
0 
UL 0, TXT— 00, +>0 


. 520 . 侦 微 分 方程 


对 u(X,t) 关于 自 变量 xz 用 Fourier 正弦 表示 是 有 利 的 , 包含 ~ 的 项 可 换 成 
包含 4 本 身 的 项 ; 验证 这 是 用 变换 
u(x,t) = exp 7| v (Zt) 
的 方法 来 实现 的 , 证 实 从 (i), (ii) 得 出 的 对 v(z, 的 规定 是 
Ov Ov a* 


RH "Gri Ak" 
v(0,t)=U, t>0, wx,0)=0, xz>0 


和 和 人 
U < 0, T— 00, t+t>0., 
Or 
x,t) = < 有 (人 sin czdc， 
10 
V(t,C) = / V(X,t) sin Crdzr 
0 


首先 决定 V(t, 0), 然后 证 明 


jak 2 ] oo 0 Sin 5 2， 2 
Ox 人 一 4k° 
u(x,t)= Ue 2U exp |-# 5 (s+ ;ot)| | F711 6 do. 
讨论 取 极 限 z 一 00,t 一 co 的 情形 且 与 其 中 a = 0 的 情形 作 比 较 . 


14. 考虑 一 密度 为 p 的 均匀 改 沿 Z 轴 拉 紧 , 在 一 对 轻 的 (无 质量 ) 环 之 间 , 这 两 环 
能 活 分 别 位 于 直线 zZ=0 和 z= 工 上 的 细 人 金属 线 上 自由 滑动 , 假设 在 工 = 工 


的 环 给 出 一 个 规定 的 位 移 V(L,t) 一 f(t), 且 一 个 大 小 为 ( 型 儿 _ 的 摩擦 
阻力 作用 于 在 x = 0 处 的 环 上 . 研究 对 该 弦 的 小 横向 位 移 yz 的 相 关 方 


程 组 ， 即 
Oy 1 Oy 
B72 ~ 2 B12 O<zxz<L, 
2 OV Oy 
pe Br “KBE 在 ?=0 


_ | | tet 
WD) = = Fe 
借助 于 Fourier 积分 表示 
y(x,t) = 去 | [A(w)e’e + B(w)e™'* | edw; 


找 出 用 了 (w) 表示 A(w), B(w) 的 显 式 表示 . 
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15. 设 沿 Z 方向 的 一 维 波 传播 满足 线性 偏 微分 方程 


pu on 
Ot Ox3 


得 出 对 应 于 表示 成 Fourier 积分 形式 


k>0. 


_ 1 ~ iCT 
: u(x,0) = 5 | re dc 
的 初始 扰动 的 (i) 的 解 . 
16. 给 出 弹性 杆 的 横向 振动 u(x,t) 的 偏 微分 方程 


Ou ,0 


二 一 _ 下 
Bd 十 5 0, 0<r< 
和 边界 条件 
Ou 
u(0,) 一 f(t), Br 一 g(t), 
2 3 
ou 0 2 =0 
Ox? | 7 Or | _y 


用 f(t) 和 g(t) 的 Fourier 变换 求 该 问题 的 解 . 


:521 ， 


0) 


第 三 十 六 章 
Legendre 多 项 式 和 有 关 展 开 式 


对 带 有 合适 补充 条 件 的 线性 偏 微 分 方程 的 分 析 已 经 描述 过 的 方法 有 类 似 形 
式 , 其 中 本 征 函数 、 正 交 展 开 式 和 积分 变换 刻画 不 同类 型 的 特殊 函数 . 即使 对 这 
些 函 数 及 其 应 用 的 有 限 研 究 都 将 需要 相当 大 的 篇 幅 , 且 由 于 这 个 原因 , 仅 对 两 种 
著名 函数 , 分 别称 为 Legendre 消 数 和 Bessel 函数 在 本 章 和 下 一 章 中 用 各 种 说 明 
性 例子 来 进行 详细 讨论 . 
把 含 三 个 箔 卡 儿 变量 (z,y, 2) 的 势 函 数 的 Laplace 方程 
DZ2 DIDz5? 


转换 成 变 系 数 方 程 


P20 1B etg 1 Fl, 
Or? rer 72005 r2 O09 r?sind Op? 


这 里 (>,9,2) 表示 球 极 坐 标 而 


= 0 (36.1) 


T=rsinVcoswp, Y=rsinVsinp, z=7rCoOsSVY 


定义 了 变换 方程 ; 新 变量 的 整个 变化 区 域 是 


Or<oo0, ON, Ow < 27. 
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如 果 势 函数 有 轴 对 称 性 (如 z 轴 ), 则 方位 角 o 不 出 现 于 的 自 变量 中 , (36.1) 


取 形 式 
O 2 Ou 1 0 Ou 
Or G RE) snd 69 (sino ) = (30.2) 


引入 对 v 的 分 离 变 量 表示 式 


u(r, 9) = R(r)S(O), (36.3) 


从 (36.2) 推导 出 函数 R,S 必须 满足 带 有 共同 分 离 常 数 和 的 分 别 的 向 微分 方程 


dR 2dR AR 
了 本 二 工交 一 (36.4) 


和 
1 dd 


re (sm 有) 一 和 9 一 0. (36.5) 
方程 (36.4) 是 等 量 纲 型 方程 ( Euler 方程 )， 且 有 包含 一 对 任意 常数 C1,C 的 通 


解 
R(7) _ Or-1/2rivit4A 十 Co7 一 1/27 一 2V1IT4A， (36.6) 


方程 (36.5) 在 3 =0 和 =x 有 奇 点 , 这 意味 着 决定 其 有 界 解 成 为 重要 的 ， 
除非 对 称 轴 从 有 兴趣 的 区 域 中 排除 . 设 (36.5) 中 的 角 变 量 9 换 成 上 = cos 53, 则 


d Rd 9 
pr 亚 
且 (36.5) 转换 成 Legendre 方程 
d sdS | 
中 0- 多 宝 | -5 -0 1<é<1. (36.7) 
采用 突 级 数 表 示 
So(é) 一 >》 ané” 
记 一 站 


代入 (36.7) 中 , 随 之 得 出 的 恒等式 


Sanntn 一 JE Sanln(n + 1) +Ae” 


n=0 n=0 
提供 了 递 推 公 子 


an+2(n+ n+1l)=annt+1)+A, n=0,1,... (36.8) 


. 524 . 仿 微 分 方程 


它 使 此 级 数 的 系数 an 互相 关联 . 系数 对 ao,al 能 任意 指定 , 然后 (36.8) 唯一 决 
定 


CC2 0C4 ,Won 用 0, 


305 ,Qaontly 用 Wl1, 


这 样 确定 的 (36.7) 的 线性 无 关 级 数 解 


Si1(€£) = ao >_(a2n/00)é™”, S$2(€) = al 》 (02nt1/a1)é "+t), 
n=0 nn 二 0 

分 别 包 含 & 的 偶 次 或 奇 次 窘 . 对 入 的 任意 值 , 这 些 级 数 在 区 间 的 端 操 & = 士 1 发 
散 (由 于 awj2/an 一 1 当 n 一 oo) 且 一 般 也 是 不 合适 的 ; 当 和 取 特 征 (或 本 征 ) 
值 

入 二 -n(n 十 工 )， 1. 一人 1, (36.9 
之 一 时 , 级 数 只 有 有 限 项 , 因而 定义 该 常 微 分 方程 的 一 个 有 界 的 多 项 式 解 . 这 些 
解 称 为 整数 次 Legendre 多 项 式 P,(&), 且 


Sn(9)= Pn(cosd), OVA 


是 势 函 数 (36.3) 的 相伴 角 因 子 . 
按照 由 (36.9) 所 规定 的 和 , 径 向 因子 (36.6) 成 为 


有 Rs(r) 一 Cr 十 Cor ™), 


因此 (36.2) 的 通 解 可 表示 成 
u(7, 9) = 3 Cr 十 = P,(cos 2), (36.10) 
n= 二 0 


这 里 角 因 子 在 整个 区 间 0 < $3 < x 上 有 限 ; 如 果 %% 在 原点 7 = 0 保持 有 限 ,7 的 
倒数 窜 项 必须 排除 (通过 选择 B,, = 0); 类 似 地 , r 的 任何 正 帘 的 保留 依 4 在 离 
原点 很 大 距离 处 的 规定 性 状 而 定 . 

在 (36.10) 中 有 一 个 不 依赖 于 3 的 特殊 项 , 即 


u 一 1/7, (36.11) 


它 本 身 就 是 有 意义 的 而 且 便 于 描述 各 Legendre 多 项 式 ; 上 面 的 (36.11) 构成 势 
方程 的 在 原点 具有 奇 点 的 一 个 基本 解 或 源 解 , 旦 如 果 奇 点 转移 到 z 轴 (3 = 0) 上 
与 原点 有 距离 R 的 一 个 点 上 , 则 对 应 的 基本 解 有 轴 对 称 形式 


u(r, 9) = [R? + 7? ~ 2rReos 9]-—1/2. (36.12) 
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(36.12),(36.10) 之 闻 的 连接 是 必需 的 , 即 


[R* 一 27Rcos +7r23-22 = SAnr” + Bnr + IP, (cosd), (36.13) 
n=0 
这 里 系数 4,, B， 能 利用 左边 部 分 的 已 知性 态 来 找到 . 为 此 在 (36.13) 中 令 9 = 0 
月 应 用 规范 化 
忆 (1) = 1， 对 所 有 7m， (36.14) 
这 得 到 关系 式 


l 


R= lA" + Bor +) rR 


7 二 0 


加 果 0<r < R, 则 


因而 得 出 确定 式 
B=0,n=0,1,...,r<R. (36.15) 


此 外 , 如 果 > > R,， 则 


n=0 
所 以 
A»=0, BB,.=R", n=0,l1,...,7r> RR. 
因此 有 互补 的 展开 式 
1 /rn 
二 一 < 
RR 2 (5) P(cos9), Or<h, 
(R? — 2rReosd +r?)-!/2 = nT An | (36.16) 
- (F) P(cosd), rr>DRh, 
r 人 \7 


这 反映 Legendre 多 项 式 的 (生成 ) 函数 的 对 称 性 ; 这 些 展 开 式 在 球面 > = 尺 上 
除了 基本 源 函 数 (36.12) 中 的 奇 后 的 特定 位 置 (7 = R,2 = 0) 外 光 沸 地 连接 在 一 
起 . 上 面 这 一 对 展开 式 联 合 地 构成 一 个 单独 的 式 子 


H(é,t) = (1 ~ 2té +é€) /= -DAO <1, ltl<1, (36.17) 


. 526 . 含 微分 方程 


由 于 它 有 明显 的 性 质 
H(-é,—t) = H(é,t), 
推断 出 
I (-é) 一 (一 1) Pn(é). (36.18) 
事实 上 , Legendre 多 项 式 是 描述 方程 为 


d 
Lly| = 也 0 -总 =—My, —l<zxz<l1 


和 
=| =0 

d 
U2ly| = (1 — A =0 


的 自 伴 齐 次 边 值 问题 的 本 征 函 数 . 由 于 
1 1 _ 1 /dy 2 
| viiiar = ‘| wa 一 fa )( 针 ) a 
最 小 的 本 征 值 = 0 对 应 于 一 个 常 本 征 函 数 而 (z) = 1, 且 本 征 值 的 完全 集 
A=n(n+1), n=0,1,... 


取 非 负 值 . 
本 征 函 数 已 (z) 的 正 交 性 由 相关 的 边 值 问题 的 自 伴 性 推断 出 , 可 以 联合 以 
下 一 对 不 同 的 微分 方程 
d 


El- ER) +nlnt P=0 
而 容易 地 证 实 ; 确切 的 表述 
[ Pn(r)P(rT)dr =0, mAFn (36.19) 
—1 
反映 按 直 接 方 式 的 正 交 性 , 且 与 变 体 


| Pn(cos 9)P(cosd)sinddd =0, mAKn (36.20) 
0 


相 比 , 后 者 有 一 个 权 因 子 sin 5. 
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这 些 多 项 式 的 生成 函数 囊 (£,t) 推断 出 它们 的 规范 化 (36.14), 只 要 在 (36.17) 


中 令 < = 1, 并 晶 注 意 结果 
1 OO 


为 计算 
N, = | Pi(é)q 
/ Pa(é)d 


的 值 , 构造 生成 函数 的 平方 


] 一 站 十 ] DAf 二 12 -Vy Spmtn plé) Pn,(é) 


m=0 7=0 


且 在 上 = -1 和 & = 二 1 之 间 积 分 ; 利用 正 交 关系 式 (36.19), 由 此 得 出 : 


NN = 以 下 积分 展开 式 中 t? 的 系数 ， 


| dt 1, 1—é 
= 一 一 -一 一 = 一 mn 一 一 . 
1 | rr < 1+é 


现在 

m6) =-) 

m= 二 1 
因此 1—é DO £2mt+1 
Pie- 2 3m 
所 以 

-矿产 - = 0,1 

Nn = Fn (Od = i n 


开始 几 个 已 ,(z) 的 显 式 是 
P= P(r)=7x, Po =- 了 (372 _ 2), 


1 1 
PB(z) = (57 —37), Pi{z) = a(357’ -30z + 3). 


(36.21) 


(36.22) 


依靠 Legendre 多 项 式 的 类 似 于 三 角 级 数 或 Fourier 展开 的 展开 式 , 即 对 任意 可 


积 函 数 f(zx) 


OO 


f(T)~ >》cnPh(z)，-L1<z<1 


7 二 0 


(36.23) 


. 528 . 偶 微 分 方程 


可 以 通过 系数 的 规定 


2m7 十 1 方 
Cn 一 一 / f(x)P,(r)dr, n= 0,1,..- (36.24) 
—1 


而 确定 ; 展开 式 (36.23) 仅 在 有 限 区 间 -1 < x < 1 上 有 意义 , 并 没有 基于 三 角 函 
数 的 正 交 集 的 Fourier 展开 式 的 周期 性 特征 . 在 生成 函数 的 跳跃 不 连续 点 zx* 处 ， 
展开 式 (36.23) 的 收敛 性 正好 由 关系 式 


3 cn P(x*) = Ne + + He (36.25) 


确定 . 
为 了 兰 明 , 取 在 原 后 不 连续 的 特殊 的 函数 


l, 0O<zX<1, 
T)= 36.26 
f(®) ( ~-]<I<0, | 


则 展开 式 (36.23) 的 系数 表示 成 
cn 一 |/ P(x)dz. 


利用 对 P(x) 的 微分 方程 , 由 此 得 出 


t=] 
nat Df Pl rT)dr = —(1 1) 一 LP, (2) 
T=0 T= 二 0 
考虑 到 给 出 的 规定 


d 
— P,, 
dz 2n (7 


一 U， n>0, 
T=0 


ad 
7 Fan+t1(T) 


就 有 相关 的 结果 


.3... 
一 (下 一 一 
0 人) 一 2 人 


上 ‘Plz)dr -0 (36.27) 
0 
和 
BR 
adr 加 ml: 2n 一 1) 1 
上 Pr+l(z)az 一 (次 TiGn+ 可 一 (人 7 
利用 这 些 式 子 , 连同 简单 的 计算 求 值 


1 1 
1 
| Po(X)dz = 1, / P(X)dz = —, 
0 0 2 
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用 Legendre 多 项 式 表示 的 所 要 求 的 函数 (36.26) 展开 去 最 后 是 


f(z) ~ 本 十 世人 


OO 
4n+31.3...(2n—1) 
—1]1)" 一 一 一 一 一 一 天 一 ] 1. .2 
to 4 十 4 2.4...2n 2n+1(2), ~7° (36.28) 


代入 值 
z=+1, f(z)= {i 
给 出 分 别 的 数值 级 数 关 系 式 
i 
和 
re 


它们 显然 是 相同 的 . 在 x = 0 处 , (36.28) 的 右边 简化 为 1/2, 恰好 是 极限 值 f(x 土 0) 
的 算术 平均 值 , 与 (36.25) 一 致 
常 微分 方程 
0 一 太吉 | 区 二 n+l 一 0 


的 通 解 是 第 一 类 Legendre 函数 P,(z) 和 第 二 类 Legendre 函数 Qu(z) 的 线性 组 


合 , 即 


Yn (x) = C1Pn(F) + Cn (7); 


Qn(T) 展示 在 z = 士 1 处 的 无 界 性 状 , 由 于 
这 两 点 是 该 常 微 分 方程 的 奇 点 ; 此 外 , 可 以 注 
意 到 多 项 式 P(x) 和 其 无 关 ( 非 多 项 式 ) 函数 
Qn(z) 在 区 间 lz| < 1,|zx| > 1 上 都 有 确切 定 
义 . 

考虑 由 x,y 平面 所 界定 在 它们 的 正 例 
(z > 0) 无 限 扩 展 的 一 个 固体 . 设 在 圆 z 十 
y? = a,z 二 0 内 部 维持 均匀 温度 1, 而 该 平面 
的 所 有 其 余 点 温度 为 零 ( 见 图 57); 假设 要 确 图 57 
定 该 固体 内 的 定常 温度 u(r,9), 即 要 求 (36.2) 
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的 满足 边界 及 渐 近 条 件 
| 0O<r<a 9 Lr 
0, r>a 
uw— 0, 7 一 00, 0<9< 
的 解 . 
展开 式 _ 
u(r, 0) = 起 Qn (2)” Pn_i(cosV), rr>a 
n=1 
和 和 OO 
u(r, 9) = Po(cosd) + Yb (站 一 Pn_1(cosd), 0<r<a 
是 合适 的 , 因为 
Pan_1(0) =0, n= 1,2,.… 
和 户 = 1. 在 半球 面 


1 
r 一 0Q， 0<7< 5 z>0 


上 的 两 个 要 求 , 即 w 和 ( 即 温度 和 法 向 热流 量 ) 的 连续 性 提供 了 决定 系数 


a,b。 的 关键 , 而 此 半球 面 构成 上 述 两 展 式 适用 的 两 区 域 之 间 的 边界 ; 由 wo 
在 + = a 的 连续 性 得 出 关系 式 
十 So, 一 Qn ) Pon 1(COS 0) ~—0, 0<H< 7 : (36.29) 


n= 二 1 


》 bn (2n 一 1)}Pyn_1(cos wd) 一 一 >》 2nan Pon_1(¢Cos 9), 0O<29< 了 


n= 二 1 人 一 二 
由 后 者 (因为 Legendre 多 项 式 是 线性 无 关 的 ) 得 出 
2n 
mn I" 
因此 
p 4n 一 1 
Tt Tt 97,—1 TY 


所 以 (36.29) 的 第 一 个 表示 式 取 上 只 包含 on 的 形式 是 


OO 
47 一 ] Tn 
1 三 > Dr — TanP2n-1(COs®), O<Y< 了 (36.30) 


他 一 工 
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由 于 Legendre 多 项 式 构 成 区 间 0 < 3 <7 而 不 是 0<93< 一 5 上 的 正 交集 这 
一 事实 , 考虑 表示 式 


oo 1, 0<9<=, 
》 YnPan-_1(cos 9) = 二 2 
—1, F<V<, 


ni 二 1] 


其 中 两 部 分 关于 9 = 5 有 上 反对 称 性 状 ; 然后 系数 加 由 关系 式 (回忆 (36.20)， 
(36.21)) 


7/2 T 
/ sin 9 Pn _1(cos VY)dy 一 / sin 3 Pn _1(cos 0})dy 
0 nT/2 
nT/2 
一 2 / sin 9 Pn_1(cos 0})dy 
0 


2 一 一 
jn2027 一 1 二 1 
得 到 , 即 


万 /2 
各 一 | sin 9P2n_1(c0s 9)adv = / Pon-_1(X) dz 
dn—1l1 hh 9 


1.3.…(27 一 3) 
— 一 1 和 一 
一 2.4...2mn 


以 上 推导 中 利用 了 (36.27) 和 奇 次 Legendre 多 项 式 的 奇 对 称 性 
Pn-1(—2) = — Pn_1(7). 


参照 (36.30) 就 说 明 


2n-l m11.3..……(2n—1) 
m= mim 2.4...2n | 
日 还 有 六 一 nl 3 一 3 
“一 人 2.4.….(27 一 2 
这 样 , 互补 展开 去 
un 人 = 了 (2 ee 24 (7) P(cos 9) - (7r > a) 
Dry 一 27n 
1 en UD (=) Pon_1(COs®) 十 
和 


] 3 
u(r,9)= Db-— 一 Pi(cos 妨 ) 十 5 (-) Ps(cos) (7 <a) 
1.3...(2n—1) 
2 


mt 9 
rm (a) Poti(eosD) + 


十 :十 (一 1 
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刻画 整个 半空 间 0 < 7 < o0,0 < 5 < r/2 上 所 要 求 的 温度 分 布 
在 静电 学 中 有 一 重要 结果 , 涉及 围绕 一 任意 点 电荷 系统 的 球面 内 的 平均 场 
这 能 应 用 位 于 z 轴 上 与 坐标 原点 距离 为 。 的 点 电荷 e 的 电势 的 展开 式 ( 见 图 58) 


9) ols2 9 21-1/2 _ © 4 
u(r, 9) = els rsSCOSO +r 7 2 (7) P(cosd), s<r (36.31) 


而 容易 地 证 明 . 电场 强度 向 量 与 标量 势 函 数 的 梯度 成 比 
例 , 即 
Fk 一 — VU, 


它 在 半径 a 的 球形 区 域 上 的 平均 值 
(E) = 7 / EdV = — 3 / VudV, 
有 包含 其 边界 曲面 上 积分 的 一 个 替代 表示 式 
(BE) = -1 /ah 


这 里 d4 表示 向 量 面积 元 素 
该 场 关 于 z 轴 的 明显 对 称 性 推断 出 此 平均 场 仅 有 一 个 z 分 量 , 考虑 到 表示 
式 (36.31) 和 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 质 , 所 以 


3 
z 二 一 一 一 vadaA 
(E) jr hn COS 


TT 27 
一 -za | 9 / Iu(a, 9) cos 9] + a’ sin Ydy 


3 开 
一 -元 | u(a, 9)Pi(cosd) sin Vdy = -3 


这 结果 有 另 一 形式 , 即 用 该 电荷 对 原 氮 的 电 抵 


m = sek 
来 表示 | 
(E) = -3 
前 面 的 上 表示 z 方 同 的 单位 问 量 ; 如 果 
一 Yeir; 


表示 聚集 在 位 置 r, 的 电荷 的 总 电 和 矩 , 则 上 式 也 适用 于 大 的 求 平均 的 体积 内 的 任 
意 (不 相互 作用 的 ) 电荷 系统 . 在 一 个 中 性 (或 纯 量 为 零 ) 电荷 聚集 的 环境 , m 不 
依赖 于 坐标 原点 的 选择 且 称 为 电 双 极 矩 . 
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习 是 36 
1. 证 明 
f 0- 2 op 4 pa =0, mn 
1 ” dx dz no 
和 


| d 2n{(n 二 1) 
.2d z 
fn ” ) (EP dT = on I 


2. 在 生成 函数 方程 
(一 2zt 十 切 )-12 = t"P,(z) 
n= 人 0 


中 对 变量 上 作 适 当 的 选取 且 证 明 对 实数 


[ P, (7z) 1 93/2 
oO 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
_1 (cosh2e — zx)1/2 {2n + 1)el2n+l)o 


然后 求 出 展开 和 式 


OO 
f(x,o0) = (cosh 20 一 rx) -12 ~ >》 cnPu(z)， -1l<Zz<1 


nn 二 0 
中 的 系数 , 讨论 后 者 的 一 些 特殊 情形 . 
3, 利用 积分 


1 
| (1 — 2xt + 12)- 1/27rdr 
0 


去 证 实 | 
/| ZP(z)dz 二 0， n 为 奇数 ， 
计算 , 
/ rT Pon(T)dz. 
0 
得 出 关于 了 澡 数 


0, —1l<z<0, 
Jo 人 OZz<l1 
利用 偶 次 Legendre 多 项 式 展开 的 细节 , 考虑 在 X= 二 0 时 此 展 式 的 含意 . 
4. 函数 


1, 0O<HV<T/2, 
f(9) = / 
-1], 7T/2<Y<” 
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在 整个 球面 的 上 ( 北 ) 和 下 ( 南 ) 半球 两 部 分 取 符 号 相反 的 单位 值 , 容许 有 包 
含 奇 次 Legendre 多 项 式 的 一 个 展开 式 


f(9) ~ 》 contriPnti(cosd), 0<H<n. 


n=0 


在 北 和 南半球 面 分 别 取 值 4 十 B 和 4 一 B 的 对 应 函数 能 如 何 表 示 ? 找 出 在 


两 半球 表面 
0 < 让 < 一 ， 
es < 


一 << 
9 4 


上 等 于 4 土 B 而 在 范围 > Rr < RR 内 正则 ( 腊 ) 的 调和 函数 . 


. 设 一 个 点 电荷 e 位 于 其 表面 是 零 水 平 的 等 势 面 的 一 个 基 球 外 ; 设 对 应 的 外 


势 函 数 写 成 复合 形式 
u(r, 0) = u(r7, 9) + v2 (7, V), 
这 里 ul 表示 奇异 (或 源 ) 部 分 而 ua 是 处 处 有 界 的 , 随 着 离 该 球 的 距离 增加 
两 者 均 趋 于 零 . 如 果 电 荷 位 于 极 轴 (3 = 0) 上 与 半径 为 玉 的 该 球 中 心 的 距 
离 为 d， 则 
ui(7, 9) 一 eld + 7 — 2rdceos 0] -1/2. 


求 得 对 ua(” 9) 的 一 个 级 数 展开 式 且 验证 此 级 数 有 显 式 和 


Et 
to ( 7， 2) -一 _- _ = i < ] ， 
站 Rosy 42 
ad d 


它 描 述 了 与 该 球 中 心 相距 R22/d(< R) 处 电量 为 -eR/d(< e) 的 一 点 电荷 的 
电势 : 后 者 或 原 电 荷 的 像 位 于 球 内 , 在 e 所 占 点 关于 球面 的 反 演 点 处 .从 表 


r 二 Q,9=0 


计算 在 给 定 电 荷 上 径 向 地 指向 球面 的 引力 , 应 用 结果 


Dn = Ta Qa<=<l 


得 到 该 力 的 显 式 表 示 . 计算 在 面临 该 电荷 e 的 半 个 球 表面 上 


Ou 
Or r 二 RR 


的 积分 , 且 确 定 其 上 请 时 电荷 的 总 量 . 
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6. 设 要 求 确定 球面 r = 书 外 的 势 函 数 , 它 在 球 外 7 = d, = 0 处 有 单独 一 个 


奇 点 ， 且 其 法 向 ( 径 向 ) 导数 在 球面 上 处 处 为 零 , 又 取 极 限 了 一 co 时 它 本 身 
趋 于 零 值 ; 此 函数 与 围绕 一 刚体 球面 (在 该 处 流体 速度 的 法 向 分 量 必须 为 罕 ) 
的 不 可 压缩 非 条 性 流体 内 一 个 点 源 的 问题 有 关 ， 引 入 前 面 问题 中 所 用 的 外 
势 函数 的 复合 形式 

u(r, 0) = wi(T, 9) 十 2 人 (mr 人)， 


其 中 
ui1(7, 9) = efd’ + r* ~ 2rdceos -1/2 


表示 奇异 项 , 推导 出 对 正则 项 Ua(7, 93),7 > 虽 的 级 数 展开 式 . 验证 关系 式 


[ dA _V 2 P, (cos®d) 
0 (r?2—2rAcosd + A2)12 7 Tr n 二 1 


用 它 去 证 明 


ot 
. u2(T, 好) 一 -一 一 
R? R* 
— 0 2 
( 了 ) 2 了 rcos 人 十 了 
R/d dA 


二 -一 , R/d<l. 


Ko V72 一 27 和 Cos 他 十 和 2 
这 里 第 一 项 确 定位 于 外 源 点 关于 球面 的 反 演 点 (或 像 ) 上 强度 为 eR/d 的 一 
个 源 , 而 第 二 项 表示 从 反 演 点 (R2/d,0) 扩展 到 球 心 的 一 条 源 线 . 
,假设 球 腔 外 为 均匀 的 绝缘 介质 , 要 求 球 腔 ( 即 球形 空洞 校注 ) 中 一 个 偏 
心 点 电荷 e 的 场 的 静电 势 函 数 WU. 如 果 半 径 等 于 民 的 球 腔 的 中 心 与 坐标 原 
点 重合 , 且 电 荷 e 位 于 zZ 轴 (93=0) 上 与 中 心 的 距离 为 s 的 地 方 , 则 合适 的 
表示 是 


| WotT 负 ， Or<R, Ov<, 
| 12， r>R, O09<n, 


这 里 


uo = e{r” — 2rs cosd + s2] -1/2 


且 U1(7, 9),U2(7, 8) 构成 Laplace 方程 的 有 界 解 . 利用 边界 条 件 和 极限 条 件 
wo(0,) 十 ui(0,) = 有 限 ， 


U0 十 Wilr=R = U2l,_p, 0<V<7T 


一 Co 
~ Dr 


9 


9 (Wo Wi1) 
A- (Uo 1 
Dr 7 一 乓 
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和 


U2 一 0U， 7 一 Co， 
这 里 e 是 在 7 > R 中 介质 的 电介质 常数 ， 导出 对 ,ua 的 显 式 表示 ， 在 
ec _ 00 的 极限 情况 下 , 该 解 取 什么 形式 ? 
8. 考虑 一 固体 球 , 它 在 任意 点 P 处 的 质量 密度 与 PP 到 球 外 一 国定 点 Q@ 的 路 
离 成 反比 , 如 图 所 示 , 验证 密度 表示 式 


~ 和 ~ 3Me 
Pr 2) 一 


IF2 — 2Fc cosd + e212, 


4x7R3 


其 中 用 到 了 该 球 的 全 质量 M, 它 的 半径 中 和 0O 与 9 之 间 的 距离 c. 由 该 球 
质量 引起 的 在 A(7,3,9) 处 的 引力 势 为 Laplace 方程 的 一 个 解 , 有 形式 


ee 


u(A) = / PDT) 2 gr sin ydyd®p, (i) 
v DD 
这 里 积分 展 布 在 球体 V 上 ， 
D = |r?— 2rFcosO + RR]? 


和 


cos © = cos 0 cos¥ + sin sin 9 cos(y 一 PD); 


这 里 日 表示 方向 OP 和 O4 之 间 的 角 . 给 出 展开 式 


mn mm) 和 人 ~ 
P,(cos ©) = >》 PY (eos 9)P™T (cos emt ?) 


其 中 包含 阶乘 
1 一 1.2.3.…7 
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和 满足 党 微分 方程 


东 ( -的 大 +n(n+1)— | Prm(é) =0 


m 
dé 2 
的 连带 Legendre 函数 Pm(E), 从 积分 (i 得 到 一 个 级 数 等 价 表示 式 


3M 一 / 忆 ? 尸 ,(cos 9] 
Wr, 0) = rr 全 (E) (2n +1)(2n+3) 


注意 渐 近 估计 
M 


U~ Et 7 — O00, 
它 依 赖 于 该 球 的 总 质量 而 与 参照 点 O 无 关 . 
. 有 定常 电流 了 工 流 过 的 单个 圆 形 电 线 回路 , 所 产生 的 磁场 强度 仅 在 轴 向 点 处 
有 简单 的 形式 ; 如 果 该 回路 (半径 为 RR) 位 于 平面 z=0 且 C 表示 一 个 量 纲 
常数 ， 则 jp2 
H.=CF ra He-Hy=0. (i) 
与 静电 学 中 一 样 , 该 静 磁 场 一 般 从 一 个 标量 势 函 数 ， 即 


Ou Ou Ou 
H; 三 一 二 一 ， Hi 一 一 全 ， HH, si 
DZ “ Oy Oz 


时 出 , 且 由 于 在 现在 的 结构 中 对 z 轴 的 对 称 性 ,2& 的 合适 形式 是 
u(7, 让) = > lanr” + bnr-" DP, (cosd). (3i) 
对 (ii) 沿 zZ 轴 (这 里 7 二 z, 旭 二 0) 微分 后 且 随后 与 (i) 相等 , 利用 关系 式 


IR? 一 

Ca = >》 [anrizn 1 — bn(n + 1)z "4 

2 3 
(下 十 “ ) 2 nn 二 人 0 

就 能 决定 系数 an,bn. 证 实 结果 
CT 
R 9 
(—1)?1 1.3... (2n — 1) 


a2n+l 一 CC Rt DA om nn 之 1],z<h 
和 
CT 
an = 0, bon = 0, bi = 一 RZ 
nt21.3 2 1 
pit = CI E13 n+ mlz> 玉 


21 十 2 2.4...2n 
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由 此 通过 (ii) 确定 围绕 该 回路 的 磁场 分 量 


Ou 1 Ou 
7 = By 9 = Fy 
以 及 远离 此 回路 的 点 处 u 和 该 场 的 表示 式 是 什么 ? 
考虑 偏 微分 方程 

Op 160% OY 


HW = 6 1 7 - ， (2) 


由 于 第 二 项 的 符号 是 负 号 , 它 与 按 柱 极 坐标 p,z 的 Laplace 方程 或 势 方 
程 的 轴 对 称 形式 不 同 . 验证 (i) 的 极 坐 标 形式 是 


MV = 5 + 5 sng Oo (i) 


Ow sin 0 ( ] 5 ) _0 
注意 存在 一 个 特 解 
$=7r= Vp2 十 22， (iii) 


它 也 满足 (ij. 由 于 坐标 原点 沿 z 方向 的 一 个 任意 移 位 后 (i) 保持 形式 不 变 ， 
从 (这 ) 推演 出 表示 式 为 


2c C\2 
w=R= V+r m2crcosd=r 1 一 一 cosg+ (5) ， 


的 解 的 一 个 单 参数 族 ,这 里 ( 见 图 ) c 能 取 任 意 的 正 值 或 负 值 . 设 Rn(cos) 
表示 生成 函数 的 展开 式 


(1 — 2tcosd + tt) = > Rn (cos OV)t™ (iv) 
n= 二 0 


0O C z 
中 ?的 系数 (与 Legendre 多 项 式 的 展 式 作 比 较 ), 然后 


Wn(r, 0) =7" Rn(cosd), n=0,1,... 
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确定 (ii) 的 一 组 多 项 式 解 ; 证 实 特 定 规定 式 
Rolcos 3) = 1, 
Ri(cos 3) = — cosw, 
R2(cos 0) = =(1 -一 cos2 9), 


Ra(cos 9) = cos 9(1 一 cos* 0 ), 
Ra(cos 9) = -al — 6cos 好 十 5cos4 人 )， 
求 有 关 多 项 式 的 显 式 表示 . 
对 7 一 00 时 趋 于 窜 的 另 一 组 解 
世 (9 = Rn(cos 9)/r" ', n>22 
找 出 几 个 代表 . 
验证 非 齐 次 偏 微分 方程 


的 带 有 可 任意 处 置 常数 a,D,6 的 解 , 即 
wp,z) = pla + Bz 6p° — 46z°] + Sp 


如 上 形式 的 解 描述 了 一 些 具 有 定常 旋 度 的 黏 性 流 . 
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第 三 十 七 章 
Bessel 函数 和 有 天 展开 却 


表示 成 径 向 (r) 和 极 角 ( 轨 变量 的 函数 之 积 的 Laplace 方程 的 某 些 特 解 可 
以 通过 对 9 (或 = cos9) 的 Legendre 常 微分 方程 , 以 及 满足 非常 系数 的 径 向 因 
子 常 微分 方程 的 医 函 数 解 得 到 . 包括 所 有 三 个 球 极 坐 标 7,3, yp 的 类 似 解 或 调和 
函数 可 用 同样 的 径 同 因子 , 对 方位 角 变 量 yp 的 简单 周期 依赖 性 , 即 


COS mp, mm = 0,1,..…,， 0<w < 27, 
sinmp, m=0,1,:..., 0<%<27 
和 满足 向 微分 方程 
d 2、d mm m/ey 
A eA, 


的 连带 Legendre 函数 Pm(e) 来 描述 . 
为 取代 Laplace 偏 微分 方程 , 取 一 个 包含 附加 项 和 刻画 轴 对 称 性 的 波 运动 的 


方程 , 即 ) /2 | ， ,2 

1 u 1 . u 1 Ou 

r2 Or Ga r2 sin2 9 39 (全 ”ec2 65 (37.1) 
旦 考虑 具有 周期 时 间 依 赖 性 的 解 类 


u(r, 9,t) = R(r)S(V) 人 wt. 


Sl 
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(37.1) 的 变量 分 离 产生 对 5(9) 的 Legendre 方程 和 径 向 因子 常 微分 方程 


ld / dR wy? mi 


任意 单个 的 宕 函数 re 并 不 满足 (37.2). 记 


Z(7) 满 正 的 方程 是 


2 
如, 老 +|(9 


它 是 v 阶 和 自 变量 为 Xz 的 柱 函 数 的 一 般 方程 , 即 


d? 1d v4 
C2 十 7 dr 十 入 一 入) Zuy(AT) = (37.3) 
d/d 2 
各 (3 + 和 <x 一 辣 Zu(AT)=0 (37.4) 
的 一 种 特殊 形式 . 


当 Laplace 算 子 包含 柱 极 坐 标 p,9,z 时 这 样 的 函数 直接 出 现在 ， 例如 偏 微 
分 方程 


v2 Or 1 1 O22w O°u 


Bp ppp p08? O22 
中 ; 这 里 分 离 变量 解 
u(p,9,2) = R(p)jei Ve pp>0 0 和 <2r， z>0 
对 5 是 周期 变化 的 , 对 z 是 有 界 变化 (对 实 的 和 > 0) 的 , 径 问 函数 R(p) 有 者 显 


着 地 位 , 其 定义 方程 是 


d* 1d » Nn’ 
一 -十 二 一 -一 | R(p) = 0. 
区 “pap 人 站 0 


0 


因而 
R(p) = Zr(Ap) 
对 满足 不 等 式 > > 和 的 z 的 很 小 的 值 , (37.3) 能 用 


d? 1d ww 
一 十 二 一 一 一 F(x)=0 
攻 “机 5 ) 人 
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来 近似 , 且 因 而 


Z,(z) QT +burT*, vA0, TY, 
TT ~ 
” Qo 十 bo ln x, 7 一 U， Tr. 


因此 , 常 微分 方程 (37.3) 的 两 个 无 关 解 中 只 有 一 个 在 奇 上 把 z = 0 保持 有 界 . 
(可 能 复 的 ) 自 变 量 zx 和 (可 能 复 的 ) 阶 > 的 柱 函 数 可 以 定义 为 一 对 递 推 关 
系 式 21 
和 -ltZ) 十 oOD) = Zr (2) 


(37.5) 
Diz) 一 QZ) = 2 
的 解 , 或 等 价 地 ， | 
FT) + ZL) = Zui(7), 
(37.6) 
2) + 2 (7) — Zi(x) 
的 解 . 
从 关系 式 (37.6) 的 第 一 式 得 出 
-5 十 CZ, 十 J 2 
=-z 工 2 +2 = 过 -DZ -zZo+2 1 (用 第 二 式 ) 
2 12, = Ea + Ez, _ zxZ, (再 用 第 一 式 )， 
因而 再 次 得 到 对 自 变 量 z 的 柱 函 数 的 定义 第 微 分 方程 (37.3) 
di ld Z2 
和 + 工业 二 1 手 | Z,(z) =0. (37.7) 
方程 (37.7) 按 升 和 项 级 数 形式 的 特 解 , 是 Bessel 函数 
> (7/3) (37.8) 


nT(y n+l) 
这 里 T(x) 表示 Euler 工 函数 , 满足 
L(t++1)= 7xI (x), 


日 注 意 规范 化 
Jn(0) =1. 
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如 果 v 不 是 整数 , 函数 J_,(zx) 提供 (37.7) 的 第 二 个 并 且 是 线性 无 关 的 解 ,虽然 
为 了 满足 递 推 关 系 式 (37.6), 它 必 须 乘 以 一 个 周期 为 1 的 v 的 否 周 期 函数 . 然而 ， 
当 v = m 是 整数 时 ， 
Jm(—72) = (1)” J_m(7), 

还 需要 另 一 个 图 数 . 为 此 , 常 微分 方程 (37.7) 的 , 称 为 Neumann，C. G. ( 语 伊 曼 ， 
1832 一 1925) (1867) 函数 的 第 二 个 解 , 其 定义 为 

N,(x) = 二 [cos vr (rT) — Sy(7)), (37.9) 
而 且 线 性 无 关 的 函数 ,和 N, 满足 Wronski 关系 式 
©) Mt) 
当 yy 是 整数 时 , 表示 式 (37.9) 成 为 未 定式 , 于 是 整数 阶 Neumann 函数 的 定义 由 
取 极 限 步 又 得 到 , 即 


2 
=~=. (37.10) 


AT 


i 


Na(®) =3 |) ("| "Nml) 
特别 地 ， 
N 二 一 |,(z 7. 

0) = (37.1D) 

从 (37.11) 推演 出 的 整数 阶 Neumann 函数 的 展开 式 是 
_ 2 2 nt (1 ll 
和 和 
?一 Tn.—2n 

Nm (x) = = 2 . Jn (x) 一 - 3 Yn (2 (37.13) 


多 二 0 


1 到 (z/2)mm 二 2 1 1 1 1 / 
二 1 ] 二 二 二 .二 二 二 1 二 二 十 ... 
7 ) ni(m + n)! aT Tn a nim 


nn 二 0 


这 里 量 * = 1.7811 与 Euler 常数 C = Iny = 0.5722 有 关 , 当 n = 0 时, 最 后 的 和 
式 中 的 方 括号 项 理解 为 ， ， 
1 十 二 十 .… 十 一 ， 
2 m 
引入 Bessel 函数 和 Neumann 函数 的 组 合 证 明 是 方便 的 , 即 


H\N (7x) = J,(z) + iNy(7) 
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和 

H(z) = J,(x) — iN,(z), 
它们 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Hankel,，H. ( 汉 殉 尔 , 1839 一 1873) (1868) 函数 . 此 
外 , 定义 

T,(zx) _ eiv"/2 7,(re'™/?) 


和 z 
Kuv(z) = (s)he) = je" HN ir) 


规定 基本 柱 函 数 常 微分 方程 (37.7) 的 修改 形式 


d* 1d | {T(rx) YY z 
束 + -1 与 的 9 =0 (37.14) 
的 线性 无 关 解 . 
几 (z) 在 原 上 后 z=0 附近 的 性 状 容易 从 (37.8) 推导 出 , 即 
Le) = FT (3 ) ,zl<1 


这 样 , 所 有 Bessel 函数 , 只 要 其 阶 数 > 非 负 , 在 原点 保持 有 限 . 参照 (37.9), 由 于 
T(v)T(1 一 v) = zcscvr 表明 


N,(z)= -HY GE) y >0, 


A 


且 ， 
申 ‘YL 
一 一 jn 一 ] ， 
No(Z) 一 n Dp | < 


所 以 没有 Neumann 函数 在 原点 保持 有 限 . 
对 充分 大 的 zx, Bessel 和 Neumann 函数 的 性 状 的 标示 通过 将 


F(Az) = P(X?) 


代入 到 (37.3) 而 得 到 , 由 此 得 到 描述 已 (z) 的 常 微分 方程 , 即 


da ». /1 ,a\l 
t+ + (一 o2) 训 | 已 Oa) = 


取 极 限 z 一 co, 以 上 方程 的 比较 方程 


区 十 | F(Az)=0 
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表明 
已 (Arz) ~ F(Ar) = Acos(Mr 一 6())， 
因此 


Zu(AT) ~ 志 cos( 和 AZ — 6(v)), ZX 一 oo， 


这 说 明 当 自 变 量 无 限 增 大 时 , Bessel 和 Neumann 函数 的 值 趋 于 零 , 也 说 明 这 两 
种 函数 存在 无 穷 多 个 零 值 或 零 氮 . 


当 自 变量 大 大 超过 其 阶 数 时 , 柱 函 数 的 精细 渐 近 展开 式 已 经 知道 ; 这 样 


刀 (z) = /二 {co |z - 7 - | P,(x) — sin Iz - /5 - -| Qu(z)}, Iz| > 1 
Ny(7X) = /2 {sn Iz 一 /5 一 -| 已 (Z) + cos 1 一 /5 — 了 Qu(z)} ;， zl 六 二 


这 里 
wy2 _ JJ2 
P,(x)=1— i + o(l/x’), 
4 一 1 472 — 1)(4v? -- 9}(4v* — 25 
Q(x) — a _ i 十 of17/1z”)， 


有 按 zx 的 倒数 里 的 级 数 形式 . K,(z) 的 渐 近 展开 式 


| dv*—1 4v* — 1}(4v*—9 
K,(x) = Ee 1+ DA 9). 


37 21(87)* 


包含 一 个 单独 的 指数 因子 , 所 以 L(x) 的 渐 近 展 式 包含 分 开 的 一 对 et?. 


确定 .J 的 根 yw (m,n 为 整数 ) 的 显 式 公式 能 从 Bessel 函数 渐 近 表示 式 
中 推演 出 ; 这 样 


这 里 对 每 个 m, 由 令 n= 1,2,… 就 得 到 相继 的 根 yw. 它 的 数值 在 附 表 中 展示 . 


- 546 . 


mn 


~ 证 


i 
MD 已 


Ei 
0 ~ 后 5 心 


19 


整数 阶 Bessel 函数 也 能 借助 一 个 生成 函数 ( 母 函 数 ) 来 定义 , 即 


偏 微分 方程 


1 
2.40483 
3.83171 
0.13562 
6.38016 
7.58834 
8.77142 
9.93611 
11.08637 

12.22509 
13.35430 
14.47550 
15.58985 
16.6983 
17.8014 
18.9000 
19.9944 
21.0851 
22.1725 
23.2508 
24.3383 


2 
0.52008 
7.01559 
8.41724 
9.76102 
11.06471 
12.33860 
13.58929 
14.82127 
16.0378 
17.2412 
18.4335 
19.6160 
20.7899 
21.9562 
23.1158 
24.2092 


“rpm Jm 的 第 也 个 根 


3 
8.65373 
10.17347 
11.61984 
13.01520 
14.37254 
15.70017 
17.0038 
18.2876 
19.5545 
20.8070 
22.0470 
23.2759 


24.4949 | 


4 
11.79153 
13.32369 
14.79595 
16.22347 
17.6160 
18.9801 
20.3208 
21.6416 
22.9452 
24.2339 


5 
14.93092 
16.47063 
17.95982 
19.40942 

20.8209 
22.2178 
23.5861 
24.9349 


6 


7 


8 


18.07106 | 21.21164 | 24.35247 


19.61586 | 22.76008 
21.11700|24.27112 


22.58273 
24.1990 


op [1 (11) = Smee 


令 1 一 ew, 所 得 到 的 展开 式 


人 


piTcosd 一 ) : 


了 一 一 总 全 


是 关于 3 的 Fourier 型 展 式 , 因此 补充 了 积分 表示 式 


(—1)™/2 Jn (7) 一 = [ cos(Tcosd)cosmydy, m 为 偶数 
iJ 


i mn(T) = 


im Jn(r)e'™ = (rz)+2 > i Jm(T) cos my 


m= 二 1 


27 


m 二 一 00 


1 27 
四 / piTCos Vimy 9 
0 


TT 
一 | eiTcosY cos mVday 
0 


(37.15) 
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和 
(-1) = Jm(7X) = =/ sin(X cos9)cosm23d3， m 为 奇数 . 
no z 
来 自 (37.6) 的 特殊 推论 
所 2o(z) = 一 21(Z)， (zi(z)) 一 TZo(T) 
连同 不 定 积分 


/ TF, nn 


T d 
= 3 Zo) E208) -BulBr) F200)|, (37.10) 


:| 人 一 所 ) Z7 (7) 十 (于 -vl®) | (37.17) 


一 起 是 有 用 的 , 这 里 Z, 和 2, 表示 任意 两 个 > 阶 柱 函 数 . 
Bessel 函数 是 有 限 区 闻 0 < z < 工 上 一 个 齐 次 边 值 问题 的 特征 函数 或 本 征 


i 
/zzz = = 57 


”函数 , 其 定义 方程 组 为 


d dy 六 2 
dy 
y(0)=0, v>0， 一 0, v=0 (37.19) 
az |,._0 
d 
元 +ay ==0，z= 工 a 为 实数 ， (37.20) 


其 中 X? 起 展开 参数 的 作用 . 该 方程 组 的 自 伴 性 由 于 关系 式 


t dz dy 
/ {yl -zr = (ey -ee ) 
而 变 得 显然 , 由 另 一 关系 式 


L L L 2 2，2 
/ yLlyldz = -| zy2dz = —ay’(L) — / | (里 ) 十 二 | dz 
0 0 0 dx TL 


可 推出 


和 A“*>0， 当 a>0. 


在 特殊 情形 > = 0,a = 0 存在 零 本 征 值 且 对 应 的 本 征 函 数 简单 地 是 一 常数 
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常 微分 方程 (37.18) 的 正则 解 (Xx) 满足 在 x = 0 的 边界 条 件 (37.19), 不 
论 和 的 值 如 何 , 由 在 zx = 工 的 边界 条 件 可 推出 


YF) + aJy(y) = 0, (37.21) 
或 Y= 入 L 
yh) + (a — 5)J(Y) =0 


这 就 是 所 述 问 题 的 本 征 值 方程 . 后面 的 方程 有 无 穷 多 个 实 的 单 根 十 yn,m = 1， 
2,.……, 具有 相反 符号 的 根 是 由 于 最 后 一 式 子 中 的 两 个 y 的 函数 有 相反 ( 侦 或 奇 ) 
对 称 性 . 对 每 个 正 根 , 有 对 应 的 本 征 沙 数 

yn(T)= (oo 了 了 )， n= 1,2,.…. 
且 这 一 集合 是 正 交 集 , 参考 (37.16),(37.21) 就 可 以 证 明 


L 
x 外 
/ zh mE) (mE) da 
L* d x 
- 流 )|， 
L2 
0,，m 关 n. 


-On) ED (mF) 


| 


本 征 函 数 的 正 交 性 表明 可 以 用 它们 作为 基 , 用 所 谓 的 Fourier-Bessel 级 数 来 
表示 0<z< 工 上 的 可 积 图 数 f(x), 即 


L 
f(x) ~ >- ca, (mF) ,0<z<L, (37.22) 
这 里 系数 c,, 能 用 以 下 关系 式 决 定 
L 化 
人 cn 一 一 | Tf(r) .7 (nT) dx., 7 —— 1, 2, ”9 (37.23) 


且 利 用 (37.17),(37.21) 后 得 
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分 析 显 示 出 Fourier -Bessel 级 数 的 收敛 性 类 似 于 三 角 Fourier 级 数 , 特别 是 ， 
它们 在 f(z) 的 连续 点 上 等 于 f(x), 而 在 生成 函数 的 不 连续 点 z* 处 等 于 


f(x* +0)+ f(r* 一 0) 
和 


考虑 零 阶 Bessel 辫 数 
ks 
Jo (os 了) n= 1,2,.. 


它们 各 自在 x = 0 取 值 1, 而 如 果 (yo0n) = 0,n = 1,2,… 则 在 xz = 工 的 值 为 
零 ; 日 假设 选用 它们 来 表示 在 端点 取 值 相等 的 


f(z)=1- +,,0<z<L. 
Fourier-Bessel 级 数 
必 一 TL 
1 7 ~ Donn Yon7) 0<7x<L 
由 于 系数 的 如 下 公式 而 确定 ， 
人 cn = f @ 一 =) To (jon ) dz 
nen 0 T T 
1 
一 x/ (1 C)CJo(YonC de, 儿 一 1， 2， ~ 
| 
这 里 
Nn = 三 TJ (nm 了 dz = 2.J2(non) 
1 0 0 nT 9 1 》 


如 同 从 (37.17),(37.6) 推导 出 . 

由 于 关系 式 (37.6) 的 第 一 个 推导 出 
全 zj) = 2R() 
立即 得 出 c,, 的 表示 中 出 现 的 一 个 积分 的 直接 简化 , 即 


1 
1 
[ CJo Yond = (yon). 
0 “Yon 
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1 1 /! 
二 一 一 (yon) 一 — |/ C1(Yonc) dc 
‘Yon J0 


‘Yon 
1 1 /f° 
一 Yon) 十 二 | CdlJo(Yond)) 


1 1 /i 
一 (Yon) 一 = | Jo(YonC)dC 


1 J (yon) — [AG 
一 一 人 人 人 vi 一 0 } 
‘Yon Yon 0 


所 以 人 1 “Yon 
m= 0 | Jo(o )do, n= 1,2,..…. 
上 面 的 积分 能 用 所 谓 的 Struve (斯 特 拉 弗 ) 函数 So(z) 来 表示 , 它 满足 一 个 
非 齐 次 柱 函 数 常 微分 方程 , 即 


d ad 2 
J (si ) 十 290 一 zt 


且 有 极限 性 状 
So(0) 一 0, 
So(XT) ~ No(X)+ 二 一 0，Z 一 oo. 


这 样 , 联合 对 So(x) 的 常 微分 方程 和 对 .Jo(z) 的 方程 ， 


d d 
(sn) + XJo = 二 0， 


dr \ dz 
得 出 
(7) 一 Jn (si5) 20- (< 万) 
d d 
一 了 oo) So) — 2S0(z) EJo(e)| 
因此 


2 f/f/* d d 

一 Idao = 7J 一 一 一 TO9 — Jo(z), 

2 | ole)de = ols) Solr) ~ 250(7) Eo(®) 
所 以 由 给 定 的 Jo(yon) = 0 得 出 


"YOn TT 
上 jokcjac = 5 YonSolYon)1 (Yon). 
0 
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利用 这 个 结 灯 , 融 得 到 所 求 的 展开 式 


一 So(Yon) 
1 一 了 ~ 2 ,， 0O<Zz<lL; 37.24 
Yln Ji( (Yon ) mm (non L ) 


这 个 级 数 是 一 致 收 化 的 , 与 其 生成 函数 在 x = 工 同样 取 零 值 , 而 在 男 一 端 氮 的 相 
容 性 必须 有 关系 式 


Sd0 {Yon 1 
2 oon) 1 (37.25) 


展开 式 (37.24) 适宜 于 刻画 由 以 下 方程 组 定义 的 势 沙 数 wu(p, z): 


Ou lOu Ou 
Op? pop 9022 


~0, 0<p<L, z>0, 


up,0) = A(1-); 0<p<L 


和 


u(L,z)=0; z>0, uu 0, z—00, 0<p<L. 


按照 在 p =- 工 的 边界 条 件 , 假设 
u(p, 2) = 2》, fn(2)J (90nf) ) JolYon) = 0; 
n=]1 
代入 4 的 偏 微 分 方程 且 应 用 Bessel 函数 常 微分 方程 , 得 出 
2 区 一 Oo/D| fn(z) J (non 了 ~=0,，0<p<L, 


所 以 由 于 Bessel 函数 的 无 关 性 和 正 交 性 , 函数 f(z) 的 各 个 常 微分 方程 随 之 得 
出 , 即 


daz 
-oon/D? fn(l2) 一 0，z>>0, n = 1,2,.…: 
合适 的 解 是 
fn(z) = cn exp - J z ; 
其 中 系数 c= fn.(0) 出 现 于 前 面 导 出 的 Fourier-Bessel 展开 式 


u(p,0)= 4 (= 了) = > ) O<p<L 


中 . 所 以 
A_ So(Yon) 
4 1 (Yon) 
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而 且 


) 必 _AV | 天 e— (Yon/L)z l 


性 代 所 训 找 的 站 号 六 的 明 于 和、 (37.26) 中 级 数 的 一 致 收敛 性 证 实 了 数值 
关系 式 (37.25). 

假设 现在 要 求 分 析 半 无 限 圆 柱 区 域 0< p < 工 ,z > 0 内 的 冷却 问题 , 给 定 轴 
对 称 扩散 方程 


Ou 0 190 O° 

ri 访 十 一 7 Bp 十 jn" (37.27) 
边界 条 件 

u(L,z,t)=0, z>0,t>0, (37.28) 

u(p,0,t)=0, 0<p<L,t>0 
和 一 个 初始 条 件 

u(p,2,0) = Loe-22，z>0 (37.29) 
这 连带 地 说 明 其 渐 近 性 状 为 

“ww—0,， zz—00， t+>0. (37.30) 

引入 对 wu(p,2z,t) 的 Fourier - Bessel 展开 式 , 即 

u(p,z,t) = Dh z,t) J (Yon 5) (37.31) 

这 里 
Jo(Yon) 一 0， n = 1 2 

特征 表示 式 : 


L 
Nn fnlz,t) 一 / pu(p, z,t)Jo (yon 5) dp 
Nn = > L270n) n = 1,2,.*- 
随 之 得 出 . 下 一 步 , 二 元 函数 f(x,t) 的 初始 值 由 所 加 条 件 (39.29) 推演 出 , 即 


二 oC < | -一 d 
fn(z,0) 1L2 J¥ (Yon) / pe 0 Oo 六 ) p 


_ 2 Pz/ DL n = 1,2,..- (37.32) 
Yon J1(Yon) 


函数 f(z,t) 满足 由 (37.27),(37.31) 得 到 的 偏 微分 方程 


2 
攻 一 大 C2 一 Oo fn(z,t) = 0, 
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对 它 的 分 析 能 够 基于 由 
RiCb= | f(z t) sin C2dz 

定义 的 Fourier 正弦 积分 变换 及 其 相伴 的 表示 式 

fst) =2 | Palet) sincad 
来 进行 . 利用 明显 的 性 质 

fn(0,t)=0, #1>0, fn(z,t)— 0 zo 0%, 
得 到 F(C,t) 的 一 个 齐 次 常 微分 方程 
( + k(yon/L)* + ct Fi(C,t)=0 


其 解 是 
Fn ll, t) 一 Fn lt, 0) exp[—k(Yon/L)+t 加 ket. 
(37.33) 和 (37.32) 的 联合 结果 , 即 


mcCO= |/ f(z,0)sinCzds 
0 
四 1 6 
Oo 工 
通过 (37.35) 完全 确定 忆 ,(L,t), 且 通 过 (37.34) 导致 确定 的 表示 式 
4 Uo exp[—k(Yon/ 5) 三 C sin Cz 
TT “Yon J1(Yon) 0 C2 十 ] 


其 中 的 积分 在 D 一 ce 的 极限 情形 下 仍然 有 意义 ; 显然 


fn lz,t) 一 2 


fn(z,t) = ek tae, 


其 中 用 到 了 误差 函数 , 因此 
/0 Co) 2 2 
u(p,z,t) = 2U0 2 OO exp[—k(Yon/L)’ tlerf 区 


描述 偏 微分 方程 (37.27) 的 满足 初始 条 件 (37.28) 且 满 足 


0 (Jon ) 
‘pnd m2 Uo 0<p<L, z— 00, t=0 


’ Yond1 (Yon) 


二 j Pl- k(Yon/L) tlerf (a) Do0%, 


“956d 


(37.33) 


(37.34) 


(37.35) 


(37.36) 


(37.37) 


(37.38) 
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的 一 个 解 . 
可 以 认为 天 系 式 (37.38) 是 对 应 于 0 < p < 工 上 生成 函数 等 于 1 的 Fourier- 


Bessel 级 数 , 此 外 推导 出 
1 l 


n=] Yon Ji(Yon) 2 
实际 上 , 对 D > 0, 可 以 计算 (37.36) 中 的 积分 , 于 是 方程 组 (37.27) - (37.29) 
定义 的 问题 的 解 可 以 表示 成 形式 


(37.39) 


u(p,z,t) = Uo 3 Com) exp[—k(Yon/L)’t| exp[kt/D’ (37.40) 
一] Yond!1 (Yon) " 
| z/D f V kt 必 -z/D 疙 V kt 加 , 0 
e“ erf | 一 一 十 二 +e erf -一 一 2 sinh . 
| | D 2V kt DV kt D DI 


重要 的 Fourier 积分 和 Fourier 变换 方程 对 
1 ~ iCT 
f(z) = 未 | FQea 
和 (37.41) 
F(O = |/ f(s)erd 


有 一 种 类 似 的 关系 , 该 关系 中 的 主要 角色 是 Bessel 函数 而 非 指数 函数 ; 其 显 式 关 
系 是 
fn)= | Chen) Fd, 
~ (37.42) 
F(C) = / r J (Cr) f(r)dr, 


这 里 第 二 个 式 子 定义 J 了 在 7 > 0 上 一 类 适当 的 图 数 f(r) 的 Fourier-Bessel 变换 . 
当 vy = n 为 整数 时 , (37.42) 的 一 对 关系 式 的 证 明 可 以 得 到 , 为 此 利用 Fourier 积 
分 和 变换 表示 式 (37.41) 的 二 维 形式 , 即 


1 /> .< | 
/ Fi(é, meiér+n) ge dn, 


f(x,y) = [a 


| (37.43) 
Fi(é,n) = / f(r,y)e (rt dr dy, 


它们 的 积分 分 别 取 在 整个 (€,n) 和 (x,y) 平面 上 . 采用 极 坐 标 变量 (¢, vy), (~ 3) 
取代 (&,”), (zx,y), 即 


上 一 6co8sW ,ZE 二 TcosV， 0< 467 < co， 


n=Csinv,y=rsing, -7 <V,V<7, 
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且 记 
f(x,y) = er? f(r), 
关系 式 (37.43) 的 第 二 个 变 成 
| F(C,w) = 三 rf(r)dr fe Wer 
现在 
nt A—y 
一 Cr Cos(9—w) 2 9 piny -itr Cos G ina 7 
/ e e / e e C 
= 27 "emY (Cr), 
因为 根据 (37.15) 被 积 函 数 对 整数 n 是 a 的 2r 周期 函数 ; 这 样 
Te "BG, = rr)f(r)dr = FC). 
i 0 
在 关系 式 (37.43) 的 第 一 式 中 再 用 (37.44),(37.45) 和 (37.15), 揭示 出 
en f(r) _ 人 CF(C) de / etsrcost wp) einy gn 


en 


凶 co NT . 
— 1 7 / CF(C) dc / eicospe-indgg 
47 0 一 开 一 他 


一 pind | (Cr 
/ CJa(Cr) F(a 
这 就 是 所 要 求 的 结果 . 
取 函 数 
fm) =ero/ 有，r>0， 


注意 它 的 基于 零 阶 Bessel 函数 的 变换 
F(C) = f re—("/R) (cr)adr 一 ; RYe CW/4 
简单 的 积分 提供 结果 
~ 1 ~ ] 
| far= sviB, |/ FOd = 3ViR. 
与 指数 型 Fourier 变换 情形 相对 应 的 以 下 事实 是 明显 的 , 即 分 列 按 照 
R<1, RS>1 


f(7) 的 察 或 宽 的 图 形 对 应 到 对 相伴 的 变换 F(C) 的 宽 或 罕 的 图 形 . 


“9595 ， 


(37.44) 


(37.45) 
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考虑 不 连续 函数 


ll], 0<r<L, 
f(7) = 
0, 7r>L 


及 其 包含 零 阶 Bessel 函数 的 积分 表示 式 ; 由 于 
L 

F(C) = / "f(r) (Sr)ar = ZACL), 

显 式 表示 式 是 
JoD= |/ CCF(OJo(cr)d 
0 
OO OO rT 
一 六 1 一 -一 du. 。 

L / Jo(Cr) (CD) de / nn (pT) n(nadn (37.40) 

参照 Bessel 函数 积分 公式 


二， c <1, 
Ia = | henna = 112，a=1 (37.47) 
0, Q > 1|， 


显示 出 表示 式 (37.46) 正确 地 分 别 规定 了 该 生成 函数 在 0<r< 工 和 7 > 工 中 的 
值 1 和 0, 而 且 在 f(r) 的 不 连续 后 取 值 


f(L+0)+f(L—0) 
一 人 


习 是 37 


1. 一 类 轴 对 称 问 题 与 Fourier 为 介绍 他 的 求解 满足 补充 条 件 的 俩 微分 方程 的 方 
法 选用 的 问题 (第 十 三 章 ) 类 似 , 与 无 限 柱 形 区 域 0<p<L,z>0 内 的 势 方 
程 
Op? peop O22 
有 关 , 给 出 在 其 分 别 边界 上 的 名 定 值 
up,0)=1, 0<p<L, 
u(L,z)=0, z>0 


4 一 0 z—00, 0<p<L. 
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验证 在 整个 区 域 上 4 的 表示 式 为 


OO 
1 p 之 
二 2 —— nr - 人 了 |) 
“(00) = 2 2 oe) (oo 了) exp -on 了 | 
Jo(Yon) 一 U， 7 一 二， 42， 


证 明 两 个 积分 


| odp, 5>0 
Z 一 如 
和 


xdz，0>0 
p=L 


557 ， 


相等 , 它们 分 别 度量 平行 于 底 的 平面 圆 截面 上 的 向 内 流量 和 该 截面 以 上 的 曲 


边界 上 的 向 外 流量 . 
注意 观 祭 当 取 极限 6 一 0, 由 于 ?on 一 NT,n 一 co, 则 


| 
:= J 47》 一 =oo 
rm yon 


把 在 z=0 的 边界 条 件 换 成 


u(p,0) =1 一 后 ， 0O<p<L, 
讨论 当 6 之 0 时 对 应 的 积分 了 ,12. 


考虑 定义 方程 为 


d2 1d .» 

Liu| = 7 十 开交 十 4 u 一 0, 0O<a<r<b, 
du 二 0， u = 
dr 六 一 尼 "二 bb 


的 齐 次 边 值 问题 . 令 
u(r) 一 CO Jo(Ar) 十 CO» No(Ar), 


建立 关系 式 
Jo(MINi(Na) ~ mAajNo(Ab = 0, 
它 决定 本 征 值 和 < 和 2 <.… 证 明 本 征 函 数 

un(7) = Jo(MnT) — nNo(AnT), 


Jo(Anb) 六 (Ana) 
的 No(And) Ni(Ana) 


n = 1,2,.… 


. 558 . 偏 微分 方程 


构成 a <7 <b 上 的 一 个 正 交 集 , 而 且 


b 
N,, = / ruz(r)dr 


一 02[ 记 (和 nb) 一 6n Ni(Anb)]’ 一 02[Jo( 和 na 一 6n Vo(Xna)] 


根据 Wronski 公式 (37. 10) 化 简 上 面 的 表示 式 . 
3. 在 由 方程 组 


一 (下 1 Du 


一 二 十 一 一 |， <r<b,t>0, 
a + ) 0<7 

0 

一 一 0， u ~U, t>0 

Or |,._, bp 


u(7,0) = 0, a<r<b 


定义 的 扩散 型 初 / 边 值 问 题 的 分 析 中 应 用 前 面 的 结果 . 验证 对 由 共 轴 图 定义 
的 区 域 的 内 边界 上 的 解 或 温度 的 表示 式 为 


2 N? (Mna) Jo(Mnb) 
uo,t) 一 二 2 N2(Ma) — Na(Nnb) 万 (No 


—kA2+ 


.表示 式 [ 见 (37.37)| 


Nn (Yon ) 
~ L/w 2 
u(p,z,t) = 2U00 > ,oa fi on) exp[|—k(Yon/L)’ tlerf Bea 
散 方程 的 解 . 它 在 底面 (z = 0) 和 侧 曲 表面 (z > 0,p = 工 ) 上 当 t>0 时 为 
从 ， | 匀 的 初始 值 Uo. 证明 : 在 底面 上 向 外 流出 的 总 
热流 由 下 式 给 


ma=/ a (re 到 J 4nrpceUoL’ Sl 5 (pe— ~ 


名 一 ] in 
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z 
ar | i dz 
0 Op p=L 
之 
= 47kU 一 天 L of dz 
TK 0 2 exp| (Yon/ )2] e be i 
= 4TKL0 yexpL_kon /L)°t] | Herf i _ 三 ze /Aktdqy 
n=1 - 2VEkt Vnkt 0 
2 


~ 47TKL70 》_ exp[—k(Yon/L)d n 一 VR , 二 污 L, 


n= 二 1 


再 检验 在 曲 边界 p 二 上 ,0 <z< 昌 (全 1L) 上 对 应 的 流出 热流 为 


F2 = 47rkL7n0 > exp[—k(Yon /5L) 可 一 wh at 
一 ~ 4xpcUoL*H 和 了 一 一 4npcUoLY > 证 
z n=1 On n 二 1 Dn 


这 样 


1 
Fi+F = 4rpcL* HU > 去 
On 


显然 必须 在 数量 上 等 于 在 区 域 0<p<L,0<z< 昌 内 的 初始 热量 , 即 
H L 
2roc | dz / pdp = npceL* HUo: 
0 0 


所 以 得 到 涉及 零 阶 Bessel 函数 的 零点 的 结果 


DE 
7 二 1 Yon 
. 仿 微 分 方程 


Br2 rear r2892 


的 满足 条 件 


+ =0, a<r<b, 0<29<27 


ul(a, 8) =0, ub,9)=0, 0<Y < 27, 
u(r,0) = u(r, 27) 
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的 特 解 由 


un(7, 3) = [Jm(AnT)Nm(Ama) — Nm (MnT)Jm(Ana)) | Cos mY | ， 和 一 0.1,..， 
sin md 
i 
与 确定 本 征 值 入 的 方程 


Jm(Xb) _ Jm(Xa) Gil 
NA Nn (Xa) 


表 出 . 
当 径 向 变量 的 外 限 和 内 限 之 差 即 b 一 a 与 其 平均 值 相 比 是 小 的 , 即 
a++b 


ba 一 六 


时 ,容易 得 到 这 些 本 征 函 数 和 本 征 值 的 性 质 的 一 般 概念 . 在 这 种 情形 下 ,(i) 
中 径 向 因子 的 柱 函 数 常 微分 方程 


d* 1 d 中 m2 , 


有 一 较 简 单 的 近似 形式 
后 + 六 -和 鉴 | Zn=0 (v) 


求 (v) 的 合适 解 且 验证 从 (iv) 转移 到 (v) 过 程 中 忽略 (2) ,这 一 项 是 
有 理由 的 ; 对 本 征 值 Xn 的 对 应 估计 是 什么 ? 


假设 一 条 连接 内 圆 和 外 圆 的 径 向 线 (a <r < 如 = 0) 如 图 所 示 , 假设 
要 求 在 这 样 定义 的 单 连通 区 域 的 边界 上 所 有 点 为 零 的 (i) 的 解 . 证 实 解 的 表 


,my 
Un(7, 9) = {Jno (MnT) Nj2(Mn0) — Nm 2 (MnT)Jm/2 (Mna)l sin vt 
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m = 1,2,... (vi) 
其 中 
Jm/2(N0) 加 Jmy/2(Aa) (vii) 
Nn/2(M0) Nmy2(Xa) 
为 本 征 值 方程 


半 奇 数 阶 的 柱 函 数 可 用 有 限 项 表示 , 例如 


2 . 2 
JaZ) = 4 一 一 Sin 7， Ni/2(X) = 4/ COS, 


客 许 有 (vi), (vi 的 简化 ; 特别 地 , 证 明 : 如 果 m = 1, 本 征 值 由 
An = 一， n = 1,2,... (viii) 
精确 地 给 出 . 当 边 界 条 件 在 该 径 向 线 上 改变 而 要 求 凡 的 法 向 导数 在 那里 为 
零 , 同时 以 在 边界 其 他 的 圆周 部 分 上 与 以 前 一 样 为 零 时 , 建立 此 条 件 下 成 立 
的 (vi), (vii) 的 类 似 表 示 式 ; 得 到 此 情形 下 (viii) 的 相应 部 分 
tan An(b— a) 2 
Anb—a) 4M2aeb+1 


.适用 于 描述 下 端 自 由 的 是 挂 的 重 链 的 小 振幅 运动 的 方程 


Ou 0 Ou . 


包括 了 从 垂直 或 静止 准 线 向 雳 边 的 位 移 U(X,t), 它 是 沿 该 链 的 距离 x 和 时 
间 t 的 阴 数 , 连同 质量 密度 p 和 张力 P(z). 如 果 工 是 从 链 的 自由 端 开 始 测 
量 的 距离 , 则 
P(z) = 092， 
这 里 g 表示 重力 加 速度 ; 这 样 (i) 的 具有 周期 时 间 依 赖 性 的 分 离 变量 解 如 
u(x,t) = X(T) {a 


SI1n 


与 对 X(z) 的 变 系 数 常 微分 方程 
2 -一 哩 有 有 
7 (3 十 和 入 王 0 (ii) 


d*X ldX Xs < 
dr2 zdr T 本 
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相 联 系 , 它 不 是 精确 的 柱 函 数 形式 . 

证 明 : 在 (ii 中 实行 变量 变换 zz= s* 后 结果 得 出 一 个 零 阶 柱 函数 方程 ; 
且 给 定 条 件 X(0) = 有 限 (由 z=0 是 常 微分 方程 (这 的 奇 点 这 事实 所 必须 
要 求 的 ), 且 XUW) = 0 (与 该 链 悬 挂 的 固定 点 一 致 ), 决定 有 关 本 征 函 数 与 本 征 
值 . 用 它们 去 构造 (i) 的 一 个 级 数 解 ， 即 


u(x,t) = YX (Z)( 4 cos wnt 十 Bn sin wnt), 


n=1 
它 满足 边界 条 件 
u(0,t) 二 有限， ul(ll,t)=0,，t>0 
和 一 对 初始 条 件 
u(x,0) = f(z), Su = g(r), 0O0<z<! 
t=0 
详 述 对 应 于 选择 
T 
f(z)=A(1-7), g(x)=0 
的 解 的 形式 .. 
7. 考虑 半径 为 R 的 薄 贺 板 中 径 向 对 称 温度 分 布 的 扩散 方程 
Ou O° 1 Ou 
Br ( 老 +3 如 ) O<r<R, 1t>0 (1) 
连同 初始 和 边界 条 件 
ur,0)}= f(r7), 0O<r<R 
和 
u(R,t)=0, t>0 
验证 解 能 表示 为 
u(r, +) =/ G(r, r,t)r’ f(r’)dr, (ii) 
0 
其 中 
Jo(AnT)Jo(AMnT ) _ra2 ... 
G(r,r',t) = 3 32 人 nt (iii) 
县 


JMnR) =0, n=1,2,.. 
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如 果 f(7) 的 非 零 值 局 限于 7 二 0 的 一 个 = 邻 域 且 满 足 
lim | 2rrf(r)dr| = 加， 


这 里 .QQ 表示 于 该 板 中 心 在 t= 二 0 瞬时 地 引导 出 的 总 热量 , 板 的 质量 密度 和 
比 热 分 别 是 p,c, 从 (让 ), (iii) 得 出 的 板 对 应 温度 是 


ok 和 rt . 
Us =， > 过 Ro 2 : QW) 


要 求 决定 当 民 一 oo 时 上 式 的 极限 ; 为 此 利用 渐 近 特征 表示 式 
| 2 | 2 
Jo(r) ~ i C08 (z —=), Ji{(X) ~ ~ Si (z—=)， 并 六 1 


且 证 实 估计 式 
AnR ~ (" 十 1 Nn， 
人 
和 入 三 各 一 An 1 万 ， 


2 
Jf (MR) ~ A Ri Anf>S>1, 


特别 地 , 它们 揭示 当 民 一 00 时 本 征 值 和 得 到 一 个 连续 分 布 . 在 这 极限 中 
得 到 的 (iv) 的 变 体 ， 即 


OQ ™ Jor _L\2 Rh 
us{7, t) ~ npcR / J kA 到 
0 » TAR 
~ -二 | MnOr)e-t*ta\ (V) 
2 pC 0 
2 
WY exp{(—r7 /ARE) :0 
4npce kt 


描述 二 维 情形 中 瞬时 作用 的 点 热源 (或 扩散 方程 (i) 的 Green 函数 ); 验证 与 
此 热源 相 联 系 的 温度 分 布 (v) 所 必须 具有 的 特征 为 


lim us(r,t)=0, 7r>0, 

k 0 0 0 
(rus= us, t>0 
r Dr (3 “ST As 


CC 
pe | 27rus(r,t)}dr = QQ, t>0. 
0 


. 564 . 含 微 分 方程 


8. 考虑 非 齐 次 偏 微分 方程 


1 Ou Ou 
一 _ 一 _ < ， 
r Or (如 )+ 城 f(r, z), 0 "<00 0<z<h 


连同 规定 
u=0, z=0, z=h, Og&r<oo 


和 


um0, 0O<z<h, ro oo. 
引入 对 (i) 中 给 定 函 数 有 的 一 个 积分 表示 , 邑 
fr) = | Gln) Pe, sa 
这 里 ， 
F(G5) = | rf sler)ar 
引入 包括 宙 的 类 似 的 一 对 ， 即 
un = che UG 3 


和 OO 
U(C, Zz) -| rJo(Cr)u(r, z)dr; 


验证 决定 U(C,z) 的 方程 组 为 


OU 
B22 一 CU 一 一 下 (92 
U(C,0) = 0， U(C, h) = 0, 
h sinh CZ sinh C(h 一 Z> ) / / 
U(C, 2 -| campheh fC? )dz 


满足 所 述 的 所 有 要 求 ， 其 中 (z<,z>) 表示 (2,2) 中 的 较 小 者 和 较 大 者 . 


利用 关系 式 (ii) 一 (vi) 去 得 到 (i) 的 解 , 即 
h oo 
u(r, 之 ) =/ dz | r’G(r,r’, z, 2 )f(r', 2 dr ， 


其 中 
5 sinh Cze sinh C(h oz) 


G(T, 7’, 2, Z') =- he (kr7olr) 水 


(i) 


(ii) 


(ji 


(vi) 


(vii) 
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如 果 ( 中 的 ( 源 ) 函数 位 于 点 7 二 0,z= 二 6(0<656<h) 且 
区 d+E 
lim 2r | radr | 局 f(r, 2Z)dz = g, 
则 解 (vii) 的 对 应 形式 
us(T,z) = gG(r7, 0, z,6) (viii) 


描述 位 于 电势 为 零 的 两 平行 平面 z = 0,z = hh 之 疗 的 一 个 点 电荷 g 的 势 函 
数 . 
在 此 Green 元 数 中 出 现 的 双 曲 函数 能 换 成 指数 台数， 即 


sinh Cz< sinh C(h — z>) 


sinh Ch 
lecoshCih— (z> — z<)) — cosh dlh — (z> + z<)| 
2 sinh Ch 
lcoshC[h—|z— zcoshC(h—z—2’) 
“2 sinh ch 
-Clz—z | 了 e-26ht+clz-z | _ eo-C(z+z’) _ eo-—26h+C(z+z") 


Ce 
ig 


1 一 e~2¢h 


所 以 


1 ~” |z 一 0 |z 一 0 
Cl7,0, z;,0) = 元 / exp | 5 中 +emp| ( 5 ) 
vr 
一 exX _Z 十 0 — eXxDp | 一 1 _ 2 十 0 了 (5) , 
“PT oh 上 2 1 e-r™ 
给 定 .Jo(0)= 二 1 和 


f (所 一 To ) dv = W(X) = © InT(z) 


vy 1 一 e 一 7 


(ix) 


这 里 W(Z) 是 荆 函 数 了 T(z) 的 对 数 导 数 , 满足 函数 方程 


V1 + 2) == + wz) 


. 566 . 仿 微 分 方程 


这 使 得 (ix) 能 表示 成 形式 


1 | 
G(0, 0,z,6) = |z +)+v(- 千 ) 


(x) 
| 一 引 |z 一 0 
wt) +- 第 
这 就 把 这 个 Green 函数 在 源 点 (7 = 0,z = 6) 的 奇异 部 分 孤立 出 来 了 . 


由 点 电荷 9 所 经 党 的 ( 沿 平 面 的 法 线 作用 的 ) 2 F 作为 与 在 分 别 的 平 
面 上 诱导 电荷 相互 作用 的 结果 ， 


| 
了 2 = 94 记 7 us Z)— pel 
之 二 站 


能 用 表示 式 (x) 直接 计 彰 ; 证 明 : 


其 中 用 到 包含 由 函数 的 导数 的 关系 式 


2 


(1 -7) + (zr) = 


sin2(rz) 
求 当 用 一 co 时 严 所 取 的 极限 并 作出 解释 . 
9. 考虑 关于 z 轴 对 称 的 努 函数 ul(7,z) 的 偏 微分 方程 


1 D Ou Ou . 
-Dy (r 巡 )+ 焉 =9 r>0, (i) 


且 注 意 存 在 沿 该 轴 正 则 的 包含 修正 Bessel 函数 
70(Z) 一 Jo(ix) 


的 特 解 
lo(Cr)e'’, 
10(z) 满足 常 微分 方程 


且 有 积分 表示 式 a | 
10(z) = 元 / esin odo. : (ii) 
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] 人 
un zs) = | FO de (iii) 
定义 了 (i) 的 更 一 般 的 解 ,然后 利用 (ii)， 推 导出 
1 iC {z+ir sin a) 
u(7, ZzZ) = 可 mn). zr 人 BT da 
F iC(z 二 ir7 sin o) 、 
wa/ /re dt (iv 
一 If f(z 17 sina)aa 
这 里 ww 
FPO)= | fe 
定义 了 一 00 <T< oo 上 可 积 函 数 f(T) 的 Fourier 变换 . 


表示 式 (iv) 是 与 电子 光学 分 析 相 联系 的 一 个 有 价值 的 表示 式 , 用 其 滞 
轴 上 上 的 取 值 来 表示 一 个 轴 对 称 势 通 数 , 由 于 


lim ulr, 2) = f(2), 一 oO < 2 < oo0, 
(iv) 的 一 个 修改 
] T 1/ 2 
u(T,Zz) = 一 / (f(z+irsina) + f(z— irsina)lda (Y) 
0 
以 实 被 积 函数 为 其 特点 , 与 表示 式 
1 
uz,y) = 5 f(T +iy) + fT iy)], vr,0) = f(z) (vi) 
作 比 较 ， 它 刻画 关于 Z 轴 对 称 的 即 ul(X, 一 y) 二 u(7X,y) 的 一 个 势 函 数 ， 或 
Laplace 方程 
0? O* 
(zat mn)" 
的 解 . 
建立 偏 微分 方程 


的 正则 解 的 表示 和 式 


1 开 
u(rT,Z) = 7 / f(z + ir sin a) sin oda, (vii) 


568 . 偏 微分 方程 


注意 性 质 
lim u(r, 2) ~0,， -00<Zz<o0. 
对 类 似 于 (iv) 的 一 个 表示 式 在 研究 轴 对 称 静 电场 的 力 线 中 有 作用 . 考 
虑 半径 为 了 垂直 于 对 称 轴 (具有 固定 的 z 的 值 ) 的 一 个 圆 , 且 设 N 度量 穿 过 


此 圆 的 力 线 数 : 如 果 半 径 从 7 增加 到 7 十 dr, 增加 的 流量 或 力 线 数 用 电场 强 
度 的 法 向 分 量 BB。 来 确定 , 由 


dN = 27rE,dr = orr dr 
Oz 


给 出 , 这 里 ul(7,z) 表示 势 函 数 , 利用 由 此 得 出 的 推论 


连同 从 (iv) 得 到 的 另 一 式 子 ， 即 


Ou i D 广 . 
A = -a ftirsino)rsinado 


去 得 到 所 要 求 的 表示 却 


， 不 
NUrz) 三 他 / f(z + ir sina) sin ada, (viii) 


由 此 推断 出 在 7 = 0,N 取 零 值 . 证 明 : NN 满足 偏 微 分 方程 
ON 10N ON 


} 


7 7Or! 027 | (0) 
它 容许 有 预期 的 形 如 
N(r,z) = rN(Cr)e' 
的 特 解 
如 果 测 度 N 保持 不 变 而 场 线 穿 过 的 圆 的 坐标 7,z 两 者 都 变化 , 由 此 得 
出 这 些 轩 上 的 各 点 位 于 活力 线 的 位 置 上 (如 图 所 提示 的 ); 且 因此 条 件 
N = 常数 


可 以 用 来 确定 力 线 . 
公式 (iv), (viii) 的 一 个 简单 应 用 涉及 选择 一 个 轴 分 布 


u(0,z) = f(z) = =， 2 天 0; 
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检验 与 其 相伴 的 表示 式 为 
)= J Voa=2zr| -| (x) 
LU(T, 之 -= 7,Z) = 27 | 


在 这 种 情形 下 , 曲面 = 常数 是 球面 , 且 由 7,z 平面 上 一 园 绕 z 轴 旋 转 而 生 
成 ; 此 外 , 当 z/r= 常数 时 , 即 沿 通过 z 轴 上 点 7=0,z=0 的 直线 , N 不 变 . 
这 样 , 表示 式 (xX) 是 由 在 原点 的 点 电荷 引起 的 静电 场 的 特征 . 


利用 Taylor 展开 式 
f(z+irsina) = f(z)+irsinaf'(z)+ > (ir sin a) f"(z) + 


求 u(r,z) 和 和 (rz) 在 对 称 轴 邻 近 的 近似 表示 式 


“天 


。 仅 


7(a,D) = 人 Jolar)e Mdz, B>0 


定义 了 两 个 变量 a,6B 的 函数 ; 证 明了 满足 一 阶 偏 微 分 方程 


用 上 式 直接 建立 具有 对 a,6 对 称 依赖 性 的 函数 形式 
1 = f(Va? + 6?). 
注意 特殊 值 | 
1(0,8) = 


推导 出 显 式 结果 


OQ . 
/ Jo(ar)e ?rqdr = ， p>0. 
0 


] 
Qa +B? 


“日 人间 ， 


偏 微 分 方程 


11. 


验证 函数 


ul(p, 2) = en (Ca) — bi1(Cb)]JolCp)e ad 


确定 了 半空 间 z > 0 内 Laplace 方程 


Bu lu 02u 


et 


B72 5 太一 
的 一 个 有 界 解 ， 且 取 规 定 值 


u(p,0)=1, b<p<a, 


u(p,0) = 0, 在 平面 上 z= 0 的 其 他 点 . 


考察 沿 z 轴 (p = 0) 分 别 当 
b—0 


和 


b 一 0，a 一 oo 


时 (i) 的 极限 , 考虑 到 结果 ( 见 问题 10) 


a Jo(AT)e “dz = FE KL>0 
将 一 阶 Bessel 函数 估计 式 
jia) = 一 +0(z5) 
引入 到 势 函 数 
up,2) =a | Rolo) (Ca)e- a 
中 , 求 得 


OO 4 Ce 
up,a = 50 | CTCp)e Sd — / C3Jo(Cpe-Sqc + O(a®) 


a2 A OO 
一 一 一 ezr7 
5 | Jo(Cp)e 6 


+ (Cp)e™®*dc + O(a®): 
16 O23 0 0 


应 用 (让) 以 及 柱 坐 标 (p,z) 和 球 极 坐标 mn, 切 的 关系 起 


2 2 2 
2 一 mcCo8s 妇 2 十 的 二 7 


(ii) 


(iii) 


12. 
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得 到 估计 
u(r7, 9) 一 L (2) P(eos®) 一 和 (2) Pyleos) +0 (2) ; 


且 注 意 它 与 第 三 十 六 章 中 的 独立 分 析 ( 见 图 57) 的 一 致 性 . 
导出 对 正则 势 函 数 的 混合 边 值 问题 的 解 的 对 应 方法 中 出 现 的 关系 式 , 即 
在 平面 z = 0 的 互补 部 分 上 有 不 同 条 件 


2 一 0<p<a 


和 


Ou = 0,p>a; 
Dz 0 :PhP 3 


这 关系 到 在 一 国 盘 上 有 常 电 护 的 静电 场 , 而 第 二 个 边界 条 件 表示 在 该 圆 盘 本 
身 以 外 的 平面 部 分 该 电场 没有 法 向 分 量 这 一 事实 . 


wp 可 = 二 人 len se sd +0 
表示 相关 的 势 函 教 , 由 此 可 以 推导 出 什么 样 的 Bessel 函数 积分 ? 
考虑 一 很 长 图 柱 体内 的 黏 性 不 可 压缩 流体 由 于 湛 其 中 同心 圆 部 分 搅动 而 产 
生 的 旋转 运动 ; 忽略 终端 效应 且 假 定 与 柱 轴 重 直 的 所 有 平面 截面 上 有 相同 的 
运动 , 存在 一 个 单独 的 非 零 速度 分 量 2 = v(p,t), 它 在 与 轴 的 距离 为 p 的 每 
一 点 处 横 截 于 半径 向 量 (与 该 轴 重 直 ), 它 还 依赖 于 时 间 t. 对 的 流体 动力 
学 方程 , 即 
Du 02v 18 7 


Hl pp Pl () 
包含 一 个 附加 项 (不 出 现 于 通常 的 扩散 方程 中 ) v/p*， 由 于 速度 向 量 的 变化 
方向 的 结果 上 且 包 含 运动 款 性 参数 v. 显然 在 轴 上 有 零 速度 , 连同 在 柱 面 ( 半 
径 RR) 的 无 滑 条 件 , 这 意味 着 


v(0,t) =0, v(R,t) =0, t>0. (i 
(iD 的 解 由 站) 和 初始 条 件 
v(p,0)=vo(p), 0<p<Hh 


唯一 确定 , 这 个 解 能 表 成 Fourier - Bessel 级 数 形 式 ; 证 明 它 就 是 


二 | 
2 直 章 时 
v(p,t) = ,cn (on ) eonvt/R, (iii) 


nn 二 1 


0Df12 


13. 


偏 微 分 方程 


这 里 
(on)}=0, n=1,2,..: 
且 从 速度 的 给 定 值 通 过 以 下 积分 得 到 系数 Cn: 


Nncn = / pvo(p) (on ) dp | 


1 : (iv) 
-RR / Cvo( RO) (ond)dc, n = 1,2,.…: 


其 中 


R 
p 1 -2 72 
0 hh) 2 0 


经 过 相当 长 的 时 间 后 , (这 ) 中 的 第 一 项 占 优势 , 因此 


2 2 1 
vp 有 ~ 守 (co1 0) ee / Cvo(RON(oC)de, to 00 (V) 


这 使 得 与 圆柱 轴 的 距离 为 p 处 的 速度 变化 与 一 阶 Bessel 函数 在 0 与 其 最 小 
正 根 ol = 3.83.… 之 间 的 变化 相 联系 . 此 外 , (v) 中 因子 


1 
/ Cvo( RON (oC) de 


将 任意 点 的 速度 大 小 与 初始 速度 分 布 v0(p) = vo(RC) 相关 联 ， 设 初始 速度 
由 洛 柱 轴 的 一 个 特殊 国 的 连续 搅动 (用 很 狭小 的 桨 ) 所 建立 ; 证 明 Lighthill 
(1948) 的 预言 如 果 运 动 将 尽 可 能 长 的 持续 , 那么 就 要 “在 与 圆柱 同心 其 半 
径 约 为 圆柱 的 0.63 倍 的 一 个 轿 中 搅动 ” 


考虑 关于 支配 n 维 球形 区 域内 径 向 对 称 温度 分 布 的 偏 微分 方程 的 一 个 特定 
问题 ,Bp 


2 
= + | n = 1,2,..- (i) 
由 此 能 系统 地 导出 包括 Bessel 函数 的 零点 或 根 的 各 种 数值 求 和 的 公式 . 假 
设 此 球 域 的 体积 为 V 而 半径 为 尺 有 均匀 初始 温度 Do 且 其 表面 从 此 保持 
温度 为 零 ; 验证 级 数 解 为 


u(r,t) = > Cm (=) Jp (cm) eomkt/R (ii) 
这 里 


2_] 
?To 
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和 

(om)=0, m= 1,2,..: 

2 _ hs cf I J (omé)dé 

fo ER(omé)dé 
且 考 虑 到 积分 。 
| rtiJ,(r)dr = rx’t ,1(7) 
0 
到 结 
得 到 结果 2 
i OmJp+1(Om) 


(二 
utr 昌 =200 》 工 (并 ) (on) oo nto/ a p= -1 (iil) 
m= 二 1 


Jp+1(0m) 
作为 所 述 问题 的 解 ， 
在 特殊 情形 
n=1, p=—1/2 
讨论 有 关 细 节 . 


(iii) 的 第 一 个 应 用 是 基于 自 相 容 性 和 要求 , 即 当 t= 二 0 和 ?7 二 0 时 ,4 二 Uso; 
且 这 得 出 (回顾 对 J,(7) 的 级 数 展开 式 (37.8)) 


1 OP 
2 TT DD Jori(om) (iw 


如 果 n= 二 2 和 p= 二 0, 上面 的 关系 式 变 成 


COX 


1 1 


— Jom) =0, 
omdi(om) 9 oa ) 


m=1] 


与 前 面 所 述 的 一 个 关系 式 [ 见 (37.39)] 完全 一 致 . 由 (iv) 且 选 n= 1,p= 
一 1 /2, 将 得 出 什么 推论 ? 


(iii) 的 第 二 个 应 用 依赖 于 一 开始 出 现 于 该 超 球 中 所 有 的 热 最 终 从 其 表 
面 流 出 这 一 明显 事实 ; 其 解析 表述 为 


OO 
VUo = -ks | (&) dt, 
0 Or / _R 


“74 


14. 


15. 


侦 微 分 方程 


利用 结果 
V/S = R/n 


和 (iii) 的 推论 


Ou 2U0 一 Om 2 
_ 一 一 一 一 天 | 一 一 
(¥) Rh ep| 6 中 ‘>0 


A 
之 后 , 导出 关于 Bessel 函数 零点 的 关系 式 , 即 
i 0 () 
在 情形 
n=1, p=-1/2, n=2, p=0， 和 n=3,，p=1/2, 
(v) 的 特殊 的 推论 分 别 是 什么 ? 
设 ulz,y) 表示 偏 微分 方程 


O22u Ou 
一 十 一 = 十 ku=0 
B72 十 By 二 + kt 
在 国 
72 十 yy _ BR2 


内 和 其 上 所 有 点 上 的 一 个 有 界 解 ; 证 明 : 沿 该 国 周 ur 的 积分 是 与 其 在 圈 必 的 
值 UO 有 关 的 ， Ep 
u(R, V)dy 一 27uo0Jo(kR), 
0 


而 且 它 是 调和 子 数 的 平均 值 定 理 的 推广 . 

黏 性 流体 流 的 速度 平行 于 一 个 长 园 柱 形 管 的 (z) 轴 , 受 在 一 端的 均匀 的 压力 
梯度 9p/8z 所 驱赶 且 沿 轴 向 速度 无 变化 , 速度 例如 说 是 v(7,t) 是 径 向 变量 
r 和 时 间 上 上 的 函数 , 它 满 足 非 齐 次 偏 微分 方程 


0 190 Ov Op : 
(ti) "可 一 本 (的 


这 里 jp 是 流体 夭 性 和 密度 参数 . 如 果 所 加 压力 梯度 按时 间 周 期 地 变化 且 
所 引起 的 流体 速度 也 是 周期 变化 的 , 记 


了 = 一 Petet wv(r,t)=V(r)e®™’, (ii) 


16. 
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所 以 (i) 换 成 常 微分 方程 


dV ldV iwp P 
y=- ,0< ij 
jr 十 7 7 7 Or<Rh (1ii) 


证 实 (让) 的 在 管内 处 处 保持 有 限 且 在 管 壁 为 寒 即 
V(R)=0 


的 解 , 用 具有 负 虚 自 变量 如 i3/2 一 一 i 的 零 阶 Bessel 函数 来 表示 , 有 形式 


Tr 
iP “0 (2a) 2 2WP . 
Vn) = -7 1 ， 化 二 hh TO (iv) 
决定 由 z 
R z R 
Q@ = 2r | rv(r,t)dr = 2rewt | rV(r)dr 
0 0 

定义 的 流 率 ， 且 考虑 当 a 一 0 时 的 极限 情况 . 
考虑 半空 间 (z > 0), 整体 有 零 初 始 温 度 , 且 假 设 随 后 (ft > 0) 在 边界 z = 0 
上 在 一 半径 RR 的 加 域内 的 温度 有 定常 值 U0 而 在 该 平面 的 其 他 处 为 零 ， 对 
温度 的 有 关 方 程 组 , 参照 从 该 圆 域 中 心 引出 的 一 个 轴 (7 = 0,z > 0), 即 
Ou 本 1 8 | 


HH“ ra B22 


Uno, 0<r<h, 
ur,0,4) = 0 r>R 


u(r,z,0)=0, z>0, 0gr<oo 
和 
4 — 0, 六 十 2 一 oo， 


能 用 相继 的 一 对 积分 变换 来 得 到 解 . 为 此 , 引入 Fourier ~- Bessel 变换 
Un= ralr at) (cr)dr, 
0 


验证 关系 式 


BU 82  ， 
Sk|i -0 2 >>0, t>0, 


U(C,0,t) = oT (CR), 
U(C,z,0) = 0, z>0 


. 576 - 偏 微分 方程 


成 立 . 其 次 引入 Fourier 正 纺 变换 


Dob=/ U(C,z,t) sin vzdz, 
0 


证 明 
2 十 kG + wo)U = kvUoR— 和 
UoR (CR 
0 = se exp(—k( + 0°) 
保持 初始 条 件 U(C,v,0) = 0. 
因此 
U(C,z,t) = FUR 人 万 十 sin yz[l — expf{ 一 E(z2 + C°))tldv 
= =U Re (CP 2 cosh Cz 十 e™¢zerf CYR 2 
ee? “<. 
ec*erf es 元 || 
随 之 得 出 所 要 求 的 表示 却 


u(r, z,t) = >UoR 人 JoCr) (CR) 


1 cosh Cz 十 eserf GA — 于) — e'zerf (em 十 2) de. 


借助 于 (37.47)， 证 实 上 式 真 的 确定 了 对 u(7,0,t) 在 边界 平面 z 二 0 上 的 指 
定 温 度 分 布 . 验证 当 取 极限 t+ 一 oo 时 ， 


UU 一 U(rT, 2) 


是 与 问题 11 中 表示 式 (iii) 完全 一 致 的 一 个 势 肖 数 . 


第 三 十 八 章 


双 曲 型 方程 


我 们 先前 选择 与 扩散 和 定常 态 场 的 模式 有 关 的 二 阶 抛 物 型 和 椭 加 型 偏 微分 
方程 来 详细 讲述 了 一 般 能 应 用 于 这 两 类 方程 的 各 种 初 边 值 问题 的 方法 ， 相 比 之 
下 , 二 阶 双 曲 型 偏 微分 方程 (回顾 第 二 章 ) 存在 两 族 实 的 而 且 不 同 的 特征 线 表 明 
它们 在 相应 的 各 种 问题 的 分 析 中 可 以 起 到 重要 作用 ; 而 且 这 些 方法 确实 是 值得 
讲述 的 . 基于 特征 线 的 方法 与 涉及 Fourier 级 数 和 积分 的 分 离 变量 法 这 两 种 方法 
的 对 照 也 是 有 局 发 性 的 . 

考虑 双 曲 型 偏 微分 方程 

Ou Ou 38 1 
B77 二 Bo (38.1) 
它 的 特征 线 方程 
T—~-Yy=Oi, LX+y=C2, ~o0<Ci,C2<o0 
确定 两 族 (互相 正 交 的 ) 直线 . 用 特征 变量 
€ 一 之 一世 二 十 vy， 


方程 (38.1) 改写 成 
Ou 


eon 


因此 相继 积分 后 得 到 
ulé,n) = 6 二 907)， 


. 578 ， 仿 微 分 方程 


这 里 f,g 表示 任意 的 单 变量 函数 , 所 以 
u(T,y) = f(z — YY) + g(r+Yy) (38.2) 


表示 偏 微 分 方程 (38.1) 的 通 解 . 
设 要 决定 (38.1) 的 一 个 解 , 其 值 在 一 对 特征 线段 OP, OR ( 见 图 59) 上 已 被 
指定 ; 即 假设 


u(X,y) 二 pw(z) 在 x 一 y=0 的 线段 OP 上 ， 
u(x,y) 二 (rz) ”在 z 十 y=0 的 线段 OR 上. 


如 果 线 段 OP,OR 的 长 度 分别 是 Li, LK, 则 P 
和 Q@ 两 点 所 在 的 特征 线 的 方程 是 


y 二 X= V271 
而 过 @ 和 R 的 特征 线 的 方程 是 
y — 7 = V272. 


在 引用 通 解 (38.2) 后 , 条 件 (38.3) 推出 
(38.2) 中 的 任意 函数 f,g 与 给 定 分 布 wp,y 在 0 7 
特征 线 上 由 图 59 

L 名 
p(Z) = f(0)+9(27x), Og<z< 5 
wb(z) = f(27) + g(0), -次 <z<0 
相关 联 , 这 一 对 关系 式 是 相 容 的 , 如 果 正 如 将 要 假设 的 


p(0) = wp(0). 


(38.3) 


(38.4) 


9(0) = » (5) —f(0), 0 < o & V2L, 


2 (38.5) 
fl(o}=%» (5) —g(0), ~v2L2 <o<0 


”  f(0)+9(0)= (0) = yw(0), 
所 以 用 已 知 的 一 对 函数 ,yp 连同 已 知道 其 和 的 附加 条 件 f(0), g(0)， 函 数 f,g 就 
分 别 被 确定 了 . 将 这 些 确 定 的 式 子 吸收 到 (38.2) 中 , 就 得 到 所 提问 题 的 完全 确定 
的 解 , 即 


uz,Y) =9 | +Yy 1 2 _ y(0), (38.6) 
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且 它 满足 分 别 治 OP 和 OR 的 规定 分 布 p(x),w(z) 是 显然 的 ; 此 外 , 沿线 段 PQ 
和 QR, 通过 2,% 在 有 关 自 变量 范围 上 的 已 知 值 就 完全 决定 了 表示 式 


Li Li Li 一 也 2 Li 
国庆 -wr < 


和 
_ £2 | _ 2 Li— 2 
习习 -wo -号 ss 
特别 地 , 取 分 布 
0, 0 < zw < 
p(T) = (38.7) 
;LL 人 
2V2 2V2 2 
和 


L2 
VT)=7, 7r<0, 
V2 


它们 有 整体 连续 的 性 质 且 在 x = 0 光滑 地 连接 ; 则 解 在 正方 形 区 域 (了 ), (IT) 内 取 
不 同 的 显 式 表示 , 而 这 两 个 正方 形 一 起 构成 角 后 在 O,PQ, 玉 的 一 个 矩形 区 域 ， 
即 


aa 四 = ua) = 六 (38.8) 
以 上 两 式 在 由 方程 
— 
十 了 三 3 


描述 的 特征 线段 4B 上 处 处 有 相同 的 值 , 虽然 ul 和 ar 的 x 和 yy 偏 导数 在 那 
里 不 同 ; 这样 (38.8) 在 上 述 的 第 形 域内 定义 偶 微 分 方程 (38.1) 的 一 个 连续 解 , 党 


4B 有 一 个 不 连续 的 法 向 导数 (与 元 + 元 成 比例 ) 


上 述 问 题 中 很 多 特点 可 进行 评论 , 特别 是 它们 对 其 他 问题 仍 有 持久 不 豪 的 
意义 ; 一 开始 值得 注意 , 在 一 个 区 域 的 邻接 线段 上 而 不 是 沿 区 域 边界 处 处 指定 数 
据 提供 了 解 所 需要 的 合适 的 适 定 的 规定 . 此 外 , 解 是 在 其 边界 由 特征 线段 所 构成 
的 区 域内 被 决定 的 , 而 且 这 个 区 域 简 单 地 由 该 偏 微分 方程 的 两 族 特 征 线 所 黎 善 . 
如 果 边 界 分 布 是 连续 分 布 , 即使 不 连续 可 微 , 其 解 具 有 同样 性 质 ; 而 且 从 数据 的 
导数 不 连续 的 边界 点 4 出 发 的 特征 线 可 以 看 作 是 把 这 种 奇异 性 状 “ 引 入 ”到 解 
的 定义 域 中 . 

其 次 假设 当 一 对 条 件 是 沿 共 同 的 而 且 是 非特 征 线段 的 线段 例如 xz 轴 的 区 间 
a Xb 上 给 定时 , 即 在 该 处 


u(x,0) = (Dj 


. 580 . 含 微分 方程 
和 

Br) . = Vz), a<rb, (38.9) 
求 偏 微分 方程 (38.1) 的 解 . 再 用 通 解 (38.2), 由 此 推导 出 


p(T) = f(T) + g(x), 


yz) = f(z) + Is), a<r<b (38.10) 
构成 确定 f 和 9 的 联 立方 程 组 . 对 第 二 个 方程 积分 后 , 得 到 关系 式 
f(s) -gz) = 一 有 w(O)dc，c 为 常数 (38.11) 
它 与 (38.10) 的 第 一 式 一 起 得 出 用 y, wy 来 表示 f,g 的 表示 式 
1 1 ff 
(2) = 0) -3 | VO i 
g(z) = 50(7) + 3 / (Cdc, agz<h 
这 就 直接 导致 解 的 一 个 经 典 形式 , 称 为 dAlembert 解 (1747), 即 
u(z,Yy) = 2 二 / wy(C)de, (38.13) 


它 在 以 后 
(a, 0)， (Ble+t -地 -可 ， (b,0), (5+ ->[b — | 


为 角 点 且 由 特征 线段 为 边 构 成 的 一 个 正方 
形 ( 见 图 60) 内 成 立 ， 通 常 认 为 在 x 轴 
上 面 和 下 面 该 正方 形 的 三 角形 部 分 是 该 轴 
上 规定 数据 的 影响 区 域 ; 对 z,y 平面 上 的 
其 他 处 这 样 的 数据 不 起 作用 ， 反 之, 当 在 
z,y 平面 上 一 个 点 P 已 选 定时 , 在 该 点 处 
的 解 up 仅 依 赖 于 过 P 的 一 对 特征 线 与 
z 轴 两 交点 之 间 的 z 轴 部 分 上 的 数据 ; 且 
每 一 个 这 样 的 三 角形 称 为 该 点 解 的 依赖 区 


域 . 数据 中 的 不 连续 性 结果 导致 对 解 的 不 60 
连续 性 , 而 从 不 连续 点 出 发 的 特征 线 标记 
着 影响 区 域内 的 奇 线 


特征 线 (或 一 般 的 特征 曲线 ) 被 挑选 出 来 作为 决定 偏 微分 方程 的 (唯一 的 ) 
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特 解 所 需要 指定 数据 的 适当 位 置 ; 例如 , 如 果 久 及 其 法 同 导数 是 指定 在 (38.1) 的 
特征 线 y = x 上 , 即 


Ou Ou 
u(x,y) = p(T), -六 十 本 = Vz), asrsgb, 


从 通 解 (38.2) 得 出 的 关系 式 
f(0) + 9(27) = p(X), asrgb 
和 
—2f’(0) = Yrz), a<<zr<b 


显然 不 能 决定 f 和 9. 所 以 沿 特征 线 的 数据 的 选择 是 有 限制 的 , 与 在 第 二 章 中 对 
一 阶 偏 微 分 方程 观察 到 的 这 个 性 质 是 一 致 的 . 
再 考虑 (38.1) 的 除了 满足 沿 半 直 线 x > 0 上 形 为 (38.9) 的 那些 条 件 外 , 还 
满足 条 件 
u(0,y)=0, vy>0 (38.14) 
的 解 . 只 要 z 士 y > 0, d'Alembert 表示 式 (38.13) 仍然 有 效 , 因为 带 有 正 目 变量 
的 函数 yp,v 已 给 出 ; 且 如 果 函 数 2,% 有 奇 对 称 性 , 即 


pro) = -plo), Yl-o)= ~y(0), o>0, 


则 满足 从 (38.13) 在 z = 0 导出 的 要 求 


0 = 3[p(W) + P{W)] + 3/ %(Odc，y > 0 


对 2,w% 的 给 定 值 从 正 自 变量 范围 采用 奇 对 称 性 规定 扩张 到 负 自 变量 范围 , 表示 
式 (38.13) 现在 对 所 有 z,y > 0 都 适用 且 提 供 该 问题 所 要 求 的 解 . 
设 边界 条 件 (38.14) 换 成 非 齐 次 条 件 , 即 


u(0,y) = Xx(y), y>0, (38.15) 
注意 到 从 偏 微 分 方程 (38.1) 的 通 解 
u(r,y) = f(T—Y)+ g(r+Y) 


推演 出 的 表示 式 (38.12) 连同 条 件 (38.9) 在 z > 0 上 完全 决定 f(z) 和 g(x).， 当 
rz 一 y <0 时 , 为 了 得 到 (38.2) 中 所 要 求 的 f 的 值 , 边界 条 件 (38.15) 加 在 (38.2) 
上 ,有 

X(W = f(~Y) + g(Y) 
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f(—y) = Xx(y) 一 oy) 
= X(Y) 一 p(y) — ;fv vd, y>0. (38.16) 


因此 (38.16) 补充 了 所 要 找 的 f 带 负 目 变 量 的 值 , 且 关 系 式 (38.2),(38.12),(38.16) 
联合 起 来 就 构成 了 所 要 求解 的 互补 表示 式 


1 1 VY 十 工 
X(Y 一 2) 十 5 1p(T +y)— p(y — 2)]+ 5 | WUG)GG，2 > 7， 
u(x,Yy) = | pety y—Z 
3 -outta) vo y < 

(38.17) 

它 在 第 一 象限 z > 0U,2 > DO 过 原点 的 特征 线 2 一代 的 上 面 和 下 面 的 扇形 4 > 
zy<z 内 成 立 , 分 别 的 表示 式 沿 这 条 特征 线 并 不 一 致 , 除非 4 在 xz 和 % 轴 上 的 
指定 值 在 原点 有 一 连续 拟 合 , 即 


xX(0) = Pp(0). 
类 似 地 , 沿 此 特征 线 w(x,y) 的 法 同 导 数 有 不 连续 性 , 除非 在 原点 包含 光 和 x 的 


一 个 确定 关系 式 成 立 ; 这 样 , 使 所 需 的 导数 组 合 
Ou Ou 


By 


一 2X (0) 一 (0 ~ (0) 
4 一 了 十 间 
和 
Ou Ou 
一 元 By 
相等 , 合适 的 关系 式 证 明 是 
X (0) = w(0). WY 


当 yy > zx 时 , 解 u(x,y) 的 依赖 区 域 不 

同 于 底 边 沿 z 轴 的 三 角形 区 域 , 由 于 除 zx 轴 

上 数据 外 有 y 轴 上 的 数据 (与 在 z = 0 的 边 

界 条 件 相 联系 ); 且 其 多 边 形 边界 ( 见 图 61) 

由 特征 线段 构成 (y—x, 0) (y+x,0) Xx 
包含 对 每 个 自 变量 z,y 的 二 阶 导数 的 | 

偏 微分 方程 (38.1) 的 通 解 81 


u(r,y) = Fl(y— x)+G(y+2) (38.18) 


= 一 2 (0) + w(0) 


y— i—0 
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中 的 一 对 函数 已 G, 当 以 下 4 个 条 件 给 定时 就 能 确定 , 即 沿 x 轴 的 一 对 条 件 
wz0 eol， 了 vc = 0<r<L (3819) 
y y=0 


和 沿 直 线 x = 0,z = 工 的 各 一 个 条 件 
u(0,y} =0, wu(L,y)=0, y>0; (38.20) 
因而 就 求 得 了 在 半 无 限 区 域 
0<zr<L, y>0 


中 的 解 , 且 瑟 G 的 自 变 量 范围 分 别 是 (Lo0), (0, co). 当 条 件 (38.19) 用 在 自 变 
量 的 有 限 区 间 上 时 能 推演 出 有 限 的 解 的 信息 ; 所 以 必须 用 边界 条 件 (38.20) 得 到 
其 余 信 息 . 将 后 者 用 到 函数 (38.18) 上 , 给 出 


F(y}+G(y)=0, y>0, (38.21) 


和 
Fly—L)+Gwy+L)=0, y>0; (38.22) 


现在 令 (38.22) 中 的 y 换 成 y 十 L, 所 得 关系 式 为 
F(y)+GYy+2L)=0, y>0, 


连同 (38.21) 推断 出 
Gy+2L) = Gy), y>0. (38.23) 


类 似 地 , (38.21) 中 的 y 换 成 y 十 工 且 注 意 (38.22), 其 结果 是 
Fl(y—L)=rF(y+L), vy>0. (38.24) 


所 以 按照 (38.23),(38.24), 和 G 两 个 函数 都 有 周期 性 质 , 上 且 一 旦 它们 在 一 基本 
周期 2L 上 被 确定 , 则 不 论 其 自 变 量 取 值 如 何 , 都 成 为 已 知 的 . 
从 (38.18),(38.19) 推断 出 的 条 件 是 (用 撤 “'” 表 示 对 z 的 微分 符号 ) 


F(~7rT)+G(r)= (7), OgzxzeL, 
F(z)+G(r)= V(x), OgzrgL, 


且 对 后 者 积分 后 取 形 式 
F(z) + G(X) = / Odc. 
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这 样 就 直接 得 出 F 和 G 的 分 别 的 表示 式 , 即 


] 人 
F(-o)= zep(o) 一: / y(Cac, 0<o<L, 


Glo) = 39(0) +3 | WO, 0<o<r 


(38.25) 


当 这 些 式 子 和 关系 式 (38.21),(38.22) 联合 起 来 , 接着 就 求 得 


F(o)= -59(0) -3 vd, 0<0o<L 


G(o)=—F(o ~ 2L)= -59(2L 一 G) 十 5 [ wC)ade, L<o <2L. 


(38.26) 


因此 , (38.25),(38.26) 提供 了 用 e 和 水 的 在 长 为 2L 的 自 变量 区 间 上 的 指定 值 来 
表示 的 F 和 G 的 显 式 表 示 式 ; 且 这 样 就 得 到 了 要 找 的 偏 微分 方程 (38.1) 的 解 


(38.18). 

上 面 的 解 适 用 于 其 边界 部 分 x = 0,z = 
L,y = 0 不 属于 特征 线 族 的 矩形 区 域 ( 见 图 62). 
另 一 方面 , 有 特征 线段 对 这 一 区 域 的 一 个 上 复 兰 ， 
这 些 线段 从 底 边 y = 0,0 < x < 工 出 发 , 与 边 
界线 x = 0, 工 的 相继 接触 点 经 历 “反射 ?; 从 所 
rz1(0 < zi < 工 ) 引出 的 一 对 特征 线 及 其 前 两 个 
反射 延伸 出 现 于 图 62 中 . 

设 解 (38.17) 由 在 y = 0,0 <z < oo 的 齐 
次 条 件 (p = 0,w = 0) 所 限定 ; 给 出 边界 条 件 


u(0,y) = xXx(y), y>0, (38.27) 
则 解 的 形式 是 
u(x,y) = X(y — 7£), (38.28) 


这 里 


J》 


(0, 2L—x!) 


(0, Xx1) 


so) = ti o>0, 


0, o < 0. 
其 次 选 定 x 的 一 个 有 限 范围 , 即 0 < x < 五 且 加 上 另外 的 边界 条 件 
u(L,y)=0, y>0, 


早先 的 解 (38.28) 在 现在 情形 下 仍然 保持 成 立 只 要 


y<L. 
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该 偏 微分 方程 的 个 别 解 的 组 合 
Ry 一 2) — Ry + 7 —2D) (38.29) 


在 zx = 工 为 零 且 比 (38.28) 在 更 宽 的 范围 0 <y < 2L 上 有 效 ; 在 (38.29) 上 加 上 
男 一 项 
XxX(y— 7x— 2L) 


使 之 满足 在 z = 0 的 边界 条 件 从 而 扩张 这 个 解 到 范围 y < 3L. 按 这 方式 继续 , 就 
给 出 了 一 个 一 般 表示 式 , 即 


u(x,Yy) = >》 X(y — 2nL—7)— >_X(y —2nL+i+z), 0O<zxz<L,y > 0, (38.30) 
n=0 n=1 
而 且 容 易 证 实 它 满足 此 偏 微分 方程 和 在 x = 0,z = 二 = 0 的 边界 条 件 . 
二 阶 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 
2 2 

= 已 (38.31) 
称 为 一 维 齐 次 波动 方程 , 作为 沿 弦 的 位 置 坐 
标 x 和 时 间 变 量 t 的 函数 , 描述 一 拉 紧 弦 
偏离 zx 轴 的 小 振幅 平面 局 部 位 移 s(x,t) ( 见 
图 63), 如 果 该 弦 有 均匀 质量 密度 p 且 当 位 
移 发 生 时 其 内 张力 P 保持 不 变 , 则 (38.31) 
中 的 常 系数 c 有 速度 的 量 纲 , 等 于 


O 
c= VHP 63 
(38.31) 的 通 解 
s(x,t) = F(T— ct)+G(r+ et) (38.32) 


中 的 各 项 有 一 个 有 用 的 解释 , 即 它们 刻画 任意 的 位 移 图 形 , 当时 间 变 量 t 增加 时 ， 
它们 不 改变 形状 , 在 x 的 值 的 增 或 减 方 向 以 速度 c 平移 . 因此 由 FF 表示 的 图 形 
在 时 间 t 的 相继 时 刻 t1,to(> 妇 1) 仅仅 是 癌 z 的 较 大 值 移动 总 计量 c(t2 — t1). 

由 (38.31) 和 适用 于 该 蕊 固定 端点 x = 0, 上 的 一 对 条 件 


~ s(0,t) =0, s(L,t)=0, t+>0 (38.33) 


组 成 的 方程 组 能 用 早先 对 二 阶 抛物 型 和 椭圆 型 偏 微 分 方程 详 述 过 的 分 离 变 量 法 
来 研究 . 该 方程 组 的 本 征 沙 数 和 本 征 值 是 
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因此 在 规定 的 有 限 范围 的 端 扩 为 零 的 该 波动 方程 的 特 解 有 形式 


也 下 全 nnct 
sn(T,t) = an Sin 一 oos ( - 一 5 ) ， nO 二 1,2,.… (38.34) 


这 里 a 和 56。 表示 任意 背 数 ; 这 样 的 解 有 周期 性 时 间 变 化 , 具有 和 角 频 率 wn = 
mrc/ 和 一 个 正弦 的 坐标 变化 , 在 xz =0, 工 之 间 有 7m -1 个 结 点 . 将 具有 固定 端 
点 的 弦 的 这 些 离散 本 征 振动 登 加 , 就 得 到 (38.31) 的 一 个 更 一 般 的 解 


S(Z), 加 一 > Qn Sin 一 cos(wnt — 6n,), (38.35) 
它 满足 预先 指定 的 在 t = 0 的 一 对 初始 条 件 (可 以 回顾 一 下 , 它 比 扩散 方程 所 需 
满足 的 初始 条 件 多 一 个 关于 时 间 的 一 阶 导数 ); 这 样 , 如 果 


so(2) = s(x,0),， vo(7X) = A ;， 0<z<L 
t=0 


分 别 规 定 初始 弦 位 移 和 速度 , 由 (38.35) 推断 出 的 且 决 定 (38.34) 中 参数 co 6， 的 
一 对 Fourier 正弦 级 数 表 示 式 有 形式 


OX 


7 
so(z) = 》 an cos én sin 一 0O<7z<L, 
的 (38.36) 
Vo(Z) 一 > Qnwn cos 0 sin - 0O<zxz<L. 
n= 二 1 


在 做 了 与 这 些 本 征 函 数 的 正 交 性 有 关 的 熟悉 运算 后 , 就 求 得 


L / 
Qn COS 6, = 5 / so(X') sin 一 QZ ， 
/ 
anwn Sin 06， 一 z/ vo (zx’) sin — dzx’, n=1,2,..- 
且 这 些 表示 式 连同 (38.35), 提供 了 (38.32) 式 在 0 < x < 工 ,t > 0 中 的 一 个 表示 ， 
它 的 分 量 函 数 FG 对 其 所 有 自 变 量 的 值 以 


dx 


le nro /* ,、, NXT 
F(o) = + 2sin , so(T ) sin 7 
n=] 


十 - > -cos 0 和 (x' ) sin 
nL n L 0 9 


yi 


pp dz ， (38.37) 


1 C0 L / 
G(o) = 》 sin ”| so(Z ) sin 7 QT 


ni 二 1 


: 5 ! cos 一 一 | 各 (Z ) sin PTZ QT- 
一 -一 一 一 一 一 一 -一 名 “一 一 
nL 1 L 0 9 L 
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给 出 . 与 (38.23),(38.24) 一 致 ,对 忆 G 的 上 述 表 示 式 定义 了 其 自 变 量 的 25 周期 
卫 数 . 
将 坐标 原点 重新 定 在 弦 的 中 心 且 假设 vwo(x) = 0, 则 得 到 一 个 特 解 


2 作 


CD- 三 >sin2。 (2) sin SE dz (38.38) 
s(x,t)= — sin OSw sefT ) Sin 
LA L a L 
2 证 (2n 十 1)TZ 2 (2n 1)nAr 
十 一 COS ~———— ~— COS (Wo nt | s0(Z cos ~ 一 一 一 一 dz 
2 L _L/2 L 


且 这 形式 能 用 以 推断 取 极 限 工 一 oo 时 的 对 应 解 , 关系 式 


INC 
人 了 一 co， 


2 
Won+3 一 Wan+1l = 一 一 一 小 L 一 09 


L 


表明 对 无 穷 长 孩 的 振动 任何 频率 是 允许 的 , 与 有 限 长 弦 的 离散 型 特征 形成 对 照 . 
考虑 到 当 工 很 大 , 连同 一 个 包含 22 二 1 而 非 2n 的 类 似 式 子 ， 


— NA ” 920L LL f/f™ 
ys (Tr) -| § (EE ) 元/ ®(C)dc 


Tn 二 0 


成 立 , 从 (38.38) 看 来 Fourier 积分 表示 式 


s(x,t) = - | dC cos Cet 广 so(7X') cos C(x 一 T)ar (38.39) 
Jo —00 
似乎 描述 了 给 定 一 对 初始 条 件 s(z,0) = sa,( 部 ) stz,b| 。 一 0 后 的 无 长 
t=0 
弦 的 位 移 . 
在 t+=0 处 (38.39) 的 自 相 容 性 是 以 关系 式 
so(Z) = / 6(T— 7X)so0(T)dr, ~0<r<o0 
为 条 件 的 , 这 里 被 积 式 因子 
1 > , 
0 一 2 = 一 ettz-zidc 一 0(r' 一 2 
2 /. (38.40) 


1 ff™ , 
-= | cosCtZ — 7 )de 


以 很 特殊 方式 起 作用 , 从 另 一 个 因子 的 自 变量 范围 内 的 所 有 值 中 选取 一 个 单独 
的 值 . 在 人 们 以 非 严格 的 方式 应 用 并 普及 了 上 述 6 函数 后 ，Schwartz ( 施 瓦 效 ， 
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1915 一 2002) 于 1947 年 给 出 了 对 这 样 一 个 广义 函数 的 合适 的 数学 解释 . 值得 注 
意 的 是 , (38.40) 使 得 能 够 对 二 重 积 分 (38.39) 赋值 , 即 


s(z 昌 = ieo(lz -cb + so(z + et) 


事实 上 , 这 正 是 (38.31) 的 具有 规定 初始 条 件 的 合适 解 . 
由 于 分 离 变量 乘积 形式 


exp 证 计 十 it = eXP i (+- 十 t) 
C 


描述 (38.31) 的 解 不 论 频率 参数 w 取 何 值 , 它们 的 Fourier 积分 或 登 加 , 即 


s(x,t) = / [A(w)e'e 十 Bee 一] eidw (38.41) 
能 直接 用 于 非 齐 次 边界 条 件 
s(0,t) = s1(t), s(L,t) = s2(t), t>0 (38.42) 


的 情形 ; 这 样 , (38.41),(38.42) 提供 了 关系 式 


sa 的 = / LA(w) + Blo)ewrdo, +>0, 
s2(t) = f/ [Alw)eie 十 B(w)ei* | evidwu, t>0, 
这 转 而 推导 出 


1 ~ 1 
A(w) + B(w) = ~ / s1(t eiot gt 


和 


元 


i oi 了 / piwt / 

4(w)ei 尝 + B(w) 二 1/ so(t eist dt 

解 对 4(w) 和 B(w) 的 上 面 两 个 方程 , 然后 代入 到 (38.41) 中 , 在 该 区 闻 的 端点 
zx=0, 工 取 给 定 值 的 波动 方程 预期 的 解 就 得 到 了 , 即 


1 oo oo S1(t’) sin 2(L -7)+s2(t)sin 一 . ， 
xD- 于 人 上 一 一 一 交 43) 


Sln 一 -一 
C 


利用 5 函数 表示 式 (38.40) 及 其 作用 容易 证 实 上 面 的 表示 式 满 足 初 始 条 件 ; 此 外 ， 
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设 sz( = 0 且 在 (38.43) 中 引入 展开 式 


WwW 
sin z(t — 人 Zz) is _ ois (2L-z) 


wwL 本 ] — e~2iwL/c 
S11 一 一 
C 


= > exp 区 十 2nL)| 一 人 exp -这 (2(n 十 二 ) 卫 一 z)| 


n=0 n=0 
— De BG 二 2nL)| — > exp |- 计 (2nz - z) 
所 以 
s(7,t) = > | s1(t')6 (# 一 十 tr ) dt 
-> g(t GE + jp 
-> 人- te - Ds (+- -2 ), 
与 (38.30) 一 致 


需要 注意 在 (38.43) 的 分 母 中 的 三 角 函 数 sin ec- 当 w 等 于 任何 一 个 自由 振 


动 频率 w, = nre/ 时 为 零 , 这 种 增强 或 共振 响应 的 现象 是 很 多 动力 系统 具有 的 
特点 : 因此 这 个 w 积分 应 从 实 轴 上 挖 掉 点 w。 附近 的 一 段 以 求 得 其 确切 的 意义 . 
此 外 ,由 于 s(x,t) 在 以 后 的 时 间 , 即 # > 上 时 不 能 依赖 于 端 反 位 移 s1(t”), s2(t")， 
(38.43) 中 的 # 积分 的 上 限 实际 上 等 于 t. 在 运动 方程 中 引入 附加 ( 即 阻尼 ) 项 后 
不 需要 绕 过 实 w 轴 上 的 共振 奇 点 就 能 得 到 s(x,t) 有 确切 定义 的 积分 表示 式 ; 这 
样 , 给 出 偏 微分 方程 


当 efw 1 时 具有 形 为 
s(x,t) = e'*! exp +i 土 一 
的 近似 解 , 令 


Oo 
s(x,t) 一 / [4(wye ete 十 Blw)e *e «| et. 
一 OO 
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加 上 条 件 (38.42) 以 求 用 si1(t), s2(t) 去 表示 4(w), B(w), 由 此 推导 出 
s(x,t) = 二 / dw (38.44) 


(ww — 4€ 一 2€ 


1 Si1(t') sin | (LC— 可 十 sz 人 (tsSin | 
| oi) ge 
0 多 二 和 7 


S11 
C 


这 里 复 值 组 合 w 一 ie 出 现 于 各 个 目 变 量 中 且 分 母 中 的 三 角 函 数 对 w 的 任何 实 值 
不 为 零 . 用 w' 代替 w 一 ie 将 (38.44) 转换 成 男 一 表示 式 


s(x,t) = | we 
{ s1(t’) sinlw’(L — 7z)] + s2(t’) sin wr op) sot Hy yo 
se ) eiw (tt) qe 
其 中 对 w' 的 积分 周 线 在 实 轴 下 方 伸展 . 
无 需 说 明 , 不 是 每 一 个 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 会 有 通过 便于 施加 的 补充 条 
件 而 得 到 的 通 解 ; 然而 , 在 上 面 考 虑 的 简单 情形 的 解 的 很 多 特点 有 更 广 的 意义 ， 
而 且 特 征 变量 和 特征 曲线 的 重要 作用 继续 保持 . 


习 是 38 

1. 考虑 偏 微分 方程 
Ou Ou 
Or2 Oy2 


L~L, LL+L, 
2 ” 2 


(0, L,) 


0 (L1,0) Xx 


连同 并 次 规定 
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和 
u(0,y) = 0, 0O<y<L,, 


这 里 L1 > 上 L2; 证 明 : 在 有 一 对 特征 线段 边界 的 区 域 D 内 


w= 0. 
2. 设 要 求解 偏 微 分 方程 
Pu gu 
Ox? Ov? 


这 时 4 的 值 在 两 线段 OP,OQ 上 被 规定 , 其 中 OQ 不 是 特征 线 的 一 部 分 如 
果 矮 形 OPQR 的 平行 边 有 长 度 了 ,La (如 上 1 > 上 2) 且 OP,OQ 的 方程 分 别 
是 


Y 一 芭 ， 0<z< 浪 
和 
加 i+L, Li—L2 
Y = QZ， i ny > JSTST ; 
证 明 : 当 yp(0) = (0)， 
4 一 pz) 在 OP 上, 
4 二 (7) 在 OQ 上 
时 , 表示 式 | 
加 Li1—L» y+ 二 1 加 
wz) = | 7 可 +9?| 3 Ee 5 


在 整个 甜 形 区 域 OPQR 连续 . 问 4 滞 OP, OQ 的 法 向 导数 是 什么 ? 计算 在 
原点 附近 活 角 QOP 的 角 平 分 线 的 以 的 方向 导数 . 
3. 设 要 求 偏 微分 方程 
O2u O21 


O77 Oy? 
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的 解 , 给 出 党 非特 征 线 的 三 个 不 同 条 件 ， 即 


Ou 
uz,0) = p(7)， 专 V(r) Z 之 0 (*) 
和 
uU 二 X(T7) 在 y=ar 上 a>1l1, Xz 之 0. 人 


在 Z 轴 的 条 件 (*) 已 被 吸收 于 (以 前 导出 的 解 ) 


1 
ul(X,Y) = 3 IP(T — YW y) + p(T+Y)]+ 本 出 WCG)d6 
之 中 了 , 它 在 直线 yy=0y=zZz>0 之 间 的 扁 形 工 内 成 立 . 


O rr 
考虑 WI(z,y) 洛 y=z 的 值 , 指定 值 (4*) 和 问题 2 的 分 析 , 连同 


nL ,1 ,lto 
2L» l—a 2Lo 1 一 Ca 


验证 在 (ID 中 以 的 表示 式 为 
ZT 十 
(cz 一 | 十 人 %G)dG， 


ur(z 人 二 X (2) + 区 一 ( 


函数 ul 和 wl 联合 地 定义 在 整个 III 上 满足 该 偏 微分 方程 的 一 个 连续 
函数 ,， 且 后 者 也 把 这 个 解 扩 张 到 直线 y = ar,z > 0 和 (特征 ) 直线 Yy 十 工 一 
0,z<0 之 间 和 触及 原点 的 扇形 中 . 该 解 沿 特征 线 yy 二 7,T > 0 的 连续 法 向 地 
数 不 能 自动 得 到 ; 证 明 : 为 使 之 成 立 的 必要 条 件 


| [La al， 
Or Oy ys OT “机 


规定 在 原点 的 数据 的 值 之 间 的 一 个 特定 关系 ， 即 


， 和 > 
一 二 


(a + 2)p’(0) + 2ay(0) = 2x (0). 
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4. 用 双 曲 型 偏 微分 方程 


oo ,Pu ou 0 so 
Or? 2 On? 20y 


的 特征 变量 
E=T—- Vy, 7T=zY+V-y Yy<0 
重新 改写 此 方程 , 然后 得 出 解 的 一 般 形式 . 确定 分 别 在 OP 和 PQ 之 间 的 特 


征 抛 物 线 

的 线段 上 取 给 定 值 
u = Pp1(7), 0<z<i, 
v= P2(T), 


的 特 解 . 


这 个 解 在 什么 区 域 上 成 立 ? 假设 用 沿 OQ 
u=w(r), Ogr<l1 


来 取代 上 述 条 件 , U(X,y) 在 何 处 且 如 何 被 决定 ? 


5。 证明: 双 曲 型 但 微分 方程 


th Ou 
2 2 。 
二 B72 — VY Ov 二 0 : (i) 


当 用 特征 变量 
4 = 7y, n= 
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重新 改写 后 取 形 和 式 
2 | -0 网 
Bn ae 2€ "| 
推演 出 (ii) 的 通 解 为 
u(é,n) = f(é) + Vlélg(n). 
用 后 者 去 寻找 (i) 的 满足 条 件 
w= P(X) 在 y= 一 x 上, 0<zgl1 


和 
] 
二 2(X) 在 4 一 工 上 ， 工 和 2 < coco， OaUD = p2(1) 


的 特 解 . 这 个 解 在 什么 区 域 上 成 立 ? 
6. 构造 偏 微分 方程 


的 通 解 , 利用 到 特征 变量 
《一 1 一 mnz，7=2 十 有 nz. 
观察 到 (i 能 写成 因子 分 解 形式 , 即 
[各 : 提 - 
< Oy “Or Oy| 


因此 替换 成 一 对 一 阶 偏 微分 方程 


Or Oy (i) 
£0 一 Ov 一 0 
Or Oy 


说 明 如 何 从 方程 组 (i) 可 以 推导 出 (i) 的 通 解 . 
7. 给 定 非 齐 次 偏 微分 方程 


Pu gu _ 
DBz2 Dr2 


它 的 通 解 有 形式 


e “siny, 7X>0, y>Dd0, (i) 


1 ~... 
ul(Z,Yy) = se Tsiny + f(z —y)+9(7+Yy). 
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如 果 


| 8 
u(x,0) = 0, Boul® yy ) 


决定 (i) 的 一 个 合适 解 , 说 明基 于 条 件 


=0, ZzX>0, 
y=0 


u(Z,XT) 二 V(X) 规定 在 0 所 工艺 oo 上 ， 


一 0, 


0 
a7 (ZY, y) 


下 一 局 


如 何 能 把 这 个 解 延 拓 到 X,Y 平面 的 其 他 处 . 
.无限 长 弦 的 小 振幅 模 向 位 移 s(x,t) 的 偏 微分 万 程 


Os 1 O2s 


的 基本 解 由 一 对 条 件 


s(x;0) = 0， © (x,t) 


= 6(7) (ii) 


t=0 
定义 , 它们 表示 蓄 的 初始 位 移 处 处 为 零 , 在 点 xX = 0 有 一 个 局 部 脉冲 (或 瞬 
时 速度 ); 对 应 于 扩展 了 的 初始 速度 模式 的 其 他 解 能 从 这 个 解 直接 找到 . 

设 日 (z) 表示 Heaviside (阶梯 ) 函数 ,具有 值 


1， 之 > 
H(2) = 人 2 < 到 0 
和 导数 dH | 
dz 一 (zj; 
其 次 记 
s(z,t) = AHIE(z,t)] + BHIn(z,t)), (iii) 
这 里 


上 (Tt 一 工 一 过 三 人 1 n(x,t)=7r+ct= C0 


确定 (i) 的 特征 曲线 且 4A,B 是 常数 . 证 实 (这 ) 表示 (i) 的 解 且 用 条 件 (ii) 去 
确定 


l 
A 一 - -BB 一 - De 
因此 得 到 有 欢迎 的 解 为 
了 
s(x,t) 一 H(z 十 ct) H(z ct)] pp |z| < ct, 
和 0， |x| > ct. 
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这 个 结果 是 否 与 更 一 般 初 值 问 题 的 d'Alembert 表示 式 相 容 ? 
作为 另 一 种 分 析 方 法 , 引入 s(X,t) 的 复 Fourier 变换 , 即 


ht)= / ekz s(x,t)dz, 


验证 对 它 的 微分 方程 a 
3 ~ 
3 + (kc)*$=0 
和 相 容 表示 式 


1 f/f/™ , . . 
s(xX,t) = | [4(E)etsct + B(k)e tleitrak. 


用 初始 条 件 (ii) 合适 地 确定 A(k), B(k), 且 从 而 建立 基本 解 的 一 个 积分 形式 ， 


Rp 
1 f/f/™ sinkct ， 
,+ 一 ikI 
S(T,t) | e “dk 
i/ [sin k(x 十 ct — sin k(x 一 | 
一 De _ 1 L C (iv) : 
2 lzl<at 
_ 9r 3 
0， |z| > ct， 
它 与 前 面 的 结论 一 致 . 


” 设 波动 方程 (i 由 于 包含 一 个 附加 项 而 被 修正 为 


2 2 
9s 2c0s 12s_0 E > 


它 考 处 与 局 部 速度 2 成 比例 的 该 运动 的 阻尼 . 用 Fourier 变换 方法 以 及 由 
此 得 到 对 (iv) 的 置换 


1 _,, {™ sinVk?— ect 


~ tk 
s(x,t) = 5 J edadk, 
它 也 能 显 式 地 计算 出 来 , 即 
co /TFI < 
s(zit) = ef COS pr VE Ee cto 
nc 0 K2 一 <2 


1 
| oe “lolev c2t2 一 x2], ct> |z]， 
= c 


0, ct < |z), 


这 里 To(Z) = Jo(iz) 是 一 个 柱 函 数 . 
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9. 弹性 圆柱 形 梁 的 扭转 振动 由 波动 方程 
O09 109 
Br RA WY 
描述 , 这 里 (Xx,t) 表示 各 平面 截面 绕 轴 向 或 工 方向 的 角 位 移 或 扭转 , 而 c 依 
赖 于 该 梁 的 材料 参数 . 


X=0 


M x=L 


如 果 上 端点 (Z = 0) 固定 且 一 个 附加 质量 或 负载 M 附着 于 下 端点 (7 = 
攻 ), 则 合适 的 边界 条 件 是 
89 2 O29 


3(0,t) = 0, Br™ Bz 在 X= 上 上 t >0, (ii) 


其 中 a 与 M 成 比例 . 存在 偏 微分 方程 (i) 的 分 离 变量 解 ， 即 
Ot) = X (L(t), (ii) 


其 单 自 变量 因子 X(z),T( 必须 满足 包含 任意 参数 w 的 分 别 的 常 微分 方程 
。 ad:T . 
7 +w T=0 (iv) 
dX WN\2 
-+(-) X=0, 0<zx<L. (Vv) 


C 


验证 此 问题 的 本 征 函 数 或 非 平 凡 解 (v) 满足 (由 (ii (iv) 推出 的 ) 边界 条 件 


X(0) =0, 


十 | ,~ wo) X(L), (由 


有 形式 


wW 
Xn(z) = sin— x, n=1,2,... 
c 


它 包 含 本 征 值 wn 或 超越 方程 


2 
QC , 
cot A, = 0 An,， An = 一 (vii) 
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的 根 . 断定 这 些 本 征 函 数 的 非 正 交 性 质 , 由 关系 式 


L 
/ Xm(T) Xn(T) dr = -oc Xm(LIXn(L), mn (viii) 
0 
所 显示 
给 出 一 对 规定 的 初始 条 件 
T OV . 
d(x,0) = Vo =~0, 0<z<L, (ix) 


设 9(z,t) 的 展开 式 为 


d(x,t) = >》_ anXn(T) Cos wnt, (Xx) 
n= 二 1 
其 时 间 因 子 是 与 (ix) 的 第 二 个 条 件 相 容 的 (iv) 的 解 , 系数 an 用 第 一 个 条 件 
从 Fourier 型 表示 式 


履 。 
g(z,0) = Vo = >_anXn(z), 0<z<L (xi) 


n=1 


中 求 得 . 利用 (vii) 和 (viii) 去 建立 各 个 系数 的 表示 式 


| BG(z,0) Xn (ndz + (ac)O(L, 0) Xa(L) 
w= 


L 
(oc) x2(D + Xale)de 
0 (xii) 
c Sin wn — .. 
— 49 CC — 1,2,... 
V0 DL 中 人 
Wn | 20n 一 十 So2on 一 
C © 


结合 (x) 和 (xii) 就 得 到 要 求 的 解 


. LL .| wT 
~ co Sinwn 一 Sin —— COS wnt 


L L 
n=1 Cn (2 一 十 Si 2wn— 
C 


C 


有 另 一 种 沪 法 去 得 到 结果 (xiii), 不 用 提 及 前 面 的 本 征 肖 数 ; 这 包括 一 个 
积分 变换 分 析 , 即 决 定 9(z 的 Laplace 变换 


(并 
日 (Z,D) = / e Py(z,t)dt, Rep> 人 0: 
0 


第 三 十 八 章 “” 双 曲 型 方程 。 “. 599 . 


这 样 , 利用 初始 条 件 可 发 现 日 满足 非 齐 次 常 微分 方程 


C 


2 
5 (2) = 一石 9 了， 0<zx<L, (Xiv) 
这 里 变换 变量 D 起 参数 作用 . 利用 边界 条 件 (vi), (x,p) 的 对 应 条 件 对 变 成 


0 


这 些 条 件 结合 (xiv) 的 通 解 , 即 


一 一 Dan0 po QO(L,t), 


人 二 


Q(z,p) = 907 + Asinh -7 十 Beosh “(I 一 也 )， 


推断 出 
A 二 Cy 
pL cosh -L + Qa*cpsinh -L 
和 
B=0, 
所 以 
(zp) | n sinh -7 
日 (CD) = 一 加 0 二 一 一 一 V0 一 一 太一 一 一 一 一 一 一 方 一 
p LL pL cosh -I + a2cpsinh -L 
是 完全 确定 的 . 
其 Laplace 变换 等 于 6(z,pj 的 函数 3(z,t) 能 由 计算 反 演 积分 而 找到 ， 
Ep 
了 € 二 $00 
D(X,t) = zi | errO(z,p)dp,e >0 
271 €—100 
1 < 十 2CC 1 7 Cc sinh ex 
一 zi | en’ 一 020 一 一 0 一 一 太一 一 上 一 一 区 一 dp, 
2T2 J eioo p LL pL cosh:L + a*cpsinh -t 
C 


它 是 沿 平行 于 复 p 平面 的 虚 轴 的 一 条 直线 来 求 积 分 的 . 被 积 函 数 作为 六 的 
函数 ， 其 奇 点 位 于 原点 D = 0 和 由 本 征 值 方程 (viii) 确定 的 虚 轴 上 的 点 集 
pn 二 土 iwn 上 . 在 p=0 的 单 极 点 对 积分 没有 最 终 的 贡献 ;, 因为 被 积 函 数 的 
两 分 离 部 分 产生 相等 的 数量 而 消去 , 从 虚 轴 上 所 有 单 极 点 的 贡献 之 和 与 (x) 
中 表示 的 恰好 一 致 

10. 适用 于 横 振 动 蓄 的 波动 方程 


2 2 
.205_ 0 (i 
Or? Of? 
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需要 修改 , 如 果 后 者 处 于 港 工 方向 以 速度 作 鸭 义 詹 向 运动 的 次 外， 且 这 通 
过 满足 
TT 一 2 二 tt 二 


的 变量 变换 工 一 2 一刀 而 导出 ; 按照 导出 的 关系 式 


Da aa 8 
Or Br!’ Ot Br 86 
证 实 (i) 变 成 ， ， ， 
Os Os Os 
(vu — 人 CC Br vamor 十 B12 一 0. (过 ) 


今后 在 (这 中 去 掉 搬 号 “”， 建立 其 通 解 为 

s(x,t) = fl ~ (c+ovu)t+ glz+ (ce— ov)t). (iii) 
设 在 区 间 0 < zZ < 工 规定 初始 位 移 和 对 应 横向 初速 度 
一 V0(Z)， 


t=0 


s(Z, 0) 一 so(Z)， sz 


验证 对 自 变量 的 有 限制 的 范围 内 (过 ) 的 解 中 的 任意 函数 f,g 的 表示 式 为 


f(z) = > (1 — 2) so(z) - 二 vo(Cdt, 0<z<L, 


(iv) 
g(x) = = (1 二 -) s0(7) + 二 人 volC)dc, 0<z<L. 
如 果 运 动 的 蓄 通 过 固定 支点 工 二 0,L 上 , 则 要 求 
s(0,t) =0, s(L,t)=0 (Vv) 


作为 确定 如 (iii) 的 一 般 适 用 性 所 要 求 的 对 f,g 的 条 件 . 为 此 , 证 明 (v) 的 第 
一 个 要 求 推 导出 一 个 连接 式 


1(0) = -9|- 生 |， -Lo <C<0 v < C， (vi) 


它 扩 充 f 的 定义 到 负 自 变量 的 区 间 上 (通过 从 较 早 的 表示 式 (iv) 所 得 到 的 
9 的 值 ); 而 第 二 个 要 求 推导 出 


(| L<7r< 二， (vii) 


Cc—Y CcC—wv 
它 以 类 似 方式 扩充 9 的 定义 . 转 而 从 (vi), (vii) 消去 9 和 f, 推演 出 关系 式 
2cL 
| 


f(¢) = f+ (6) =91¢— 


(viii) 
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它们 刻画 f,g 作为 有 分 别 的 周期 
2cL 9cL 
C—U CC 十 了 
的 函数 , 验证 不 论 其 自 变 量 如 何 , f,g 是 有 确切 定义 的 ， 且 由 ( 道 ) 给 出 的 位 
移 函 数 s(x,t) 按时 间 变 化 有 周期 


2cL 
如 图 , 考虑 zjt 平面 中 区 域 OABL 和 它 被 偏 微分 方程 (ii) 的 相交 特征 线 的 
剂 分 ; 一 个 特征 线 族 的 平行 线段 OF 和 DB 由 


I 个 L 
3 t 三 一 一 一 十 
vc Vicec cc—vU 


描述 , 且 第 二 族 对 应 的 一 对 DL 和 AF 由 


i 


t 一 


4 B 
D 
a 
0 L 
:T+—t | T 2cL 
1 一 C ce cw 


描述 . 这 样 线段 OA 的 长 度 为 


9cL 
nr2 — v2 


它 等 于 s(x,t) 关于 变量 的 周期 , 且 s(x,t) 对 


t>T7, 0<7zx<L 


602 


11. 


偏 微 分 方程 


的 值 直 接 从 区 域 OABL 内 的 那些 值 推 演出 . 在 0 < z < 工 上 给 定 so(z) 和 


vo(X) 的 值 , 在 区 域 OEL 中 的 解 由 (i), (iv) 给 出 ; 证 实在 ODE 和 BCF 中 


f 的 值 用 (vi) 求 得 ,而 g 在 EFL 和 ACD 中 的 值 由 (vii) 给 出 , 讨论 f,9 在 


区 域 4BC 和 CDEF 中 的 确定 值 . 


考虑 在 分 析 热 交换 中 提出 的 满足 耦合 一 阶 偏 徽 分 方程 组 


Oul 
Ei 
TtT>0, t>0, (i) 
Ouz _ ，_， 
Or | 1 2， 


的 一 对 函数 wi(7T,t),U2(ZX,t); 这 里 U1, U9 分 别 对 应 于 一 气体 和 一 和 
温度, 且 热 传递 从 固体 (在 x > 0) 影响 到 周围 的 其 初始 水 平 (在 工 =0) 给 
的 气体 温度 . 证 明 Wi,ua2 满足 一 个 共同 的 二 阶 双 曲 型 偏 微分 万 程 , 且 


2 ++ nw) =0 i 
grt or Hl 2 " 
此 外 ,如果 
: i 一 UW2 一 et U(r,t), (iii) 
则 UT 由 二 项 历程 ， 
oOU 一 Liv ) 
Oxrot 


描述 . 引入 U 关于 积 zt 的 固 的 级 数 展开 式 ， 即 
U(x,t) = co + cixt + co(zt)’ 十 十 cn(zZt ”十 
且 验 证 用 零 阶 Bessel 函数 的 显 式 表示 
U(x,t) = cJo(2iVzt), (Y) 
其 中 Jo(z) 对 所 有 的 z 有 收敛 的 级 数 展开 


DO 9 2n 
Jo(z) = > ~ . 


观察 到 差 式 
UC U2 一 (4 一 B)e-(*+t) Jo(2iV zh 
满足 
wi(0,) = A 


第 三 十 八 草 。” 双 曲 型 方程 603 . 


和 
ta2(Z;0) = B. 
验证 各 个 特征 表示 
ui 二 A— fw — Uo)dx 
一 4--(4 一 也 ) 人 eT ti) J (WVet dr 
和 


t 
Ww2 二 B— / (U1 一 wo jdt 
0 
t 
一 上 如 十 (4 一 5) | etz +t ) Jo(DiV rt ) dt. 
0 


12. 考虑 一 薄 圆 盘 上 的 温度 分 布 , 此 圆 瘟 在 其 平面 内 均匀 旋转 且 在 其 边缘 接受 一 


定常 热流 量 , 而 在 两 侧面 由 于 对 流 而 失去 热量 . 给 定 稳定 态 温 度 4(7,9) 的 偏 
微分 方程 , 即 


‘2 


= | 地 1 9 1 | 20 (1 wy) 站 


Blo ro RAN) 
这 里 人 表示 旋转 速度 ,6 表示 圆 盘 厚度 , 而 最 后 项 说 明 在 温度 为 uoo 的 一 介 
质 中 的 冷却 , 研究 按 角 坐标 9 以 27 为 周期 的 一 个 特 解 


pc6 


Uoo = f(r)e™?, n=0,+t1,.. 
证 实在 圆 盘 中 心 (7 = 0) 正则 通 解 能 表 成 形式 
un, 0) — voo = coJo(XMor) + De CNnrjeme + na (Kar)e mo] 


这 里 上 横 线 “~” 是 复 共 红 符号 , 而 及 表示 Bessel 函数 . 求 参数 Xn 与 偏 微 
分 方程 (i) 的 参数 之 间 的 关系 并 验证 和 0 是 纯 虚数 


如 果 在 边缘 (7 二 a) 的 流量 条 件 表 示 成 


= 2, -<VY<e, 
ra =0, EE<Y<NA, -TrT<VY<—e 


. Ye SiNNE, jy ing 
29 一 1 + 十 e 4 全 ， 
j(9) = 二 12 le ) 
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其 中 < 一 0 的 (点 态 加 热 ) 极限 为 


j(8) = ] 十 D+ en ) 
如 果 
q 二 lim (Qe) = 有 限 ， 
证 明 


yd 
Tn TKAn (Ana) 


这 里 . 太 (2) = djJn/dz. 
13. 设 要 求 决定 满足 偏 微分 方程 


a 二 Cc (常数) (ii) 
和 初始 条 件 
u(7,0)= f(7), Og<r<l1 (Gii) 
的 正则 通 数 (7,t). 记 
w= Wi(T,t) + or,t), (iv) 


这 里 u2 是 (i), (ii) 的 特 解 , 证 明 它 能 表示 成 形式 
u2 = At + Br’, / (Yv) 
其 中 4,B 有 确切 国定 的 值 
验证 满足 (i) 和 齐 次 形式 的 ( 划 的 uli(X,t) 的 表示 式 为 


> 2 
= 2 cnJo(Mnr)e nt, (Vi) 


nn 二 0 


这 里 分 离 常数 Mn 是 包含 零 阶 和 一 阶 Bessel 函数 的 方程 
anO+JnOA=0 a= (vii) 


的 根 . 
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证 实 积 分 性 质 


1 
| Jo(AmrT)Jo(AnrT)rdr 十 ~kJo(Am) JolNn) =0, mn 
0 


[7 SCAnr)rar 十 2kROAn) = 一 +s -一 SE ed J (Xn) 
，( 记 成 ) 


应 用 (vi) 连同 初始 条 件 (iii) 和 表示 式 (iv), (Vv) 去 导出 系数 表示 式 
1 
Cr 一 1 {/ wl1(7, 0)Jo(AnT)rdr 十 hua(1,0) on) | 人 二 0, | 。。。 
Nn 0 . 他 
其 中 
ui(7,0) = f(7) — wu2(7, 0). 
如 果 本 征 值 方程 换 成 
Ji(A) 


C 一 一 (viii 


AJo(A) 


则 可 以 推出 
和 A 到 )= 二 0， 当 a<1 
和 z 
A Wn, Jolln)=0, 妆 a 六 1 
为 改进 这 些 极限 估计 , 将 入 考虑 为 (viii) 中 的 函数 且 利 用 性 质 
] 
JD) = -Ji(z)， 天 i(z) = T(z) 一 Jia) 


来 验证 关系 式 
dM 和 


ein 


da 1+2a + oa2X2. 
其 次 , 应 用 Taylor 级 数 展 开 式 


dA 1 » /a 
Ma= 0) to (mB) ie (KE) ,+ 


Ma) = 6 ba + éna? + ， CQ< 巡 上. 
用 1/e 代替 a 得 出 


得 到 


dX A | 
de ee2+2e+ A2 


， 606 ， 仿 微 分 方程 


所 以 
dM 1 » /dA 
Xe) =A se 
(e) QO + (FR) + (2) + 


€ 
EE. 
人 2 


Hn 
l + > 1 
ma do | 


希望 狠 而 不 舍 地 学 习 本 教材 的 读者 能 够 领会 到 它 提供 的 材料 的 有 用 , 研究 
的 范围 之 广 以 及 使 用 的 方法 之 妙 . 几 个 世纪 以 来 , 对 偏 微 分 方程 的 分 析 一 直 是 人 
们 深入 研究 的 学 科 , 已 经 得 到 大 量 的 有 关 偏 微分 方程 的 知识 . 例如 , 变 系 数 微分 
方程 很 少 有 显 式 解 这 一 事实 就 导致 了 被 称 为 扰动 分 析 的 大 量 的 研究 成 果 , 扰动 
分 析 由 在 获得 其 定义 方程 与 有 完全 解 的 方程 有 “微小 ”差异 的 问题 的 结 采 . 当 得 
不 到 整体 解 的 时 候 , 另 一 种 可 以 应 用 的 成 功 的 方法 给 出 了 解 在 所 考虑 的 求解 区 
域 的 不 同 部 分 的 互补 展开 式 , 就 相 容 性 而 言 它们 是 互相 关联 或 匹配 的 . 此 外 , 基 
于 新 的 理论 概念 和 借助 于 数值 分 析 的 对 非 线性 方程 的 研究 以 极其 迅速 的 方式 推 
进 了 偏 微分 方程 这 一 学 科 的 发 展 . 所 以 , 读者 在 熟练 掌握 经 典 方法 之 后 , 束 可 以 
继续 对 这 些 问 题 进行 有 益 的 探索 . 
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索 5 


( 克 表示 审定 的 数学 名 词 ) 


Bessel 函数 友 542 
Bessel 不 等 式 友 403 
Cauchy 问题 女 112 
Fourier 交 
~ 系数 去 402 
ww 积 分 襄 555 
~ 级 数 真 158,402 
~ 变换 友 486 
Fourier 分 析 的 历史 详 述 123 
Fourier 积分 次 
复数 型 ~ 486 
具有 奇 侦 对 称 性 的 ~ 486 
Fourier 级 数 友 : 
有 关 函 数 的 ~ 在 不 连续 点 的 性 
状 425,430 
~ 部 分 和 的 性 状 429 
~ 的 复数 形式 451 
包含 Bessel 函数 的 ~ 548 
包含 Legendre 多 项 式 的 ~ 527 
~ 的 快速 收 合 性 452 
具有 奇偶 对 称 性 的 ~ 450 
Fourier 级 数 的 “超出 了 函数 的 定义 值 ” 425 


Green 公式 不 216,269 
Green 函数 友 
~ 的 奇 点 ( 奇 寞 性 ) 371 
~ 的 双 线 性 表示 
~ 久 和 本 征 晃 数 320 
~ 和 非 齐 次 微分 方程 361 
从 和 积分 方程 347 
信和 双 线 性 表示 348 
性 和 线性 党 微分 方程 组 363 
带 一 个 参数 的 ~ 319 
多 维 ~ 371 
伴随 型 ~ 324 
修正 ~ 316 
Lagrange 插值 396 
Laplace 
~ 变换 友 329 
~ 方程 157 
~ 算 子 40 
Legendre 玄 
~ 多 项 式 克 524 
~ 方程 523 
Neumann 函数 去 543 
Poisson 方程 妈 509 


. 610 . 仿 微 分 方程 


一 一 


Schrodinger 方程 友 378 
Sturm-Liouville 问题 友 234 


伴随 
~Green 图 数 322 
和 ~ 边界 条 件 270 
~ 算 子 268 
包 络 
迹 线 族 的 ~ 88 
曲线 族 的 ~ 33 
本 征 函 数 友 
具有 公共 本 征 值 的 ~ 145 
离散 ~ 132 
连续 ~ 376 
本 征 值 克 
离散 ~ 132 
连续 ~ 375 
Vrs .137 
本 征 值 方程 的 图 形 表示 139,149 
比较 方程 251 
边界 层 52 
边 值 问题 太 123,265 
变换 群 克 51 
变量 的 重新 换算 48 
变量 的 伸缩 48 
变量 替换 女 4 
变量 奉 换 的 Jacobi (行列 ) 式 
变 和 斜率 迹 线 87 
波 
~ 长 101 
~ 峰值 , ~ 峰 101 
和 ~ 数 101 
~ 速 101 
不 连续 性 , 间断 性 
函数 值 的 ~ 419 
解 的 导数 中 的 ~ 68 
解 的 性 状 中 的 ~ 166 


参数 表示 75 
滋 子 92 


市 L2 范 数 的 正 交 函数 399 
市 一 参数 系数 因子 的 二 阶 常 微分 方程 248 
导数 雄 
法 同 ~ 20 
方 问 友 40 
偏 ~ 友 3 
切 癌 ~, 切 ~ 友 20 
递 推 基 系 381,523 
电路 分 析 497 
电子 光学 567 
定常 态 , 稳 态 38 
对 称 性 女 
核 函 数 的 ~ 293 
偶 / 奇 函数 的 ~ 450 
多 维 Green 函数 371 
多 项 式 解 524,539 


Ct ee 
3 


Ke 


二 阶 偏 微 分 方程 的 分 类 23 


二 阶 偏 微 分 方程 的 正规 形式 (标准 形式 ) 23 


方位 对 称 性 和 Laplace 方程 523 

非 定 党 温度 的 抛物 型 偏 微分 方程 127 
非 齐 次 问题 164,188 

非 适 定 问题 61 

非 正 交 本 征 函 数 153 

分 离 变量 解 35 

分 离 常数 35,131 

分 文 割 线 370 

复合 配置 188 


复合 微分 法 8 
辐 角 函数 257 
复 值 本 征 困 数 197 


关系 式 404 
功率 谱 函 数 488 


ey 


0 ts 
fs 


曙 数 集 
规范 正 交 ~ 妈 399 
双 正 交 ~ 415 
完全 ~ 404 
正 交 ~ 399 


函数 集 的 完全 性 性 质 404 


函数 集 的 正 交 化 406 
函数 无 和 天 性 克 97 
合成 解 68 
核 水 数 友 
对 称 ~ 293 
平方 可 积 ~ 友 296 
首先 迭代 ~ 354 


基本 函数 399 
积分 特征 市 110 
积分 方程 女 363 
积分 平面 元 110 
积分 曲面 太 80 
积分 因子 克 98 
极限 圆 , 点 性 状 392 
迹 65 

级 数 的 部 分 和 401 
解 的 存在 性 21 
解 的 登 加 36 
解 的 非 唯一 性 351 
解 的 几何 描述 71 
解 的 近似 式 57,141,173 


解 的 具体 确定 16 

解 的 唯一 性 211 
解 的 过 点 249 

解 的 正则 性 524 

解 对 (原始 ) 数据 的 依赖 性 88 
解 曲 面 72 

局 部 热源 180,183 

均 方 通 近 402 


扩 二 方程 女 
球 对 称 ~ 506 
一 维 ~ 130 


离散 本 征 值 132 
联 立 一 阶 线性 偏 微 分 方程 组 25,159 
流 友 

车 ~ 84 


质量 ~ 235 


母 函 数 友 388 


能 量 密度 102 


看 合 偏 微 分 方程 159 


偏 导数 与 变量 替换 4 

偏 微 分 方程 的 通 解 17 

偏 微分 方程 解 中 的 任意 函数 28 
偏 微分 方程 转换 成 常 微分 方程 46 
频率 角 101 

平均 值 


* 612 . 含 微 分 方程 


方 问 余弦 的 ~ 40 
球面 ~ 41 
圆周 边界 上 的 ~ 159 
平行 曲线 /平行 曲面 与 偏 微 分 方程 31 


齐 次 函数 120 
奇异 边 值 问题 368 
奇异 型 边 值 问题 368 
切 平 面 , 切面 太 71 
曲面 市 110 
曲线 积分 友 214 
区 域 女 
依赖 ~ 友 580 
影响 ~ 友 580 
全 微分 雄 4 
群 速度 102 


热平衡 182 
热源 180 


三 角 多 项 式 插值 397 
三 角 级 数 雄 
~ 表示 式 421,459 
~ 逐 项 积分 友 421 
和 ~ 未 项 微分 克 422 
声 激发 238 
声 能 量 162 
适 定 问 题 61 
势 (调和 ) 函数 太 157 
收敛 
非 一 致 ~ 452 
平均 ~ 401 
一 致 ~ 友 420 
守恒 关系 100,215 
数据 21 


数据 的 文 撑 曲线 80 
数据 的 指派 17,20,61 

双 纽 线 Fourier 级 数 461 
双 曲 型 偏 微 分 方程 23;577 
双 线 性 型 太 268 

双 正 交 性 282,417 

四 阶 偏 微 分 方程 201 

算术 平均 求 和 434 


弹性 波 方程 195 
弹性 振动 的 衰减 197 
特 解 女 35 
特征 
~ 空间 72 
~ 平面 20,65 
替代 表示 
Green 函数 的 ~ 371 
解 的 ~ 219 
跳跃 不 连续 点 (间断 点 ) 422 


外 力 291,364 

完全 积分 太 32 

微分 克 4 

误差 图 数 38 

无 关 (独立 ) 的 本 征 函 数 145 


线性 微分 方程 (系统 ) 265 
线 (性 ) 元 友 71 

线性 振子 , 量子 理论 378 
相关 本 征 函 数 170 
相交 迹 线 87 

相 函 数 257 

相似 变量 49 

相似 解 49 


形式 不 变性 40,48 
旋转 曲面 码 30 


一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 84 
一 阶 偏 微分 方程 

~ 的 一 般 理 论 109 

非 线性 ~ 84 

拟 线性 ~ 85 

线性 ~ 65,71 
一 致 收敛 性 克 420 
用 三 角 多 项 式 的 近似 表示 397 
余弦 积分 表示 502 
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正 交 关系 中 的 权 因 子 274 
正 交 函数 集 399 
正 交 曲面 83 
正弦 积分 表示 502 
柱 极 坐标 中 的 轴 对 称 性 508 
柱 面 (Bessel) 函数 542 
锥 耐克 33 
目 伴 
~ 算 子 去 269 
~ 组 270 
组 的 相 容 性 265 
族 妇 
曲面 ~ 31 
曲线 ~ 31 
最 大 值 最 小 值 原 理 妈 213 
坐标 变换 4 


-013 . 


C 

O 

Mn 中 

© LU 

过 

和 一 i 

O > 

U— LU re 

全 J Mm oo0 

= LN . 
OO NN 和 ~ 


a a LO 


QU | ID 
〇 品 口 口 V 加 
LIDDIJW DO 


记 
记 
JU 
= CC LL 
LL LL 一 记 记 记 
记 记 刻 记 
记 记 > LL W LL 
记 记 记 已 广 Es 记 
[0] [C0] LL LL OO J CC] 一 [0] 
于 本 用 到 CCICICDI LL LL 性 [ Ed 二 [0 
[C0] EEE J LL J 一 已 ]L] 全 DC 户 O 户 ] 亡 ] 记 | 
记 ] 让 方志 CV LL 记 记 ! CDW CC CICICO 
[C0] [C0] a Wl EB! WE LL LL [ 广 和 COD CCICIDL]O 
[0] 本 世相 .三 下 三 小 丘 相生 广 EE 可 EE 可]' 匡 可 EE 可 = EE EdEJETEIEIEIY. EI 
[0] a | a | el 9 WE EE WE ee E33 | mi NW | 品 品 OODOD 人 ODDO OO 
[C0] | LL [C0] COO SO 
CD [Ed EENEIEILE. EjEj 人 EJ 0 DIDLILDIJUILCICSCCILCILCIUOUUOUUOULUO SC 一 
CD COOOL EEEdEd EIEIELI SG CTETE es ges we ws WWE 
CD OO VC O00 
CD 站 DIDIDIDDIDIDDIDI- DDIDIDIDIDIDIDICDCDIUO R009 0 
CCICICDI 号 口 口 口 口 口 口 口 口 口 口 5 口 口 口 口 口 口 口 口 口 ODODNODOoOoOoOooOoyD 口 
匡 引 甘于 匡 直下 下 EE jE 引 EIEdEdQ EI 号 口 O CCL oO | 
el i Wh WE HE Hl i i i i CCIL CC CCICICD]I EE CCICICLICO [0 
CCICICIDIO CCILICO CCICICICICICLCILCILIO CCICICICICILIO 


CCICICIDIO CC I ILI 记 

| | 本 下 记 三 匡 相 三 有 让 开 蕊 直 帮 |] 让 有 世 二 忆 二 才 记 下 本 世相 区 相 世 世 堪 直 民主] 话 相 民用 记 
Ea Es EE 下 EE EE EdEdE EE EE Eh 
CC IICICICILICILIO 


